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BOAS -VINDAS AO 
COBEM 77 

Em nome da Comissão Organizadora, tenho o 

prazer de estender a todos os participan

tes do COBEM 1977 as mais calorosas mani

festaç6es de boas vindas ao nosso Congris 

so, especialmente aos colegas do exterior. 

Quero agradecer em primeiro lugar a colabo 

ração da Comissão Organizadora e do Conse

lho Editorial, bem como a todos os autores 

que contributram com a apresentação de 

seus melhores resultados de pesquisa. Que 

ro ressaltar ainda , minha · gratidão ao CNPq 

UFSC , FEESC e CREA da lOa. Região que de

ram apoio f inanceiro para que este Congre~ 

so pudesse se realizar. 

Agradecemos ainda a colaboração da UFSC 

que gentilmente cedeu suas instalaç6es pa

ra a realização deste Congresso. 

Faço votos para que todos aproveitam ao ma 

ximo as apresentaç6es e discuss6es que se 

seguirão nas diversas sess6es técnicas. 

PRESIDENTE 
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On behalf of the Org~nizing Committee, 

am pleased to extend a warm welcome to all 

participants in COBEM 1977, specially to 

our distinguished colleagues from abroad. 

My sincere thanks go to the members of the 

Organizing and Editorial Committees, as 

well as to all authors for contributing 

their fine research to the Congress. 

I would also like to express my gratitude 

_to CNPq, UFSC, FEESC and CREA which 

provided the financial support for this 

Congress. 

I hope that you all will have a fruitful 

and challenging time during the Congress. 

PRESIDENT 
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ORGANIZACÃO DOS 
' 

ANAIS DO 
COBEM 77 

Os anai s do COBEM 77 estão divididos em qu! 
tro volumes separados, cada qual abrangendo 
areas como seguem: 

VOLUME A: Anali s e e xperimental de tensóes; 

elasticidade-plasticidade-viscoelasticidade; 
placa s e ca s cas; vibrações e acústica; dinã 
mica de sistemas. 

VOLUME B: Esc oamento laminar e turbulento; 
condução, convecção e radiaçao; fenõmenos 

de transporte. 

VOLUME C: Propriedade dos materiais; corrf~r 

maçao de metais; usinagem; mãquinas 

mentas. 
ferra 

VOLUME D: Projeto de mãquinas; otimização, 

automação e controle; elementos finitos ; me 
todos numêri c os . 

Procurou-se, com toda a cautela, colocar os trabalhos no vo

lume mais adequado. E inevitãvel, entretanto, que o critério 

de classificação não coincida com o de um ou outro autor. 

Nesses casos, as nossas e~cu s as. Um indice d~ autores foi 
preparado, o que, acreditamos, facilitarã a consulta. A or
dem dos autores e co-autores ê alfabêtica e são dadas infor
mações sobre sua afiliação e local de trabalho. 

Nossas ultimas palavras são de agradecimento a todos quanto, 
confiando na importância do COBEM 77, a ele se dedicaram com 
afinco, tornando-o, com a sua colaboração, uma notãvel reali 

zaçao. 

EDITOR 
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ORGANIZATION 
PROCEEDINGS 
COBEM 77 

OF 
OF 

THE 

lhe proceedings of the COBE~ 77 are 

published in four separated volumes, each 
one covering subjects as follows: 
VOLUME A: Experimental stress analysis; 
elasticity-plasticity-viscoelasticity; 
plates and shells; acoustics and vibrations; 

systems dynamics. 

VOLUME B: Laminar and turbulent flow; 
conduction, convection and radiation; 

transport phenomena. 

VOLUME C: Material properties; metalformin~; 
machining, machine tools. 
VOLUME D: Machine design; optimization, 
automation and control; finite elements; 

numeri cal methods. 

Considerable effort was made to place each paper in its right 

volume. It is inevitable, however, that someone else might 
argue that our criteria, in classifying his work, was not 
the best one. To those who might think that way our aoologies. 
An "authors-index" was prepared for easy reference. lhe 
author and co-authors appear in alphabetic order. lnformation 
are also given about author's affiliation. 

We would like to thank all those who believed in our 
enterprise and gave their help to make COBEM 77 a great 

reality. 

EDITOR -lN- CHIEF 
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79 

A iniciativa da ABCM em realizar bienalmen

te os congressos na ãrea de engenharia meci 

nica (COBEM) tem sido consideravelmente bem 
sucedida. 

O crescimento da produção cientifica e tec

nolõgica no pais e o crescente interesse de 

monstrado por professores estrangeiros nos 
Congressos da ABCM, alem da permanência dos 

congressos bienais, a efetivação da Revista 

Brasileira de Ciencias Mecânicas, õrgão of~ 
cial de publicação cientifi~a e t~cnica da 
Associação, criado na Assembl~ia Geral de 
11 de dezembro de 1975. 

A existência da revista permitiria que uma 

grande parte dos trabalhos produzidos pude~ 

sem ser do conhecimento da comunidade da As 
sociação, durante os dois anos de intervalo 
dos Congressos. Em consequência, uma efeti
va comunicação cientifica e tecnológica te

ria efeito. 

A efetivàção da revista e da sistemãtica de 
atuação de seu corpo editorial, serã levada 

a efeito na Assembl~ia Geral da A8CM, que 
serâ realizada no dia 14 de dezembro, con

forme consta na agenda do COBEM 77. ~aque

la oportunidade tamb~m serã decidido o lo
cal de realização do COBEM 79, onde espero 

estarmos todos reunidos novamente. 
, 

SECRETARIO 
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COBEM 79 

The initiative of . the ABCM to hold each two 

years its Congress has been fully justified 
by the wide recognition it has received as 
an outstanding scientific event. 

The steady growth of scientific production 
in this country, and the increasing 

interest in the Congress by foreign workers 

in the field of mechanical engineering, 

suggests that time has come for another 
step forward, the publication of the 
Brazilian Review of ~echanical Engineering 
as an official vehicle of technological and 

scientific information, under the 

responsability of the ABC~. 
The review would allow freshly produced 

works to be readly published, establishing 

in this way a continuous exchange of 
information amongst those engaged in 
teaching and research in the field of 

mechanical engineering. It is planned to 
put the publication of the Review under 

~~hate in the General Assembly on the 
14th of Oecember and it is our hope that 

definitive actions will be envisaged to 
make the Review a reality very soon. Also, 

during the General Assembly, it will be 

decided the place of the COBEM 79 where, 
we hope, we ~ill meet once again. 

SECRETARY 
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, 
INDICE 

DE 

AUTORES 

AUTHORS INDEX 

NÚMERO DE TRABALHO PRECEDIDO POR 
T, REFERE-SE À NOTA TECNICA. 

** REFERE-SE A PRIMEIRO AUTOR. 

PAPER NUMBERS STARTING WITH THE 
LETTER T REFER TO TECHNICAL NOTES. 

** REFER TO FIRST AUTHOR OF PAPER. 



1. Abdelmessih, A.H. - 8. Almeida, M.T . de 
Toronto, Canada EFEI, Brasil 
paper n9 B - 33 ** paper n9 TA - 8 ** 

Vol. B' p. 823 - 833 Vol. A, p. 381 - 384 

2. Abreu, L.S.P 9. AlEaz:, S . A. 
PUC/RJ, Brasil Water loo, Canada 
paper n9 B - 19 paper n 9 B - l 
Vol. B, p . 64 1 - 657 Vol. B, p . 385 - 398 

3. Akinsete, V.A. I 
lp aper n 9 B - 5 

Lagos, Nigeria Vol. B, p. 443 - 458 

pape r n 9 B - 25 ** paper n9 B - 7 
Vol. B, p . 725 - 734 Vol. B, p. 471 - 486 

4. Al -Qureshi, H.A. paper n9 B - 13 ** 

ITA/CTA, Bras i 1 Vol. B, p. 561 - 575 

paper n9 c - 9 

Vol. C, P· 1001 - lOZZ paper n9 D - 19 

Vo.l. D, p. 1 367 - 1377 

paper n9 c - 13 ** 

Vol. C, p. 1055 - 1068 10. Alves, D.B. 

UFSC, Brasil 
S. Alabes, G. paper n9 A - 4 

IMAS, Argentina Vol. A, p. 41 - 51 

paper n9 A - 16 
paper n9 A - 11 ** Vol. A, p. 1 93 - 202 
Vol. A, p. 131 - 142 

6. Almeida, C.A.de paper n9 A - 1 2 ** 
PUC/RJ, Brasil Vol. A, p. 14 3 - 155 
paper n9 TA - 6 ** 

Vol. A, p. 369 - 376 I I paper n9 D - 31 

Vol. D, p. 1519 - 1531 
I I 

7 . Almeida, L.H.de 

COPPE/UFRJ, Brasil 11 . Alves, V.F.A. 
paper n9 TC - 2 EP/USP, Brasil 
Vol. C, p. 11 35 - 1140 paper n9 B - 5 ** 

Vol. B, p . 443 - 458 
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12. Alvim Filho, G. F. 18. Bajaz:, s .v. 
ITA , Brasil UNICAMP, Brasi l 
paper n9 B - 8 ** paper n9 B - 34 
Vol. B, p. 48 7 - 50 2 Vol. B, p. 835 - 849 

13 . Ander s son, v. 19 . Balthazar, J . C. 
FURG, Brasil UnB, Brasil 
paper n9 A - 4 paper n 9 TA - 2 ** 
Vol. A, p . 41 - 51 Vol. A, p. 343 - 34 7 

14 . Andrade, H. L. de 20. Barbos a , J.A . B. 
COPPE / UFRJ , Br asil STI/MI C, Brasil 
paper n9 c - 8 pape r n9 TC - 1 
Vol. c ' P· 989 - 99 9 Vol. c, p . 11 29 - 1134 

15 . Araújo, P .M. de s . 21. Barbos a , L.C. 
PUC/RJ , Brasil UNICAMP , Br as i 1 
paper n9 B - 11 ** pap er n9 c - 7 

Vol. B, P· 529 - 543 Vol. c, p. 977 - 987 

16 . Assis, A.M.C.A . 2 2. Barcel l os , C. S.de 
COPPE/UFRJ, Brasil UFSC, Brasil 
paper n9 c - 1 ** pape r n9 D - 17 ** 

Vol. C, P· 907 - 916 Vol. D, P· 1343 - 1353 

17 . Back, N. 23. Barwell, F.T . 
UFS C, Br asi l Swans ea, UK 
paper n9 TA - 5 paper n 9 D - 7 ** 

Vol. A, P· 36 1 - 367 Vol. D, P· 1223 - 1233 

p ape r n9 D - 3 p aper n9 D - 8 * * 

Vol. D, P· 1177 - 1184 Vol. D, P· 123 5 - 124 5 

paper n9 D - 4 ** paper n9 D - 9 ** 

Vol. D, P· 118 5 - 11 98 Vol. D, P· 1247 - 1255 . 
pape r n9 D - 25 ** 

Vol. D, P · 14 37 - 1448 



XI 

24. Bastos, L. E. G. 30. Bri nati, H. L. 

COP PE /UFRJ , Br asil EP / USP , Brasil 

paper n 9 B - 20 ** paper n9 D - 22 ** 

Vol. B, p . 659 - 668 Vo l. D, p . 1 399 - 1411 

2 5 . Be j ar , M. A. 31. Burde kin, M. 

UC, Ch i l e UMI ST, U.K . 

pap er nº c - 12 ** paper n 9 D - 4 

Vol. C, p. 1043 - 1053 Vo l. D, p . 11 85 - 11 98 

26 . Bevil a cgua, L. 3 2 . Burian J un ior, Y. 

PROMON, Brasil UN I CAMP, Brasi l 

pape r n9 A - 13 paper nº D - 20 

Vo l. A, p. 157 - 167 Vo l. D, p . 1379 - 1388 

paper nº D - 30 ** 
33 . CamEo s Fi lho, M. P . 

Vol. D, p . 150 5 - 1 51 7 UN I CAMP, Brasi l 

paper n º c - 6 
27 . Blass, A. Vol. C, p . 9 6 3 - 97 6 

UFS C, Brasi l 

pap er n9 c - 11 ** 
34. Carajilescov, P. 

Vo l. C, p . 1035 - 1 042 PUC/RJ, Br asi l 
paper n 9 B - 17 ** 

paper n9 D - 27 ** 

Vol. D, P · 1459 - 1477 Vol. B, P · 61 5 - 62 4 

paper n9 TB - 4 ** 
28 . Bottura, C.P. Vo l. B, P· 895 - 900 

UNICAMP , Bra si l 

paper n9 D - 20 ** 
35 . Carvalho, E. de A. 

Vol. D, P· 1379 - 1388 IME , Brasi l 

paper nº D - 23 paper n9 A - 9 

Vol. D, p. 14 13 - 142 2 
Vo l. A, p . 105 - 115 

29 . Braga Fil ho, W. 36 . Cas tro , J . T . 

PUC/ RJ , Br as i l PUC/RJ, Brasi l 

paper n9 A - 1 ** 
paper n9 TB - 3 ** 

Vo l. B, P · 88 7 - 89 7 Vol. A, p. 1 - 1 2 

I 



37. Ch aw1a, K.K. 

IME, Brasi l 

paper n 9 

Vo l. A, p . 

TA - 4 

355 - 360 

38 . Childs, S.B. 

PUC/RJ, Brasil 

paper n ? B - 28 

Vol . B, p. 75 9 - 769 

39 . Cintra, W.H. 
IEA , Bras i l 

D - 14 pap er n ? 

Vol. D, p . 1303 - 1312 

40. Cist e rnas , M. 

UNI CAMP , Brasil 

c - 14 ** pap e r n9 

Vol. C, p . 1069 - 1078 

41. Cl yne, T. W. 

UNI CAMP, Brasil 

c - 7 ** pape r n9 

Vol. C, p. 977 - 987 

42. Coelho, J.C .M. 

EP/USP, Brasil 
paper n? B - 22 

Vol. B, p. 687 - 697 

43. Colle, S. 

UFSC, Brasil 

pape r n9 B - 24 

Vol. B, p. 711 - 724 

44. Cowlez:, A. 
UMIST, U.K. 
paper n9 D - 4 

Vol. D, P· 1185 - 1198 

XII 

45. Crabb, D. 

London, England 
paper n 9 B - 3 * * 
Vol . B, p. 415 - 42 9 

46 . Creus, G.J. 

UFRGS, Brasil 

paper n9 D - 28 

Vol. D, p. 147 9 - 1490 

47. Denardin, M.L. 

UFRGS, Brasil 

paper n 9 

Vol. A, p. 

A - 25 ** 
299 - 310 

48 . Durão, D.F. G. 

London, Engl and 

paper n9 B - 3 

Vol. B, p. 415 - 429 

49 . Ebecken , N.F. F. 

COPPE/UFRJ, Brasil 

pap e r n9 

Vol. A, p. 

A - 10 ** 
117 - 129 

50. Elgueta, M. 

UC, Chile 

paper n 9 

Vol. C, p. 

c - 12 

104 3 - 1053 

51. Elias, N.R. 

Khartoum, 

paper n 9 

Vol. D, p. 

Sudan 

D - 18 

1355 - 1366 

52. Espíndola, J.J. de 

UFSC, Brasil 

paper n9 
Vol. A, p. 

A - 17 ** 
203 - 216 



53. Feijóo, R. 
CBPF, Brasil 
paper n9 A - 6 

Vol. A, p. 71 - 81 

paper n9 A - 7 ** 
Vol. A, p. 83 - 94 

paper n9 A - 13 
Vol. A, p. 157 - 167 

paper n9 A - 14 

Vol. A, p. 169 - 182 

paper n9 D - 26 ** 
Vol. D, P· 1449 - 14 58 

54. Fernandes, O.C. 
EESC/USP, Brasil 
paper n9 TA - 3 

Vol. A, p. 349 - 354 

55. Ferran, G. 

COPPE/UFRJ , Brasil 
paper n9 c - 8 ** 
Vol. C, P· 989 - 999 

paper n9 c - 10 

Vol. c, p. 1023 - 1033 

56. Ferraresi, D. 
UNICAMP, Brasil 
paper n9 c - 14 

Vol. c, p. 1069 - 1078 

paper n9 D - 12 

Vol. D, p. 1281 - 1292 

XIII r-----------------------
57. Ferreira, A.C. 

UFSC, Brasil 

paper n9 

Vol. C, p. 
c - 15 ** 
1079 - 1093 

58. Fletcher, L.S. 
Virginia, USA 
paper n9 A - 26 

Vol. A, p. 311 - 322 

59. Fleury, A.T. 

EP/USP, Brasil 
paper n9 D - 16 

Vol. D, p. 1327 - 1341 

60. Fournay, M.E. 
California, USA 

paper n9 

Vol. A, p. 

A - 2 ** 
13 - 26 

61. French, D. 
Waterloo, Canada 

paper n9 

Vol. C, p. 
c - 15 

1079 - 1093 

62. Galeão, A.C. 
CBPF, Brasil 

paper n9 A - 6 

Vol. A, p. 71 - 81 

paper n9 A - 14 

Vol. A, p. 169 - 182 

63. Gambarini, J.R. 

EESC/USP, Brasil 
paper n9 TD -
Vol. D, p. 1543 -

1 ** 
1546 

paper n9 

Vol. D, p. 

TD - 2 

1547 - 1550 



64. Garcia, A. 

UNICAMP, Brasil 
paper n? 

Vol. C, p. 

c - 6 ** 

963 - 976 

65. Gesteira, C.S. 

UFB, Brasil 
paper n9 

Vol. D, p. 

D - 29 ** 

1491 - 1503 

66. Groehs , A.G. 

UFRGS, Brasil 
paper n9 

Vol. D, p. 

D - 28 ** 

1479 - 1490 

67. Golueke, H. 
Aachen, Germany 

paper n9 C - 18 

Vol. C, p. 1107 - 1128 

68. Gomide, !LA. 

PUC/RJ, Brasil 
paper n9 TA - 6 

Vol. A, p. 369 - 376 

69. GÓz, R.D.S. 

EFEI, Brasil 

D - 3 ** paper n9 

Vol. D, p. 1177 - 1184 

70. Guardamagna, L. 

Santiago, Chile 

paper n9 B - 14 

Vol. B, p. 577 - 589 

paper n9 B - 16 

Vol. B, P· 603 - 614 

XIV 

71. Halbritter, A.L. 

COPPE/UFRJ, Brasil 
paper n9 

Vol. A, p. 

A - 8 

95 - 104 

7 2. Hamed, A.A. 

Cincinnati, USA 

paper n9 B - 31 ** 

Vol. B, p. 797 - 808 

paper n9 

Vol. D, p . 

D - 5 

1199 - 1211 

73. Haydl, H.M. 

ACRES, Canada 

paper n9 

Vol. A, p. 

A - 5 

53 - 69 

74. Hellbrtigger, R.T. 

Metal Leve, Brasil 
paper n 9 D - 10 ** 

Vol. D, p. 1257 - 1270 

75. Herskovits, J. 

COPPE/UFRJ, Brasil 
paper n? 

Vol. D, p. 
D - 15 
1313 - 1325 

76. Hirata, M.H. 

COPPE/UFRJ, Brasil 

paper n9 

Vol. D, p. 

D - 11 ** 

1271 - 1280 

paper n 9 TD - 4 
Vo1. D, p. 1559 - 1565 



77. Hsu, L. 
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Vol. A, p. 245 - 253 

paper n9 A - 24 ** 

Vol. A, p. 285 - 298 

78. Hussein, M.F. 
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paper n9 

Vol. B. p. 

paper n 9 

Vol. D, p. 

B - 31 

797 - 808 

D - 5 ** 

1199 - 1211 

79. Ismail, K.A.R. 
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paper n9 
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B - 30 ** 

785 - 796 

80. Jabardo, J.M.S. 
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B - 32 ** 

809 - 822 

81. Jones, M.H. 
Swansea, U.K. 

paper n9 

Vol. D, p. 
D - 9 

124 7 - 1255 

82. Jorge, D.N. 
UNICAMP, Brasil 
paper n9 

Vol. B, p. 

B - 30 

785 - 796 

X' 

83. Journaux, J. 

COPPE/UFRJ, Brasil 
paper n9 

Vol. C, p. 

c - 4 ** 

939 - 948 

84. Klumpers, K. 
Aachen, Germany 

c - 16 paper n9 

Vol. C, p. 1095 - 1104 

85. Kozel, J. 
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5 ** paper n9 

Vol. A, p. 
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361 - 367 

paper n9 

Vol. A, p. 
A - 3 

27 - 39 

86. Kuniyoshi, S. 
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paper n9 
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1213 - 1221 
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88. Lambert, T. 
London, U.K. 

paper n 9 D - 18 ** 

Vol. D, p. 1355 - 1366 

89. Laura, P.A.A. 
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Vol. A, p. 19 3 - 202 
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92. Leng;r:e l , B. 98 . Mahrus, D. 
London, U.K. Meta l Leve, Brasil 
pape r n9 c - 11 paper n9 D - 6 
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1. Introdução 

r fato conhecido que quando excitamos uma viga através 

de impact os axiais ela também vibra flexuralmente . Es te e

feito é, provavelmente, devido a imperfeições eeométricas, 



2 :I :i 
excentricidade no carregament o, vibrações residuais ou a 

perposições destas causas . 

s u- ·: 

Conhecer este fenômeno é necessário para que nossamos 

:I 
ij 

!i 
projetar com mai s s egurança elementos estruturais o u r:JCnhros ' 

de máquinas que estejam s ujeitos a impactos axiais durante 

sua vida Útil. Entre o s parâmetros q ue necessi t am se r e s tu -

dados est~o os máximos des locament os e ten s ões desper t ados 

pe l os impactos , a existência ou n·~o de r es s onânc ia s c " c a r

gas crÍticas", a estabilidade do s i stema, os efeitos éo nat~ 

rial e da geometria da viga , a forma e a duração do impac t o , 

a influência das cond ições de contorno do sist e na. 

A literatura disponível relacionada à res8os t a flex ural 

de colunas sob impactos ax i ais n~o é e xten s a : 

Ho ff [1] e s tudo u a flamba ge m dinâmica de colunas sim 

p les me nte apoiadas, cujas extremidade s e ram comnr i midas s ob 

velocidade constante . Se vin [ 2] estendeu o t rabalho de lioff 

incluindo o efei to de i nérc i a axial, o q ua l, na gama de ve l~ 

cidades usadas , ·foi considerado pequeno . Li ndbcrr [3] es tu 

dou a flambage m ~ob i moac t o de uma barra fina , a s sumindo i m

pe rfei ções aleat6rias na barra. Sua de t crni nação te6rica da 

dis tri buição p robabil Í stica dos c ompriment os de o nda d a bar 

ra fl ambada f o i comparada favoravelmente com s ua s c x~eri ê nci 

as . A estabilidade d inâmi c a de colunas simnlesmen t e apoia

das sob car ~as axiais de curta duração, i ncluindo os efei tos 

de inércia axial e de di s si~ação interna , f o i estudada por 

Me Ivor e Bernard [ 4] . Lyo n e Zab l e [5] de sen volveram um 

transduto r de força usan do im::>ac t os ob tidos atra vés de ur:: 

pênd ul o . Alguns r es ult ados obtidos por estes a utores f o r a m 

confirmado s nes ta pesquisa . 

Conside rando q ue ~raticamente não eram dis0onÍveis re

s ultados expe rime ntai s no estudo de vibrações fl exurai s de 

vigas submetidas a impactos axiais,nos propusemos a estudar 

quais as máx ima s t e ns ões e quai s os rnix~~o s deslocamentos 

laterai s ; a exist~ncia de cargas crít i cas d in~re i cas , n o se n

tido de instab ilida des f lexurais caus adas nor desl o c ame nto~ 

laterai s excess ivos ; e a identificar qua i s o s parâmetros re

l evantes no comoortamento de uma v i ga em b a lanc e ~ ob im~ ac 

tos axiais . 

' ;, 
i 
i 
r 

I 
:o; ,, ,. 
' 
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2. O An arato Experimental 

Na figura l temos um esq uema do apara to exper imental. 

ESQUEMA 00 APARATO EXPERIMENTAL 

OSCILADORES] 
DE Í r·- . --
• 

. 

:: tMisrA'Vf.l J ., 

MCROScófiiOl , DE . 

i ·; CAUBRA~-'ºJ 
TRANSD. DE- -, 
DE SlDCAr.ENTO i 

_J 

íitLEsccm DE 
lAJN~JITQ, 

~~~~ 
....-=~~.., ra==;;!l AC~-~TROJ 

- FIG. I -

MAR.T~I..'QJ 

~MEJ~ 

A viga em teste era presa a uma base rÍgida e isolada 

das vibrações do prédio, através de um engaste fixável à ba

se por gramnos e para fuso de encosto. O martelo, s us pe nso 

por um suporte dotado de um ajuste contínuo, excitava a viga 

com impactos cuja axialidade era garantida com auxÍl i o de um 

telescÓpio de alinhamento Hensoldt We tzlar (ajuste dentro de 

2 x 10-Sm). 

A força, a forma e duração do impacto eraiT medidas oor 

um sistema composto de um osciloscÓpio com meiTÓria (Tektro

nix 5103N), um pré-amplificador (Bruel & Kjaer 2622) e um~ 

celerômetro (B&K 4333) fixado ao martelo. Este sistema foi 

calibrado em conjunto usando-se um pequeno vibrador capaz de 



1 
4 

manter uma amplitude de aceleraç~o de lG (aceleraç~o da gra

vidade). 

Nas medidas das deformaç6c s flexurais usamos ex t ens6me 

tros (Strain gages BLH) e um indicador digital dotado de me 

mÓri a (B&K 1526). Nas med i das das deformações a xiais também 

foram usados strain gage s , ligados a um osciloscópio com me 

mória (Te ktronix Carrier Amplifier 3C66 e 564 Storage Osci 

loscope). A calibração das mcdidaJ de deformaç ão foi f eita 

usan do-se resistências padrã o . 

Nas med idas dos deslocamentos lat erais usamos transduto 

re s capacitivos, osciladores e conversores de rea t ância , de 

fabricação Disa. Para calibração des t e equioamento usamos 

um microscópio acoplado a um micrômetro Carl Zeiss. 

Todas as medidas efetuadas nos osciloscópios foram fot~ 

grafadas. Na figura 2 temos um aspecto da ârea de pesq u isa . 

Fi g .2 -Aspecto da montagem 

3. Técnicas de Medição 

Medidos o momento de inércia da seç~o reta (I) e a mas

sa por unidade de comprimento (p) das vigas, elas eram pos

tas entre as cantoneiras de engaste e fixadas à base. 

Garantida a horizontalidade do b alanço procedÍamos à fu 

ração da parte engastada para passagem de oinos guia. 

ApÓs a cuidadosa colagem dos extensômetros [6,7,8, 9] m~ 

diamos o primeiPo perÍodo natural de vibração (Tlf) e calcu-
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l~vamos o m6d ulo de elastic i dade (E) da v i ga c ela f6 r mul a: 

(lüJ 

E 12 ,3 5 5 L - c omp rimento do ba l anço 

O alinhamento e ntre o p~ndulo e a v ira mo strou-s e um fa 

tor crítico durante a p e s q u i sa. Nos prime i ro s testes o a li-

nhamento era fe ito visualmente, o que para ~nru l os p e queno s 

mostrou-se s at i sfat6 r io . No e nt ant o , para ~ n ~ u lo s ma i ore s 

(- 1° a 2° ) n ece s sitamos usa r um t el e sc6pi o d e a l inh amento 

para obter resultados confi~veis. Uma verifi ca c ~o a uxil i ar 

bast ante Gt i l da axialidade do imnact o era o rui d o da bat i da 

entre o martelo e a v i ga . Com um alinh a men t o be m fe ito o 

ruido e r a "seco" e o martelo r e cuava s em o c; c; l a cõe s la t e ra LS 

enquanto que com um mau alinhament o , o r uido e r a " es p i rra d0 " 

e o recuo do martelo apre senta va o s ci l a çõe s la te ra i s. ApÓs 

o alinhamento a d i stancia en tre o marte l o e a v iga e r a a j u ~ 

tada pa r a que tivesse mos o impulso de s ejado. 

Para evitar erros devidos a n3 o s imultaneidade do in s 

tante inicial das várias medidas , todos os ins trume ntos e r an 

disparados (trigge r ed ) pelo come ç o do sina l de acele raç~o . 

4. Resultados e Disc us sões 

~a Tabela 1 s~o apresentadas as constantes d a vi ga . 

h 
b 
p 
L 
I 
A 

Tlf 
E 
p 
<;c r 

largura da viga 
altura da viga 

TABELA 1 

massa por unidade 9e comprimento 
comprimento do balanço 
momento de inércia 
are a 
19 periodo natura l de vib. 
módulo de elasticidade 
carga crítica de Euler 
fator de amortecimento 
irr.pul so padr~o 

flexural 

I 
Tp 
la 1 9 periodo natural de vib. axia l 

Material: aço inoxi d~vel AISI 316 

1,015 mm 
29 ,8 24 mm 

O ,232 1<~:/m 
0, 2601 IE_l2 4 
2 , 599xlü_5 2m 
3,027xl0 m 
O, fl77 s ll 
2,202xl0 Pa 

20 ,870 N 
(] ' 00 2 
1,507 Ns 

0 , 21 ms 
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Na figura 3 temos a relação entre as máx i ma s deforma- \ 

çoes de flexão, medidas em ~E (E = óL/L ), e os imnul s o s no mi 1
1 

nais aplicados a viga, definidos pela razão In/ID; o n de In = 
impulso nominal = MV, ma s sa X velocidade do ma rt e lo; e Io é 
o i mp ul so padrão da viga, definido como: 

I 
p 

= p 

)J.f, 

3 
7 ~ 30 1\iET , P c r = carp:a de flambag e m de 

' Iuler c r X Tlf 

MÁXIMAS !lEfOOMAÇ(Es OE: A..ExÂo VERSUS . 1 n/I p 

+ -M=I. 172 Kg 

• - M=0.204 Kg 

j -M=0.571 Kg 

-~ o o o -
~ ~ J~ .ro .m m ~ .~ .E m ~ ~ 

In/]'p 
- FIG 3 -

Estas defi nições do impulso padrão e do impulso n o rr.in a l vi

sam facilitar os cálculos das tensões de flexão por en f,enhe~ 

ros que não possuam o sofisticado instrume ntal nece ss ário "~ 

ra med ir os impulsos reais aplicados à viga . O d es v i o ~a 

drão médio das medidas de deformação foi 5,1% e o s nontos e x 

perimentais definem uma relação linear de e'1uação: 

~E = 350 In/Ip (l) 

As tensões de flexão podem ser facilmente calcul adas usando 

se a equação ( l) e aplicando-se lei de Ilooke . 

Na figura 4 temos a relação entre as máximas deforma

çoes de flexão e os impulsos medidos Im/Ip. Im é o impulso 

realmente aplicado ã viga e obtido por in t egração numéri ca 

das curvas de·aceleração versus tempo. Conforme pode ser 

! 
I 

l 
1 
~i 
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constatado a r e l ação tamb ém é l inear e t em nor e~uaçao 

187 I m/In 

+ 
MÁXIMAS DEFORMAil'lfs DE FLExÃo VERSUS Im/Ip 

+ 

+ 

•• 

«>> 

- FIG. 4-

.600 

+- M =I. 172 Kg 

• - M =0.204 Kg 
j- M =0.571 Kg 

.800 
Im/lp 

( 2) 

Co ~o o co e fici ente de rest itu ição entre a rc pua c o ~a rtclo 

6 aproxi~adarnente 0 , 9 (choq ue q uase el ~stico ) tcnos : 

Irr. - l , 9 I n IJE .- 355 In/Ir ( 3 ) 

Co rrvarando (3 ) c (l ) v emos que j us tifi ca- se pl enamen te a pr~ 

posição ue usarmos o im?ul so nomi n al In para ca l cu l ar as t en 

soes de fl exão . 

Para 3 mart elos usados temos , na fi gura 5 , a r elação en 

tre a duração do impacto , T , em ms, e o ângulo de lançamento 

do p~ndu lo , 0, em rd. Obs ervamo s que para ãngu los ~aio res 

q ue 0 ,0 50 rd a duração do i mpacto é p rat icame nt e co ns tante, 

e nquanto que um lige iro a umento ne s t a duração é constatado 

pa ra ã n g ul os menores. Obse rvamos também q ue os ma rt elos 

mais pes ados tem um c antata mais l ongo com a vira. Este s re 

s ultados confi rma m o trabalho de Lyon e Zab le [5] . 

deta l hes são disc utidos por Castro [11]. 

'1aiore s 
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T(•sl, 

l20 
ruw;Ão [)() IMPACTO VERSUS ANCUD [)() PÊio.JLO 

LOOI ~ • ' 
. sof 

• • • . .. 
.60 -- I • I .. 
.401 ~ '· • ' ' . ' e e 

+oM = 1.172Kg 

• oM =0.2041<9 

A -M =0.571 Kg 

' • 

o .020 040 . 00 ' íâ) ' .í'l5 

OFIG. 5o 

,oo-:-m~- .za:> 240 
eo(rod) 

Na figura G te mo3 a relaç~o entre as miximas forças· de 

impacto, Pmax /Pcr ' c 0 , o ~ngul o de lançamento do p~n dul o . 

Conforme esperado pa ra peq uenos ~ngulos de l ançamen to a rela 

ç~o ~ linear [5 J 

Pmax • , ~ ,. 
Per I FORÇAS MAXIMAS VERSUS ANGULD DO PENOULO 

+ o M: 1.172 Kg 

• o M =0204 Kg 
.t -M=0571 Kg 

CB:l .040 .060 011> ro 120 .14J .m Jlll .zoo .zzo .M> 
9c{rad) 

o FIG .6o 

Na figura 7 temo s uma resposta tÍpica de des l ocamento 

ve r s us tempo para um impuls o fixo e na figura 8 uma r espost a 

de deslocamento versus impulso, para um tempo fi xo. Confor-

me vemos há uma grande influ~ n cia no 29 modo natural de vi

braç~o ne s tas respostas e não verificamos nenhuma instabili

dade no sistema . 

• ;; 
... 
li 
-l' 
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As med i d as de de slocamento da viga nao apre sentara m um 

coffi~ortd ~e nt o t~o rene tit6ri o qu a nt o a s me d idas de deforma-

çao . 

y(mm~ 
0.001-

1 
T 

DESLOCAMENTO VERSUS TEMPO, In/lp FIXO 

t= 

a-«>[ 

o 

- FIG. 7 -

DESLOCAMENTO VERSUS MPULSO ,t FIXO 

- F 16.8 -

5. Concl us ões 

22 

In/lp = 0 .441 

M = L 17 2 Kg 

POSIÇÃO DA VIGA 
PARA VARIOS lN-

mm TE~ALOS APÓS 

O IMPACTO. 

5 TEMPO EM mS 

00- PIOO stRROR 

t=l3mSAPÓS 
O IMPACTO. 

M=l.l72 Kt 

Ue:ot a pes'lui s a foi feito um e s tudo experi mental das vi

braç õ es f l exurai s de uma v i ga de s eç ão reta constante, em b~ 

lanç o , causadas no r impactos axiais aplicados através de um 

arranj o pend ular . Conclu i mos , no i ntervalo pe s quisado, que 

a r espos ta da viga a os impactos é um fenõme n o repetit6rio e 
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os impulsos sio par~metros impor tantes no p r ob lema. Os im

pulsos nominais , de f inidos como o p r oduto d a ma ss a pe la vel~ 

cidade do martelo, podem se r usados nos c ál c ul os , não haven

do ne cessid a de de medir os impulsos reais po r int eg r açã o da 

curva força versus tempo . Ilá uma relação l inea r entre a s má 

ximas Há t e nsões de flexio e os i mn uls os aplicados à viga. . 

g rande influ~~c ia do . 29 mod~ na t~ra l de vibraç io ~ os _ de ~l o c~ \ 

mentes latera1 s da v1 ga . Nao fol constatada a ex1stenc1a de 1 

nenhuma carga c rítica d inâmica no intervalo nesq u isado . 
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CASTRO, J.T.n . e SU~DARARAJAN, V. 

I::S TUDO r:X?ERI~•LtJT/\L DE VIG/,S Et~ BALIINCO 

SOB IMPACTOS AXIAIS 

Sumário 

Este estudo é uma investigação exnerimental das vibra
çoes flexurais de uma viga em balanço causadas por impactos 
axiais . Uma série de medidas foi fe i ta usando-se uma viga 
de aço inoxidável submetida a impacto s de diferentes magnitu 
des, aplicados através de um arranjo massa-p~ndulo. A arepli 
tude dos impulsos foi variada mudando-se o neso e o ângulo 
de lançamento da massa do p êndulo. · 

Para a gama e a característica dos imractos utilizados 
nesta investigação, concluimos que a amplitude dos impulsos 
aplicados é o parâmetro relevante da resposta transversal da 
viga. As máximas tensões de flexão e os máximos des l ocamen
tos laterais relacionam-se linearmente com a amolitude dos 
impulsos axiais aplicados. Não foi obse rvada n~nhuma insta
b ilidade dinâmica, no sentido de deslocamentos laterais ex
cessivos, na gama de impulsos utilizados nesta nesquisa. 

EXPERIMENTAL STUDY QF CANTILEVER BEAMS 

UNDER AXIAL IMPACTS 

Sum~ary 

This study is an experimental investigation of the 
dynamic response of a cantilever beam due to axial impact. 
A series of response measurements was made for a 
cantilevered s tainless steel beam subjected to impulses of 
di fferent magnitudes. The impulses were induced by a 
pendulum-impact mass arrangement and their magnitudes were 
varied by changing the weight and release angle of the 
pendulum mass. 

For the range and character of impulses utilized in 
this investi gation, it is conaluded that the magnitude of 
the applied impulse is the relevant parameter for the 
transverse response of the beam. Moreover, both maximum 
bending stresses in the beam and its maximum lateral 
displacements were found to be linearly related to the 
applied axial impulses. No dynamic instabilities, in the 
sense of excessive lateral displacements of the beam, was 
observed for the range of imp~lse magnitudes selected here. 
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1. Introduction 

The application of fracture mechanics to engineering 

problems requires a knowledge of the stress intensity 

factor for the problem under consideration. The stress

intensity factor, K, is a measure of the amplitude of the 

stress field surrounding the crack tip and is a function of 

the crack and specimen geometry and the loading state. The 

crack is stable until the local value of K reaches a cri

tica! value, Kc' called the fracture toughness of the 
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material, which is a material property that must be measured. 

For most two-dimensional problems, the stress-intensity 

factor may be obtained by either analytical means or numeri

cally using the finite-element approach. 

Most three-dimensional problems remain unsolved due 

to the limitation of analytic techniques and computer 

capacity. Several experimental studies have attempted to 

determine the stress-intensity factor variation in three

dimensional problems, notably in plàtes with through 

cracks. All have used the frozen stress techniques of 

three-dimensional photoelasticity. Fessler and Mansell [l] 

studied a thick plate with an edge crack, and found no sig

nificant stress-intensity factor variation throughout the 

thickness. Smith and Smith [2] and Mullinex and Smith [3] 

studied bending of cracked plates. Villarreal, et al [4] 

studied cracked plates under tension. These researchers 

found stress-intensity factor variations that supported the 

various analytic cracked plate solution advanced by Sih [5) 

and Hartranft and Sih [6). Unfortunately, the frozen

stress technique is always suspect when used for crack prob

lems. With this technique, extreme care must be exercised 

to prevent introduction of significant errar. These pos

sible errors are due to crack blunting, and residual 

stresses from the casting and slicing of the model, and 

unknown changes in Poisson's ratio. Smith [7] gives a good 

current review of three-dimensional photoelasticity applied 

to fracture mechanics. 

Barker and Fourney [8] devised a new technique of 

analyzing three-dimensional problems which utilizsscattered 

light speckle interferometry. This technique has been 

applied to an ASTM compact tension specimen in a Mede I 

loading and the variation of the stress intensity factor 

along the crack front determined [9]. It was found that, 

for this naturally grown crack, which had arrested after 

propagating through a portion of the specimen, the stress 

intensity factor (SIF) was constant. Although this makes 

perfect sense from a physical point of view, it was in dis

agreement with the results previously referenced and those 

!t 

~ 
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of Schroedeland Smith [lO] who performed a three-dimension~ 

photoelastic analysis of a compact tension specimen using 

the frozen stress technique. The major difference in these 

two studies was the curvature of the crack. The naturally 

arrested crack had a slight curvature, but well within ASTM 

requirement for a valid plane strain test, whereas the 

crack of Schroedel and Smith [10] had been sawn and was 

therefore straighter, albeit duller. The study reported 

here was undertaken to determine the effect of the crack 

curvature. That portion of tmis study using scattered 

light speckle interferometry mas been reported previously 

[11] and will not be repeated here. 

2. Description of Method 

The stress field ahead of the crack tip is given by 

__ K __ cos~fl + sin~ sin3
2
e] + ••. 

/2rrr 2L L. 
(1) 

K e . e 3e 
1211

r cos2 s~n2 cos;! + ••• 

where the local coordinates ahead of the crack tip are 

shown in Fig. 1. The stress state is independent of the 

material properties, hence the above solution is valid for 

either plane stress or plane strain. The crack opening 

displacement is 

K(El+v) /rrr [<ex-1) (e) . e . (e)J /rrr cos 2 + s~n s~n 2 (2) 

where ex = 3-4v for plane strain 

3-v ex = Hv for plane stress 

E is Young's modulus 

v is Poisson's ratio 
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l ... 

For three-dimensional prob

lems, planestrain is assumed to 

exist on the innermost planes 

and plane stress on the exter

na! surface planes; displace

ment compatibility requires the 

stress field surrounding the 

crack tip to vary throughout 

the thickness of the specimen. 

This can be accomplished by 

assuming that the SIF is a 

function of the specimen thick

ness. The three-dimensional 
Fig. 1. Local coordinate 
system at the crack tip 

SIF, K(z) is hence a function of the thickness coordinate, 

z, as well as the variable previously noted. Near the crack 

tip, the crack opening displacement along the crack can be 

written as 

)Jy"'K(z) fi (3) 

By measuring the crack opening displacement throughout the 

specimen thickness, the variation K(z) may be determined. 

PARTIAL MIRROR 

p 

--$--
CRACK 

L+- ~ 
Fig. 2. Schematic diagram of setup 
for crack-opening interferometry tests 

·[ .; 

f: 
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A refinement of the crack opening interferometry 

method has been used to determine the crack opening dis-

placement. A schematical of the experimental arrangement 

is shown in Fig. 2. Coherent light from a He-Ne laser 

reflects from the upper and lower surfaces of the crack and 

forms an interference pattern analogous to a Newton's ring 

pattern. This is recorded photographically by means of a 

standard 35 mm camera. An example of a crack opening 

interfere nce pattern is shown in Fig. 3(a). The crack open

ing displacement of Eq. (3) should properly be written as 

(4) 

where Kp(z) is the SIF due to the applied load P and KR is 

the SIF due to the residual stress field in the specimen. 

Although every effort has been made, it is generally im

possible to eliminate completely the residual stress field. 

Therefore, it is necessary to cancel out the effect in the 

measurement process. This is accomplished by making crack 

opening interferometry (COI) measurements at two different 

loading states P and P' = P + 6P. A double exposure is 

made of the two COI fringe patterns. This results in a 

Hoiré pattern of the two COI fringe patterns. The pre-

dominate Hoiré will be the subtractive pattern. This is 

shown in Fig. 3. COI fringe patterns (a) and (b) corres

pond to loading states P and P'. Each dark fringe 

corresponds to the locus of points along which the crack 

opening displacement is: 

(5) 

when n is an integer and À is the wavelength of light, 

0.6328~1-1 for these experiments. The corresponding rela

tionships for the stress intensity factor are: for the 

first exposure 

(6) 
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Fig. 3. Noiré of crack-opening interferometry 

(a) (b) 

COI of load p · COI of load P' 

and for the second exposure 

lly "'[Kp' (z) + KR(z)J fi 

(c) 

Hoiré of loads 
P and P' 

(7) 

Since it is a linear problem and the Moiré fringes corres

pond to the subtractive pattern, each half-tone Moiré 

fringe in Fig. 3(c) is the locus of point having the dis

placement 

lllly lly-lly "'[Kp(z)-Kp' (z)J Ir= Kllp(z)ir (8) 

Note that the SIF due to the residual stress is constant 

and hence has been eliminated by this method. 

3. Description of Experiment Technique and Results 

The ASTM compact tension specimen was used in this 

study. This specimen, shown in Fig. 4, is widely used to 

determine the plane strain fracture toughness of materials, 

hence it is assumed to have negligible variation of the 

,. 
t 
\• 



19 

0.25 W OIAMETER 

ENVELOPE OF STARTER 
NOTCH PLUS CRACK 

Fig. 4. ASTM compact tension specimen 

SIF from the plane strain value throughout its thickness. 

For this study, PMMA was used which has a yield stress of 

9000 psi and a fracture toughness of 1000 psilln. This is 

obviously a brittle material that exhibits a small amount of 

plasticity and therefore ideal for modeling brittle fracture 

mechanics. Cracks with various radii of curvature were 

grown. A circle of radius R defined by the crack lengths 

at the two surfaces and at the centerline was used to des-

cribe each crack. The average of these crack lengths, a, 

normalized by the specimen· length, W, is the only other 

parameter necessary to define the geometry. ASTM [12] re

quires that valid specimens should have 0.45~a/w~o.ss. 

This was the case for most specimens tested with a/W=O.SO 

the most prevalent value. 

The fringe order, which by Eq. (5) is proportional 

to the crack opening displacement, is plotted versus its 

location. As shown in Fig. 5, for a crack which has a 

curvature parameter R/ \v of 0.90, the experimental data fits 
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nicely to the form of Eq. (8). The slope of these 

straight !ines on the log-log plot is 0.5 and the intercept 

gives the value of the SIF. It will be noted from this 

figure that the SIF at the surface is greater than that at 

the center. Figure 6 shows similar data for a much 

straighter crack. In this case, the slopes are no longer 

e qual and the SIF is greater in the center than at the sur

face. 

The value of the SIF was determined by using a least

squares method to determine the best fit of the data 

points. For each test, the variation in the SIF, defined 

as 

oK 
K -K C surface 

Kc 
(9) 

was determined. 

These data are plotted versus the crack curvature in 

Fig. 7. It will be noted that for "straight" cracks, oK 

20 
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is positive, hence the SIF at the center is greater than at 

the surface. For very curved cracks, the inverse is true; 

the refo r e if a straight crack began to propagate, it will 

tend to "tunnel" until a specific curvature has been 

atta ined , after which time it will propagate in a stable 

manner. 

The specific va riation through the thickness of the 

SIP is shown in Fig . 8. This shows the different charac-

ter of the "straight" (this implies a radius of curvature 

greater than the stable value) and curved cracks. Of 

perhaps more interest is the variation of the crack tip 

s tress singul a rity throughout the thickness as shown in 

Fig . 9. For the curved crack, the value is 0.5 as pre

dic t ed by Eq . (8); howeve r for the "straight" crack, the 

va lue i s the expected value of 0.5 except for a boundary 

l ayer region near the surface. The crack opening func

tional exponent increases to 0.6, which in turn implies a 

weaker stress singularity. Therefore, for a straight 

c rack not only is the SIF greater in the center but also 

the strength of the singularity is greater, hence the 

"tunneling" effect is even more pronounced. 

4. Conclusion 

In Fig. 7 the limit of curvature which ASTM allows 

for a valid t e st is indicated. The quantity to be deter-

mined by this test is the plane strain fracture toughness. 

Hence the óK should be zero. These data show that as the 

test proceeds, the curvature will approach the proper reg

ion in the absence of r e sidual stress. Also, Fig. 8 

shows that the variation of SIF from the surface to the 

center will be greater than 10%. These results are 

valid in the absence of residual stress. When residual 

stresses exist, then from reference [9], one would expect 

a uniform SIF for a natural crack. 

These data also show that the stress singularity 

f o r a straight crack, n e ar the surface is not 0.5, but a 

va lue somewhat less and dependent upon the curvature, 

until a critical value has been reache d; after this 
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curvature has been attained, the singularity remains con

stant throughou t the spec ime n thickness. Further, when 

surface deformat i o n s a r e use d to predict the o verall SIF, 

variation of ovc r ±10% may be expected depending upon crack 

curvaturc. Thc fina l shape of stable crack propagation is 

high l y dcpendunt upon the r es idual s tres s field. In prin-

ciple, it wou l d be poss ible to determine the unknown r e si

dua l stress fie ld by observing the c r ac k front curvature . 
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FOURNEY, MICHAEL E. 

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF THE EFFECT 

OF CRACK FRONT CURVATURE IN AN ASTM 

Cüt·IPACT TENSION SPECIMEN 

Summary 

Experimental measurements of crack opening displace
ment by two new optical techniques, scattered light speckle 
inte rferometry and Moiré of crack opening interferometry, 
have been used to determine the variation of the stress in
tensity factor along the crack front. ASTM compact tension 
specime ns of PMMA with cracks of varying curvature were 
tested. This study shows that a straight through crack in 
Mode I propagation is unstable. Variations of the stress 
intensity factor, and the strength of the crack tip stress 
singularity will cause the crack to propagate with a speci
fic curvature. This curvature is a function of geometry, 
the material properties and the residual stress field. 

DETERMINAÇAO EXPERIMENTAL DO EFEITO DA 

CURVATURA DE FRENTE DE FISSURA EM UM 

ESPÉCIMEM Cü!,IPACTO DE TENSÃO ASTM 

Sumário 

Medidas experimentais dos deslocamentos na abertura 
de uma fissura através de duas novas técnicas, interfero
metria de luz espalhada e interferometria de abertura de 
fissura de Moiré, foram usadas na determinação da variação 
do fator de intensidade de tensão ao longo da frente da 
fissura. Espécimens compactos de tensão ASTM de P~1A 
(Polymethyl Methacrylate) foram testados com fissuras de 
curvatura variàvel. Este estudo mostra que uma fissura 
reta é instável no Modo I de propagação. Variações do 
fator de intensidade de tensão na ponta da fissura 
acarretam a propagação da fissura com uma curvatura 
específica. Esta curvatura é função da geometria, das 
propriedades do material e do campo de tensão residual. 

I 
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1. Introdução 

Vários trabalhos tem sico desenvolvidos a respeito 
. das deformações de colunas de parede fina, com o intuito de 

se determinar exatamente o comportamento destas estruturas 
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sob carga. Gorbatov & Valenta [1] apresentam um estudo teó

rico geral baseado na teoria da membrana, que é praticamen

te o ponto de partida para muitos dos trabalhos. Consideram 

que as paredes da estrutura podem se comportar como membra

nas, desde que se considerem regiões afastadas da zona de~ 

plicação da carga, e estabelecem fórmulas de equilÍbrio e 

fluxo de tensões. 

Dreyer [2], por sua vez, apresenta uma análise teóri

ca, através de fÓrmulas simples, das deformações à flexão e 

torção para casos tÍpicos de carregamento em colunas de fr~ 

sadoras mandriladoras. Realizou paralelamente ensaios práti 

cos, que confirmaram com boa aproximação o cálculo teórico. 

Kamynskaya, Levina & Reshetov [31, baseados em longo 

trabalho experimental, propõem também fórmulas para a dete! 

minação das deformações para cargas de torção, considerando 

um caso de carregamento idêntico ao utilizado por Dreyer. A 

aproximação em relação aos casos práticos, obviamente,deve

rá ser melhor do que a obtida por Dreyer, já que as fÓrmu

las são adaptadas ao caso prático, onde além da rigidez de 

membrana, as paredes são dotadas de rigidez flexional. 

Mais modernamente, com o desenvolvimento e facilida

des das técnicas digitais, tem sido empregado o método de 

elementos finitos para a análise de colunas. Neste sendito 

cabe citar o trabalho de Hinduja & Cowley [4], onde além do 

desenvolvimento do método computacional, é analisado o co~ 

portamento da estrutura sob duas formas: considerando e de~ 

prezando a rigide2 flexional das paredes. Tomando as dimen

sões das colunas testadas por Dreyer, eles aplicam o método 

dos elementos finitos (com elementos retangulares), obtendo 

boa aproximação em relação aos valores de Dreyer (sem rigi 

dez flexional) e com os resultados de Kamynskaya, Levina & 
Reshetov (considerando a rigidez flexional). 

~ claro que as diferentes teorias l evarão a diferen

tes resultados. O objetivo principal deste trabalho é a de

terminação das deformações por método experimental e a c om

paração destes valores com os valores teóricos estabeleci

dos, para vários tipos de colunas e dois tipos de cargas: 

flexão e torção. 
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Muitas indicações de procedimentos foram tomadas a 

partir de trabalhos semelhantes [6, 7] que tamb~m utiliza
ram m~todos experimentais. 

2. Cálculo teórico das deformações 

O cálculo teórico das deformações foi feito 

dos m~todos anteriormente citados. 

atrav~s 

Da mesma forma que Dreyer, partiu-se de simplifica-

ções obtendo-se os valores das deformações para dois casos 

de carregamento, flexão e torção, mostrados respectivamente 

nas figuras 1 (a) e 1 (b). 

(a) (b) 

Fig. 1 - Formas de carregamento utilizadas por Dreyer. 

Os valores obtidos, representam as deformações m~dias na se 

çao carregada. 

Segundo Kamynskaya, Levina & Reshetov foram obtidos 

valores de deformação para cargas de torção, usando o mesmo 

esquema de carregamento utilizado por Dreyer (Fig. l(a)) ,p_Q 

dendo as deformações, neste caso, ser calculadas para qual

quer seção. Os valores determinados, como no caso anterior, 

representam as deformações m~dias na seção. 

Finalmente, utilizou-se o método dos elementos fini-

tos para o cálculo das deformações, atrav~s do sistema 



30 

PROASE Is!, dividindo-se cada coluna em elementos retangul~ 

res, e simulando-se as guias através de elementos tipo vi

ga. Para todos os casos de flexão, foi considerada a sime

tria do plano XZ, analisando-se com isto apenas me ia estru

tura. Para os casos de torção a antissimetria em relaç ão a 

XZ só é válida para os modelos com guias, devido à form a de 

carregamento. 

3 . Ensaios experimentais com.modelos de colunas 

Foi planejada e executada um a série de test es para a 

obtenção de dados e resultados experimentais [6]. 

3.1 -Modelo s 

Foram construídos para os testes oito diferentes ti

pos de modelos, com dua s formas de seção: retangular e qua

drada. 

As formas e dimensõ e s correspondem ap roximadament e às 

que ocorrem com fr equência em colunas de máq uina s -ferramen

ta. Os modelos foram fabricados a partir de chapa de aço, 

com espessura médi a de 2,38 mm, para a qual se Jcterminou ~ 

través de t este s, as carac terísticas de elasticidade. Os va 
-4 2 lares correspondent e s obtidos foram: E; 1,988.10 kgf/mm 

e ~ ; 0,25, para o módulo de elasticidade longitudinal e o 

coeficiente de Poisson, respectivamente. 

Todos os mod e los foram construÍdos com um a altura L ; 

600 mm. Possuem para as dimensões da seção transversal, to

madas sobre a linha média, os seguintes valores : 

modelos de seção retangular: b; 97,38 mm , h; 197,38 mm 

modelos de seção quadrada: b; 97,38 mm , h; 97,38 mm. 

Para cada forma de seção, foram construídos quatro mo 

delos: 

a) modelo simples com solda contínua (semelhante aos te s ta

dos por Dreyer) 

b) modelo simples com solda segmentada (35 mm solda - 35 mm 

espaçamento) 

c) modelo com guias com solda contínua 

d) modelo com guias com solda segmentada (idem b)). 

Os modelos com guias foram construídos de modo a simu 

I 
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lar melhor a aplicação de carga em uma coluna real de máqui 

na-ferramenta. Possuem em uma de suas faces um par de guias 

representadas por perfis tipo cantoneira de abas iguais. A 

espessura média das abas destas cantoneiras é de 6,14 mm,v~ 

lor estabelecido a partir da relação aproximada 2,5, que é 

utilizada entre a parede e a correspondente guias em máqui

nas-ferramenta. A largura da aba foi fixada em 20 mm, e ob 

tida através de usinagem de perfil comercial (l"xl"xl/4"). 

A soldagem destes e lementos para a confecção dos mod~ 

los foi feita com o auxÍlio de moldes de posicionamento, p~ 

ra que se pudesse obter boa precisão dimensional 

Foi utilizado o processo TIG para a união das paredes 

e das guias , e solda convencional com eletrodo revestido p~ 

ra soldagem dos modelos sobre as bases. Cada modelo possui 

uma base de chapa 1", através da qual o mesmo pode ser par~ 

fusado sobre a mesa de carga, simulando um engaste. 

Na figura 2 pode-se ver o aspecto final do modelo pa

ra seçao quadrada e retangular - modelo simples. 
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modelos. 

3.2- Carregamentos 

Para sujeitar cada um dos 

modelos ao carregamento, foram 

construídos dispositivos de ma

neira que: 

- as cargas de flexão entrassem 

na estrutura através de duas car 

gas iguais de mesmo sentido, e

quidistantes do eixo X de sime 

tria da seção. 

- as cargas de torção (momentos) 

entrassem na estrutura através 

de duas cargas iguais e de senti 

do contrário, equidistantes do 

eixo X de simetria da seção. 

- os pontos de contato entre o dispositivo de aplicação de 

carga e a estrutura fossem, tanto quanto possível,pontuais. 

Conforme o caso, estes cantatas foram feitos através de pa-

rafusos de ponta cônica ou esferas. 
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Satisfeitas estas premissas, foram obtidos os esquemas 

de carregamento mostrados nas figuras 3 e 4 para cada tipo 

de modelo testado em flexão ((a) e (b)) e em torção ((c) e 

d)). 

A aplicação das cargas íoi conseguida através de pe

sos aferidos, transmitindo-se a carga ao modelo através de 

cabos. 

.~r§ ·W ·1il ·1$ 
P/2 FY2 p p 

(b) (c) (d) (a) 

Fig. 3 - Esquemas de carregamentos - seção quadrada. 

P/2 x P/2 • 
' 

p. . 
I I ' I -l 

i 
y -+ + - +- v -+-- -,-----+ v -+ +tv-+1 ft- .cj 

t 
lJ [!_ 

p 

P/2 P/2 p p 
(a) (b) (c) ( d) 

Fig. 4 - Esquemas de carregamento - seção retangular. 

No caso da flexão foram aplicadas cargas de lO até 60 

kgf. para todos os modelos, com intervalos de 10 kgf entre 

uma carga e outra. 

As cargas de torção dependem do braço de alavanca(b") 

(fig. 5) do dispositivo de aplicação de carga. Os valores 

das cargas P efetivamente aplicadas sobre os modelos, são 

mostrados na tabela 1. 

A distância entre os pontos de aplicação de carga, s~ 

bre o eixo y. para todos os modelos é b' = 80, já que a 

transmissão de carga pontual na aresta de união entre duas 

paredes vizinhas é impossível na prática. 

Para a execução dos ensaios foi construída uma estru

tura que permitisse testar todos os modelos. Esta estrutura ' r 
I 
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Valor de p I kgfJ p = P1b"/b' 

Valor do Mod. seçao qu2_ Mod. seção r e- Mod. de seção 

peso dr ada s/ guias tangular sem quadrada e re-

aplicado b" = 532,50 mm guias tangular com 

JlçgfJ b'·' = 739,40 mm guias 

2P 1 
b" = 540,00 mm 

10 33,28 46,21 33,75 

20 66,56 92,42 67,50 

30 99,84 138,64 101,25 

40 133,12 184,85 135,00 

50 166,41 231,00 168,75 

Tab. 1 - Valores das cargas de torção. 

Fig. 5 - Sistema de carregamento para flexão e torção. 
(1) - mesa base de carregamento, (2) - colunas da estrutura, 

(3) - elementos de interligaçio das colunas, (4) -modelo, 

(5) - base do modelo, (6) - dispositivo de aplicação da car 

ga, (7)- roldanas, (8)- cab«> de transmissão da carga. 
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foi subdividida em duas sub-estruturas independentes: a de 

carregamento e a de medição. 

A primeira suporta todo o sistema de aplicação de caE 

gas, inclusive o modelo. A segunda suporta apenas o sistema 

de leitura. A separação se fez para impedir que as possí

veis deformações do sistema de carregamento viessem a prej~ 

dicar as med ições. Na figura 5 pode-se observar os sistemas 

de carregamento preparados para as cargas de flexão e tor

ção, respectivamente. 

3.3 - Sistema de medição 

Para a de terminação das deformações foi utilizado um 

conjunto de dez transdutores eletroindutivos (comparadores), 

acoplados a um aparelho de amplificação e leitura e monta

dos em suporte especial, fixado sobre a mesa de medição. 

Mais doi s transdutores auxiliares foram usados para 

a determinação dos po ss íve is deslocamentos r e lativos entre 

o sistema de carga e o sistema de medição. O es quema simpl~ 

ficado da ligação·~ mostrado na figura 6. 

U,ft9QUTORES 
- · -·- - --------. 

SUPORTE 
DOS 
TRANSDUTORES 

-~j.Q __ 

c=J 0)\0 o o 0 o 
ó c:;;::) I~ 
o 

o• oj o•o jo •ojo • ojo•o 
o• o o•o o•o o •o o•o 

APARELHO OE AMPUF. E LEITURA 
• TESAMOOUL· 

Fig. 6 - Esquema de medição. 

Todos os valores obtidos para a s deformações em um c~ 

elo de c a rregamento foram tomados das m~dias entre os valo

res para carga e de s carga. Os ciclos de carregamento foram 
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repetidos tantas vezes quantas ne cess ária s para que a dis

pers ão da média dos valores não ultrapassasse o máximo erro 

percentual indicado para o equipamento. O equipamento foi 

previament e aferido . 

4. Resultados 

Devido ao grande volume, reproduzem-se aqui soment e 

parte dos resu ltados . Para isto considera-se,sobre cada mo

delo, um ponto análogo A, isto é, um ponto em posição rela

tiva idênti ca em relação a um dos vért i ces da seçao. 

Sobre todos os modelos tomou-se o ponto A (h/2, 40 

mm), como mostrado na figura 7(a), a uma altura z = 580 mm, 

fig. 7(b). 

y 

(a) 

o 
CD 
10 

(b) 

Fig. 7 - Posição do ponto A 

xao, ap resentam- se prÓximos 

Os deslocamentos do 

ponto A segundo o eixo x, em 

cada um do s modelos, para os 

má ximos valores de carga a

plicados, são encontrados na 

tabela 2 . 

Cabe sa l ientar que os 

resultados 1) e 2) sao va lo -

res médios para os desloca-

mentes das paredes par a lelas 

a x. Já 3) e 4) sao os va l o-

res de deslocamento do ponto 

especÍfico. Os valores teó

ricos das deformações à fle-

aos valores determin a 

dos, e isso para todos os.modelos. Na t orção verificaram- se 

grand es di fe renças em relaç ão aos valores teóri cos. 

Dos testes de torção, os re l ativos aos modelos retan

gulares sem guias foram os que apresentaram maiores proble

mas de repetibilidade. Foram efetuadas algumas corre ções e 

modif icações no dispositivo de aplicação de carga, contudo 

s em mu i to suce ss o . Os modelos quadrados sem guias, apesar 

de boa repetibilidade , não apresentaram linearidade da rela 

ção carga-deformação para os pontos medidos, ex ce to em ní

ve is mais baixos de carga (19 e 29). Os demais modelos tes-
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tado s à t o r ç ão ( c om gui a s) apre s ent a ram boa con s ist ência , ~ 
das deformações (anti s s i metria) e boa repeti b i l idade dos r~ 

s ult a dos . \ i 

Va l ore s dos de slocamentos ~m ( em x) ., 

Mo de lo l ) Dr ey er Z) Kamyns - 3)E l . fini 4)Ex pe rime!lc 

i 2 I kaya 13/ t os /6/ tal I 6/ 

QO C -11'> 6 , 09 - -171 , 17 -1 83 ,17 

QOS -1 86,40 
o 

ROC - 37 , 08 '"' - 34 , 76 - -45,15 X 
(\) RO S - 38, 56 .-< 
u.. 

QlC - 72 , 23 - - -71,42 
f-_jliS - 75,03 

Rl C - 16 ,7 8 -1 6 , 98 - -
RI S -14 ,1 3 

QO C - 20 36 , 82 -3 42 , 26 - 318,65 -158,90 

QOS - 13 3, 50 

ROC -4 78, 92 -2 80 , 20 - 442,8 0 - 2,03 
o 

'"' ROS - 4,34 
'-"' 
h 

Q1C - 248 ,90 o - - -110, 73 E--
QlS - 26 7,0 5 

RlC - - - 61,3 5 - 151,3 7 

RlS - 14 5 ,44 

Cód i gos: Q - seção quadra da o - sem gui as 

R - s eç ão retangular l - c om gu ia s 

c - c ordão contí nuo 

s - cordã o s e gment a do 

Ta b. 2 - De sl ocamentos do ponto A. 

Pa r a se t e r uma idé i a qual i tat i va das deformaçõ e s a-

p r e s en t a - se, na figur a 8 , a geometri a da s seçõ es deform a -

da s , em compar ação com os res ultados obtidos por e lement os 

f init os. Es t ã o repre s ent a das somente a s seções d e form adas 

dos mode l os de so ld a contínua, já qu e os res ultados sã o s i -

mila re s p ara os c or r e s pond entes de s o l d a s egment ad a . 

Co nc lusõ e s 
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c)QOC-Torçõo 

y I 

/ 

_,-''\ 
~~ \I\, 

/ --- \,I I 
j ,' l / 

I 
/. I 

I j 

I 

I 

/ 
/ 

- - ...J 

lllROC-Torçõo 

EXPERIMENTAL 

d)QIC- Torçllo 

\ _,. 
~- h) RI C- Torçifo 

Fig. 8 - Aspectos das seçoes deformadas. 

pl es, fo rnec es s e dados ambiciosos para o desenvolvimento de 

novas teorias. Os resultados obtidos corroboram esta afir

maçao. Normalmente deve-se partir de um conhecimento prévio 

do fenômeno, pelo menos na sua forma mais rudimentar.A con~ 

tru ção dos modelos e estruturas adequadas à mont agem do si~ 

tema são os pontos mais importantes a serem consi de rados. 

Possíveis erros sistemáticos d everão ser det e rminados 

em t estes preliminares. No caso dos testes de fle xão, por~ 

xemplo, foram detetados deslocamentos da mesa de carga, que 

foram levado s em consideração para a correção dos resulta

dos. Na torção, o valor destes desloc amentos é mÍnimo, nao 

sendo significante levá-los em conside ração para correção. 

Dever-se-ia procurar, especialmente para testes de c~ 

ráter quantitativo, submeter ao mesmo experimento vários 

espécimes idênticos, afim de obter resultados altamente con 

fiáveis . O t este de um Único espécime não pode ser conside-
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rado como conclusivo, uma vez que um possível erro na sua 

prÓpria construção poderá alterar completamente os resulta

dos. Nesta pesquisa trabalhou-se com um espécime de cada m~ 

delo apenas. 

Em suma, procurou-se estabelecer e esclarecer procedi 

mentos e problemas que surgem em testes experimentais, ten

tando-se das uma contribuição ao desenvolvimento da técnica 

de modelos aplicada a estruturas. 
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MARQUES, E.R.C. e KOZEL, J. 

UM MÉTODO DE ENSAIO DE MODELOS MECÂNICOS 

(COLUNAS DE PAREDE FINA) 

Sumi rio 

É apresentado um método de execução de testes de to~ 
ção e flexão em estruturas tipo coluna de parede fina, para 
determinação dos valores das deformações sob carga. 

Descreve-se a construção dos modelos, formas de apli
cação de carga e o sistema de medição utilizado. 

Comparam-se os valores determinados experimentalmente 
com os valores obtidos atravé$ das teorias que tratam o fe
nômeno e especialmente com o método de elementos finitos 
mostrando-se as formas resultantes das seçôes transversais 
deformadas. 

TEST METHODS IN MECHANICAL MODELS 

(Thin walled columns) 

Summary 

A method is presented for the execution for torsion 
and bending tests to determine the deformation behaviour of 
thin walled columns. 

The construction of models, methods of load applica
tion, and the measuring system are described. 

Comparison is made between experimentally and theore
tically obtained results, and specially with those of the 
finite element method,showing the resulting shape of defor
med cross sections. 
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1. Introdução 

Este trabalho descreve a formulação básica do proces

so num ér i co computacional e programa codificado em FORTRAN 

utilizados para det erminar centro de cisalhamento, constan

te t orciona l , constante de emp enamento e constantes p ar a ex 

pressões da função empenamento, momento setorial de primei

ra espécie e fluxo de t ensões ci s alhant es devido à f lexã o 

em se cç ões fechadas ou aber t as, de paredes delgadas . 
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As secções abertas são modeladas por um numero 

trãrio de pontos interconectados por elementos 

e/ou circulares individualizados pela ordem de seus 

tos origem e término. Os pontos origem e término 

lemento são tomados sobre a linha média da secção 

sal. 

Alguns resultados obtidos foram comparados com o que 

se encontra nas refer~ncias [3, s·, 6]. 

2. Configuração 2eomêtrica do iésimo elemento 

A configuração geométrica do iésimo elemento é esque

matizada na figura 1 onde Ai e Bi são os pontos origem e 

término, respectivamente; C! centróide do elemento; M. pon-
1 l 

to médio entre Ai e Bi; Di centro de curvatura do elemento; 

C centróide da secção e S centro de cisalhamento. Os eixos 

principais de inércia são representados por n , ~ . 
p p 

r -~ 
B; 

(o) {/ 
•s 

:/ 
i 

(I)) 

I 
'N / • xj 

k y~ p 
c "!). 

L ___ 'c· 
-·····"1... ·--. j"'A; 

o • 

D; 

~ "!).p r ~A .. ·)_\ -
~\~_:/ · 

o 

Fig. 1 - elementos: (a) retilíneo, (b) cir cular. 

Os dados para o programa são as coordenadas de 

B. e, adicionalmente, R. em elementos circulares. 
l 1 

o 
A. e 

1 

sinal 

de R. é adotado de acordo com a rotação em torno 
l 

de D. 
l 

c o-
mo polo. 
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3. Secções abertas 

O fluxo de cisalhamento [1} devido à flexão (sem tor

ção) no iésimo e lemento é 

qoi qai + kti(-V~(I~ J:i ~ dsi- ln ~ J:i n dsi) -

- vn (In J:i n dsi - In~ J:i ~ dsi)) (1) 

onde qa . ; qa~- V ~ + qa . V e o f luxo de cisalhamento na 
1 , 1 , n1 n 2 -1 

origem Ai do iésimo elemento, k (ln I ~ - ln~) , Vn e V~ 

componentes cis a lhantes r e sultantes e ln, I~ , ln ~ momentos 
de inércia de área. 

Considerando a configuração geométrica utili zada, a 

equação (1) pode ser escrita na forma 

(s./jR . j) + 
1 1 

+ Q2n 1. s? + Q3 . sen (s./jR. j) + Q4 . (1 - co~ (s . /jR. j))) 1 n1 1 1 n1 1 1 

... ( 2) 

As constantes em ( 2) estão indicadas no apêndice e 

são determinadas pa r a cada elemento e listadas pe lo comput~ 
dor. 

O centro de cisalhamento S(xsa' y
5

a) é dete rminado so 
mando os momentos das for ç as cisalhantes nos n elementos,em 

relação a C. 

A constante torc i onal [z] pode ser calculada, aproxi

madament e por 

J (l: b . t~) /3 
l l 

(3) 

A const ante de empenamento (warping constant), usual
mente, é definida como [1, 3, 4] 

r ; L(f: i (Dt - ws 1)
2 

ti dsi i l, n (4) 
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Dt 
f

b· 
(1: ~ Ws. t. ds.)/Ar o ~ ~ ~ 

i 1 , n 

J

S· 
Ws. = Wa . + ~ rs. ds. 

1 1 o l ~ 
l, n i 

Wa. é o valor de Ws. na origem do iésimo elemento e Ar 
~ ~ 

rea da secção transversal. A equação (6), em função da 

figuração da fig. 1 , pode ser escrita como 

Wsi Wa. + Wl.s . + W2. sen(s./!R.!)+ W3.(1-cos(s./!R.!)) 
1 11 l ~ ~ l l l 

... ( 7) 

Ws. é denominado por a lguns autores r4, sj de "função 
l -

empenamento", entretanto, a função empenamento adotada nes-
te trabalho está indicada no apêndice e é importante no câl 
culo de tensões normais [1, 3]. 

Para secções constitufdas de elementos retilfneos que 

t êm um ponto em comum (fig. 2), a constante de empenamento 
vale [3, 5] 

(8) r 
J
bi 3 2 

( ~ t. rN. ds.)/12 o 1 1 ~ 
i = 1, n 

o 

Fig. 2 

O cálculo do fluxo de cisalhamento, na torção não uni 

forme, envolve o conhecimento de 

J
si 

Qwsi = Qwsai + 
0 

(Di - Wsi)ti dsi (9) 
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denominado "momento setorial de primeira espécie" em rela

ção à origem s = o (origem do primeiro elemento) (3, 4] .Nov~ 

mente, de acordo com a configuração geomitrica, esta equa

ção pode ser escrita como segue 

2 s. + 
1 

cujos coeficientes(V.ap~ndi ce)sã o listados pelo computador. 

Para est abe lecer o sentido origem-término de cada ele 

mento, sabe-se que o fluxo de tensões cisalhantes é zero 

nas faces livres . Ass im,a utili zação de (2,10) reque r que se 

considere fac es livres como origem dos elementos que a pos

suem e o sentido origem-término deve ser tal que cada no 

(ponto de inc idência dos elementos ) possa ser designado CQ 

mo origem de um só elemento (fig. 3a). Para os outros ele

mentos a ele lig ados, será um término. 

4 

(7 9 9 

~ 

(8) 

8 

Fig. 3 - (a) orientação do s elementos para o cálculo de 

grandezas ligadas a qoi a (b) ao empenamento. 

A quantidad e Wsi aumenta à medida que s au-

menta e, somente, na extremidade livre escolhida corno ori

gem das coordenadas s, é nula . Logo, a orientação da fi-

gura 3a não se aplica. Para usar a equaçao (7) é 
necessário que os sentidos origem-tirrnino dos elementos se

jam estabelecidos de tal forma que cada nó seja término de 

somente um elemento. Em todos os outros elementos a ele li

gados, será urna origem (fig. 3b). 



46 

4. Secções fechadas 

O fluxo de tensões cisalhantes num elemento i de uma 

secção fechada (ausência de torção) é 

qi = qoi + qri (11) 

onde qo. é dado por (2), considerando a secção aberta e qr. 
l l 

é a soma algébrica dos fluxos de tensões cisalhantes redu!_! 

dantes requeridos. Os fluxos de tensões cisalhantes redun-

dantes q., q
2

, • •• • , q t são obtidos da relação 
1 nc 

~ qo ds/Gt + q. ~ ds/Gt - l:qk r ds/Gt rj J rj J j, k 
o (1 Z) 

onde j = l, nct; k = 1, ncc.; nct é o número de cavidades 
- J -tubulares da secçao e ncc. o numero de cavidades adjacentes 

J 
à cavidade j. 

Somando momentos em relação a C, obtém-se as coordena 

das do centro de cisalhamento na forma 

X = X + nn. qi;j j = 1, nct (13) sf sa J 

Ysf = Ysa - ZHl. qnj j = k, nct (14) 
J 

onde q. = q . V + qi;. Vi; e Q. ê a área encerrada pela li 
J ll J ll J J 

nha média das paredes de cada cavidade tubular j. 

As constantes torcional e de empenamento e as cons

tantes das expressões da função empenamento, momento seto

rial de primeira espécie e fluxo de cisalhamento devido à 

flexão [1, 3, 7], são determinadas modelando a secção de mo 

do análogo às secções abertas. 

5. Resultados e comparaçoes 

Nas figuras 4 e 5 são mostrados alguns exemplos de 

secções modeladas por nós e elementos de espessura constan

te. Os resultados da figura 4 podem ser comparados com as 

referências [s, 6] e os ela figura 5 com a referência 1.3 ] 

6. Conclusões 

Utilizou-se um programa codificado em FORTRAN com a 
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,...---- 12" 
l.J: lO 9 8 7 K) 9 7 

·~ 
'!<; (4) (5) (6 (8) (3) 

.2' 
lx 

2' 
(3) 7) (2) 

L . (I) (2) (8) (9) (I) 7) 

___ j 123 45 6 I 2 3 

(o) 

·lL~ 
(4 4 (3) 3 ) 

5 I) 

~ . 1~· (5 

~ 

~9325' 
lO 

6 6 9 9) 
(b) (6) (6) 7 (7) 8 8) 

\ 

Ar X c Yc ltt lt lllt Xs Ys J r 
(o) 7.37499 2.09491 0 .0000 84.86 45 97 0 .00 -153306 0.0000 017466 336 .06 

(b) 2.70299 5.93249 084218 4.02 56 . 20 0.00 5.93249 1.41730 001642 III . 76 

Fig. 4 - Exemplos <de secções abertas. 

--i 

(6) 7 5 (3) 6 (6) 7 

(4E- R=+2" t) 
. 

(I) I 4 (5) 32 (I) 

Ar I xc I Yc lyt I 1\ I I'll Xs Ys Jtub. 
(o) 6 5038512 0000j4. 7322~ 116.041 22.331 -Q.30 2.1858~ L 16245 37 55 

(b) 1007999ji2.0000I38.1078El 6184.22llo36.ao 1 o. o o 120000 38.22936 2614 .30 
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formulação apresentada e os valores obtidos para as coorde

nadas do centro de cisalhamento, centrÓide, moMentos de i

nércia, assim como constantes torcionais e de empenamento , 

apresentaram excelente acuidade com os valores encontrados 

na literatura. O programa, sendo geral, possibilita a obte~ 

ção dessas constantes para qualquer tipo de secção transve! 
sal de paredes delgadas, fechada ou aberta, e é de grande 

valia em análise de estruturas aeroespaciais e navais. 
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Apêndice 

A1 - Constantes da equação (2) 

19) Em elementos retilÍneos 

Q1t:i 

QZu 

-kti(I E;, (yAi- Yc) - 1nE(xAi- xC)) 

-kt. (I~ sen •· - I ~ cos •. )/2 
l c, l ns l 
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Qlni - Kt i (ln (xAi - XC) - 1T14(yAi - Yc)) 

Q2T1i -Kti (IT1 c os <Pi - I 
n4 

sen <Pi)/2 

Q34i Q40 = Q\i = Q4 . = o n1 

29 ) Em elementos circulares 

Ql4i -Kti (I~(yDi - Yc) - In~(xDi- xC)) 

Q3b -Kt 1 1Ri i 2 CI~ sen <PJ.- rn 4 cos <Pj_) 

Q4b -Kti Ri I Ri I (I~ cos <Pj_ + In~ sen <Pj_) 

Q3 . 
';1 

-Kti (I n(xDi - xC) IT14(yDi - Yc)) 

2 
-Kti I Ri I (ln cos <P i_ - In~ sen <Pj_) 

Para determinar qani e qa~i' sabe-se que, nas ex tremidades 
livres, qa. é zero e no iésimo e lemento, é a soma dos flu-

1 

xos cisalhantes dos elementos que precedem o iésimo ele-

mento. 

A2 - Função empenamento 

WF. = WF a. + WFl.s.+WFZ.sen(s./IR.j)+WF3.(1-cos(s./IR.I)) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

WFa. = Dt - Wai; WFl . = -Wl. ; WFZ . = -W2i; WF3 . =-W3 . 
1 1 1 1 1 1 

P) Em elemento retilÍneo 

Wl. = (xAi - xs)sen <Pi - (y Ai - ys)cos <Pi ; wz. W3. o 1 1 1 

2 Q) Em elementos circulares 

WI 1 Ri; wz 1= R1 ((xDi - xs)cos <Pi_+ (yDi- y
5
)sen <Pj_) 

W3 1 JR 1 J(-(xDi- xs)sen <PJ.+ (yDi- ys)cos <Pj_) 

A3 - Constantes da equação (10) 

Qwsli = ti (Dt - Wa 1 - W3 1); Qws2 i 



50 

Qws3 . = -wz. IR. I t.; 
l l l l 

Qws4. = W3. IR. I t. 
l l l l 

Para determinar Wai sabe-se que o empenamento da Q 

rig em do iésimo elemento é o mesmo do término do elemento 
que o precede. 
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ALVES, D.B. e ANDERSSON, V. 

DETERMINAÇAO DO CENTRO DE CISALHAMENTO, CONSTANTE 

TORCIONAL E DE EMPENAMENTO EM SECÇOES DE PAREDES DELGADAS 

Sumário 

Foi descrita a formulação básica do processo numéri
co computacional e programa codificado em FORTRAN, a fim 
de determinar momentos de inércia de área, centróide, cen
tro de cisalhamento, constantes torcionais uniformes e não 
uniformes, constante de empenamento, constantes para ex
pressões da função empenamento, momento setorial de primei 
ra espécie e fluxo de tensões cisalhantes devido à flexão 
em secções de paredes delgadas, abertas ou fechadas. Al
guns resultados obtidos foram comparados com a formulação 
existente na literatura. 

DETERMINATION OF SHEAR CENTER, TORSIONAL 

AND WARPING CONSTANT IN THIN WALLED SECTIONS 

Summary 

A basic formulation for a numerical computational 
process and a FORTRAN program was developed to determinate 
areas moments of inertia, centroidal coordinates, shear 
center, uniform and nonuniform torsional constants , warping 
constant, and constants for warping function, first secto
rial moment, and bending shear flow in open or closed thin 
wall ed cross sections. Some results obtained was compared 
with the existing formulations in the literature. 
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1. Introduction 

The design of large pollution control systems includes in many 

instances rectangular duct work. The design and analysis of these ducts 

poses complex problems for the structural engineer. Of major interest 

is information related to the safety against any kind of catastrophic 

collapse of these structures. 
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At the present time, rectangular ducts are designed according to 

the elementary beam bending theory. ln overall bending, the axial 

are assumed to be carried by the roof and floor, and the transverse 

shears are carried by the sides or webs. The shear carrying capacity 

of the web will be examined in this paper. The shear carrying capacity 

of girder webs has been investigated by many researchers. Wagner [1) 

proposed the diagonal tension field theory and assumed that the web 

carried the shear load in pure diagonal tension. The pre-buckling 

shear capacity of the web was neglected. Modification of the original 

Wagner beam theory was introduced, when it became apparent that this 

theory was overly conservative for use in design. The development o"f 

a modified Wagner beam theory followed, which is widely used in the 

Aerospace lndustry [2). This theory is a serni-diagonal tension field 

theory and does not neglect the pre-buckling shear capacity of the web, 

but considers the total shear capacity to consist of the surn of the 

pre-buckling shear capacity and the shear capacity due to the serni

diagonal tension field forrned after buckling. To gain a better under

standing of this theory and to develop a de s ign method, the NACA 

developed the "NACA Method" [3), which is based on the modifi ed Wagner 

beam theory and extensive experimental data. These rnethods wi ll be 

outlined in a later section of the present paper. 

ln the general area of civil engineering structures, most of the 

work on shear capacity of girder webs seerns to be based on the work of 

Basler [4). Hoglund [5) has given a surnrnary of the available theories . 

Recently Selberg [6] has exarnined the shear capacity of girder 

webs and has rnade cornparisons of several exi sting theories and experi

mental data. He dernonstrates that the equations derived by Basler 

contain sorne arbitrary assurnptions, which should lead to erroneous 

results. The corrected theory of Selberg is shown to give a reduced 

carrying capacity of the web when cornpared to Basler's theory. 

The purpose of this paper is as follows: 

a) to point out that theories and experimental data on shear capacity 

of girder webs available in the literature can, with srnall modifi

cations, be applied to rectangular duct design, 

b) to modify sorne statements and definitions made in Ref. [6), 

c) to provide a rational design and analysis approach to estimating 

the shear capacity of webs in rectangular ducts and girders. 
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2. Basler ' s Method 

All methods to ca l culate the web shear capacity are based on the 

assumption that 

(1) 

i . e., the total shear capacity Vu consists of the capacity VT carried 

by shear and the capacity carried by diagonal tension, Vd. 

Equation (1) forros the basis of the modified Wagner beam theory 

[2] and the NACA Method [3] . Basler ' s theory [4] uses the sarne notion 

although the proportions of Vu assigned to VT and Vd differ. Basler 

proposes the following: 

The shear capacity is taken as the load at buck l ing 

v T bt T c 

and the diagonal tension capacity 

vd od tb 
1 

zh + .!.
2 

y 

where 

1r
2 E k 

( !. ) 
2 

T c 

y 

T = c E 

b 
a 

k 
5 

s 

12(1-/) 
a 

5 . 34 + 4/ 

is 

The diagonal tension stress in equation (3) is found from 

T 
y 

a 
_L 

13 

Upon substituting equa tions (2) to (6) into (1) one obtains 

T v T T 13 u u - c 
( 1 ~) T bt - -+ - ----T T T 

2h + ~2 y y y y 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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Equation (7) is called the "ultimate" shear capacity of the web. 

Note that these equations are written for shear paneis in which 

b >a (see Figure 1). 

Selberg [6] has pointed out some errors contained in equation (7). 

We would like to point out some additional inconsistencies. 

Ou r first point of cri ticism concerns the defini tion of "ul timate" 

load as given by equation (7). The definition of equation (1), which 

is generally accepted, states that the ·total carrying capacity consists 

of the shear carrying capacity at buckling, equation (2), plus the 

additional carrying capacity taken by diagonal tension, equation (3). 

Clearly, the diagonal tension stress, od' is related to the shear 

buckling stress, 'c' by the approximate uniaxial yield condition 

equation (6). Therefore equation (7) is really the yield load of the 

web, and is only the ultimate load for the special case of a rigid

plastic material. 

The second point in question concerns the usefulness of equation 

(7) in practical applications. Although the equation is of relatively 

simple form, it can only be verified by extensive experimental evidence. 

Of concern is the evaluation of the buckling stress Tc and the diagonal 

tension angle ~. Basler's formulation does not account for realistic 

boundary conditions which will influence Tc and ~. 

3. Selberg's Correction 

Selberg [6] has pointed out that Basler's equations contain some 

errors and has shown that the diagonal tension stress od is dependent 

on the diagonal tension angle ~. The corrected equations are 

od { 2 2 [3 ( 3 . 2 )2] }1/2 3 . 2 O - T - -
2 

Sln ~ - -
2 

T Slil ~ 
y c c (8} 

where 

tg~ =I ~2 + 1 y (9} 

The corrected "u1timate" load is given as 

v 
u 

1 
Od tb Z tg~ + TC tb (10} 



57 

Substituting (8) into (10) results in 

T 
u 

T 
y 

VU 1 TC 2 
-- = 13 {-2 tg<j>(l - (-0 ) (3 btT y y 

2 1/2 
(~ sin2<j>) ] 
2 

3 TC T 
sin2<j>] + ~} 2cr- a 

y y 

(11) 

Note that again Vu is really the load at first yield of the web, 

i. e., the "yield" load. 

To account for inelastic effects, when the shear buckling stress 

Tc in equation (4) exceeds the elastic limit, Selberg [6] suggests 

the substitution 

T 
c 

T 

T (l - y 
y 6.25TcE 

for practical applications. 

4. Modification of Boundary Conditions 

(12) 

ln practical duct design it is very difficult to specify the 

exact boundary conditions of the shear paneis. Equation (5) is given 

here for the simply supported case. The actual support conditions in 

a shear panei will most likely be intermediate between simply supported 

and clamped. ln addition the stiffness of the vertical stiffeners and 

the flanges will have some influence on the shear buckling load. The 

results obtained in Ref. [3] are directly applicable to thin webs in 

rectangular ducts and will be useful in connection with ultimate load 

calculations. The data developed in Ref. [3] is in part based on 

experiments and the following limitations are pointed out: 

a) the vertical stiffener leg. thickness should be 

t > 0.6t 
s 

b) the vertical stiffener spacing should be in the range 

a 
o.2~b<l 

c) the web thickness should be in the range 

(13) 

(14) 



200 < ~ < 1500 
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The criticai shear buck1ing stress is taken as 

T c 

,/E k 
s 

12(1-~h 

2 
!. ) c 
a 

where ks is defined by equation (5). 

(15) 

(16) 

The coefficient C is a correction factor to account for the actual 

boundary supports and is calculated from 

1 
C = Rb + 2 [Ra - ~] 

a 3 
~) , (C~ 1.0) (l 7) 

The restraint coefficients Ra and ~ are given in Figure 2. Equation 

(17) is written for panels a< b. If a > b the values of a and b should 

be interchanged in equations (16) and (17) andas subscripts. 

It is of practical interest to examine equa tion (17) briefly. As 

an example let a/b = 1, then for the assumption of simple supports C = 1 

and consequently Ra + ~ = 2. If one further assumes that Ra ; Rb then 

upon examining Figure 2, it is seen that the vertical stiffener legs 

should be at 1east as thick as the shear panei, i.e. t
5 

= tF = 1. 3t 

for single angle stiffeners. If one assumes full fixity, then C = 1.64 

and Ra + ~ = 3.2 8 and if Ra; ~· doubl e angles are necessary with 

t 5 = tF = 3t. Since ducts usually cannot be stiffened on the inside 

this case must be ruled out from practical considerations. ll'e conclude 

that the vertical stiffeners should consist of angles or channels with 

leg thickness at least that of the shect, in order to provide a simply 

supported panel edge condition. 

S . Modified ll'agner Theory 

ln this theory [2] it is assumed that 

a) the flanges have a certain arnount of shear strength, 

b) the web can carry some shear before it buckles, 

c) the web carries additional shear in its buckled configuration in 

diagonal tension. 

It is seen that these assumptions make equation (l) valid for 

this theor y; a sumrnary as applicable to duct design a nd ana l ys i s is 

~ .,. 
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given below. The shear load of the web, at the shear buckling stress, 

is given by equation (2), and Tc is calculated from equation (16). 

The diagonal tension angle ~ is obtained from 

. 2 
sm ~ ~ - d (18) 

where d depends on the stiffeners along the edges of the shear panel, 

i.e. 

+ _.E.!_ 
d = AU+AL 

at bt 
AS - ~+AL (19) 

To account for the flexibility of the flanges and the concentration of 

the diagonal tension stress near the vertical stiffeners, thus relieving 

the mid-section of the panel at the flanges, the correction factor R is. 

introduced. R is obtained from Figure 3 by using the parameter 

f 14 t 
1. 25 a sin~ b(I,. + I,) (20) 

Figure ~ shows the breakdown of the stress fields after the web has 

buckled. The average shear load at first yield in the web is given by 

T v T o T 
~ = ___ u_ = ~ + ( _[ - ~ ) R sin~ cos~ (21) T T bt T T T y y y y y 

and the average shear load at the true ultimate stress in the web is 

T* v* T o* T 
~ = ___ u_ = ~ + ( ~ - ~ ) R sin~ cos~ (22) 
T T bt T T T y y y y y 

The equations of this section have the advantage of accounting for 

realistic boundary conditions and in addition are based on extensive 

experimental evidence. Therefore, for practical analyses of rectangu

lar ducts, the equations are quite simple to apply. 

To illustrate the influence of the boundary conditions on the 

first yield load of the web, equations (18) to (20) are examined. If 
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a rectangular duct is designed with large corner stiffeners, assuming 

typical vertical stiffeners, then R will be large, say O. 7, and the 

diagonal tension angle ~ will be approximately 30°. If only small or 

no corner stiffeners are provided, then R will be small, say 0.2, and 

~ will be about 45°. Using these values for R and ~. one obtain~ 

from equation (21) the yield load in the web; 

for ducts with large corner stiffeners 

v T o T 
_u_=~+ (_x:_-~) 
T bt T T T 

0.3 
y y y y 

and for ducts with small or no corner stiffeners 

v T O T 
u 

T bt 
y 

c 
-+ 
'y 

(_x:_-~) 0.1 
T T y y 

(2la) 

(2lb) 

These two extreme examples illustrate the importance of the boundary 

conditions on the yiéld shear capacity of the web of a duct. 

6. NACA Method 

ln this theory [3] equation (1) is assumed to be valid. It is 

assumed that the carrying capacity in the post-buckling range is taken 

in the following proportion: 

The shear capacity is 

v 
T 

(1 - k)Vu 

and the diagonal tension capacity is 

(23) 

vd = k vu (24) 

The factor k is called the "diagonal tension factor". These equations 

describe the assumed incomplete diagonal tension field or semi-tension 

field. Note that when k = O the load is carried in pure shear and 

when k = 1 the load is carried in pure diagonal tension. The breakdown 

of the stress field is shown in Figure S. The stresses in the semi

tension field are: 
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T = ± (1 - k)Tappl. 

and in diagonal tension 

o 
n 

2k T appl. 
sin2<!> 
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(25) 

(26) 

Assume that the pure shear carryi ng capacity is exhausted at the instant 

of bucklirlg, i .e. equation (25) becomes 

T c = (1 - k) ru (27) 

and the additional load is taken in diagonal tension with equation (26 ) 

becomi ng 

2k T u o = sin2 <J> n 

The yield condition is equation (6) in the form 

a 
n 

O - /3 T y c 

(28) 

(29) 

and neglects the compressive normal stress of equation (28) as shown in 

Figure S. Combining equation (27) to (29) results in the yield load 

T 
u 

T y 

T 

0.866 (1 - ~ )sin2<!> 
Ty 

TC . -
Ty 

(30) 

If the diagonal tension angle <!>is defined by equation (9), then Basler's 

equation (7) and the equation (30) derived above give the identical 

values for the yield load. 

7. Influence of Transverse Pressure 

ln a typical duct transverse pressure, uniformly distributed over 

the shear paneis, is an additional load consideration which has to be 

accounted for . The available tension field theories do not take trans-

verse pressure into account. 

1 
:t" 
t~ 
f; 
r
~-
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For simplicity assume that the transverse pressure produces in

plane tensions in the shear panels. It is known [8] that these addi-

tional edge loads will result in higher shear buckling loads than given 

by equation (16). Upon examining, for example, equation (21)' it can 

be ver i fied that if T increases, then T will increase for ali <j>. It c u 
i s therefore recommended that, in ducts, the transverse pressure be 

ignored when calculating the ultimate or yield shear capacity of shear 

panels. This may give a conservative design. 

8. Comparison with Experiments 

We have compared the experimental results of Husl id (7] to the 

yield and ultimate loads predicted by the various theories. Those 

experimental results were chosen because all parameters needed in the 

ca lculations were avai lable. A summary of the results is given in 

Table 1. 

TABLE 1: Shear loads V in KN 

niEORIES 

Ba s ler Selberg Modified Wagner 

Girder (9] 
Expe r iment [9] Eq. (7) Eq. (11) Huslid [9] Eq. (21) Eq. (22) 
Yield lJ1 timate Yi e ld Yi e ld Ultima te Yield Ult. 

Hl 110± 132 162 116 132 109 128 

ll2 110± 132 155 120 139 111 134 

Jluslid [9] has also proposed an approximate theory for the ulti

mate load in a girder web . Hi s method, however, uses some parameters 

which have to be obtained through experiments. 

In the above comparison, it is assumed that the web carried the 

applied shea r only and that t.he bending moment is carried by the flanges . 

This is consi stent with the usual assumptions of engineering beam theory. 

9. Summary and Conclusions 

Severa! theories claiming to predict the "ultimate" web shear 

capacity in girder webs have been summarized. It has been pointed out 

that Basler's theory does not predict the ultimate load, but is based 

on a yield condition of first yield in the web and therefore predicts 

the yield load. Selberg's correction to Basler's equations also con-

cern the yield load in the web. When compared to some recent experiments, 
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it can be concluded from the results of Table 1, that Basler's theory 

is of no use in practical duct analysis. Selberg's corrected method, 

however, is in good agreement with the experiments for the yield load. 

In contrast to these methods, it has been demonstrated that the 

modified Wagner beam theory offers a rational approach to find the web 

shear capacity in girders and rectangular ducts. ln Table 1 it is 

shown that this theory accurately predicts the yield load and the true 

ultimate load. Good agreement between this theory and experiments is 

expected because only this theory realistically accounts for the boun

dary conditions of the web. The method of Selberg appears to be appli

cable to yield load prediction and the method of Huslid seems to give 

acceptable results for ultimate loads. 
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Symbols 

a - vertical stiffener spacing 

~,AL - cross-sectional are a of upper and lower flange, resp. 

As - cross-sectional are a of vertical stiffener 

b - depth of shear web 

c - constant defined by equation (17) 

d - constant defined by equation (19) 

E - elastic modulus 

f constant defined by equation (20) 

r0 ,IL moment of inertia about own axis of upper and lower flange, resp . 

k - diagonal tension factor 

k
5 

- shear buckling coefficient 

Ra,~ - restraint coefficients 

R - constant defined in Figure 3 

t - shear web thickness 

t 5 ,tF - leg thickness of vertical stiffener and flange, resp. 

Vu yield shear capacity 

VT - buckling shear capacity 

Vd - diagonal tension shear capacity 

v* - ultimate shear capacity 
u 

y - ratio b/a 

lJ Poisson's ratio 

<j> - diagonal tension angle 

od - diagonal tension stress 

o - yield stress in simple tension y 

o - normal stress n 

* - ultimate tensile stress o 
u 
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T - buckling shear stress c 

T - yield shear stress y 

T - applied shear stress at yield load u 

* - applied shear stress at ultimate load T u 
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SHERBOURNE, A.N. and HAYDL, H.M. 

WEB SHEAR CAPACITY lN LARGE RECTANGULAR DUCTS 

Summary 

Existing methods of calculating the web shear capaci
ty in plate girders are examined and the applicability to 
large rectangular duct analysis is investigated. It is 
suggested, that a modified Wagner theory combined with the 
method developed by the NACA offers a rational approach to 
the evaluation of the web shear capac ity in plate girders 
and rectangular ducts. Results of this approach are compa
red to available experimental plate girder data and show 
good agreement. 

CAPACIDADE DE CISALHAMENTO EM ALMAS 

DE GRANDES DUTOS RETANGULARES 

Sumário 

Métodos existentes para o cálculo da capacidade de ci 
salhamento de vigas fabricadas com placas são examinados e 
é investigada sua aplicabilidade à análise de grandes dutos 
retangulares. e sugerido, que uma teoria de Wagner modifica 
da e combinada com o método desenvolvido pela NACA oferece 
uma abordagem racional ao cálculo da capacidade de cisalh~ 
mento da alma em vigas fabricadas e dutos retangulares. Re
sultados desta abordagem são comparados a resultados experi 
mentais disponíveis e mostram boa correlação. -
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1. Introducción 

A partir de 1952 en que Richter analisá la teoría de 

deformaciones elásticas finitas, aplicando los conc eptos 
del álgebra lineal moderna, muchos investigadores come nza 

ron a estudiar el problema de grandes deformac ione s de s o 

lidos dentro del contexto general de la mecânic a de l c ont~ 

nuo, entre ellos podemos citar True s dell, Noll y Rivlin. 
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En ella las tensiones y deformaciones son definidas 

físicamente como transformaciones lineales y los princípios 
básicos como expresiones diferenciales e integrales de las 

mismas, independientemente del sistema de coordenadas. 

Si bien esta formulación es general y más facil de 

ser comprendida, al querer obtener resultados de problemas 

propuestos, es necesario referir las transformaciones line~ 

les y sus operaciones a un sistema de coordenadas. 

En este trabajo se estudia el problema de grandes d~ 

formaciones en sólidos referido a una configuración ini 

cial, posteriormente al analisar l a descripc ión referencial 

de la deformación, se introducen las coordenadas curvili 

neas y finalmente se determinan las componentes del tensor 

de deformación que resultan de ut i lidad en l a obtención de 

soluciones a muchos problemas de aplicación práctica. 

res 

res 

a•b 

E•C 
FT 
F-T 

detF 

I 

2. Notación 

Las l e tras may~sculas E , C, F, 

(transformaciones lineales de R3 

T y S designan 
3 

en R ) . 

Las letras min~sculas 

(elementos de R 
3

) . 

~· ~ . ~· e y ~ designan 

producto escalar de vectores. 

producto escalar de tensores. 

transpuesto de F. 
(F-l)T 

determinante de F. 

tensor identidad. 

a 0 ~ producto diadico o tensorial de vectores. 

espacio de todos los tensores. Lin 

Sym {E € Lin : E = ET}. 

3. Deformación 

tenso 

vecto 

Sean B un cuerpo material y B1 , Bi, B0 configuraci~ 

nes inicial, final y de referencia de B respectivamente 

[1]. Dichas configuraciones, subregiones del espacio eucl! 

deano tridimensional puntual E 3
, son imagenes de aplic~ci~ 

nes biyectivas que dan la correspondencia entre puntos mate 
3 

riales de B y las posiciones que ocupan en E . 

I 
j:~ 

~~ 
~ 
'-~~ 

;l 
J 
:I 
-, 1 
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X = X I (X) 

XI: B ... B I 

Fig. 1 

'X. i 

x = Xi (X) 

X-: B -+- B. 
~ ~ 

La aplicación que permite pasar de la· configuración 

B
1 

a Bi se define como deformación del cuerpo material B de 

B1 a Bi. 

x = p(X)= x. x- 1
(X) 

- ~ I 
donde 

EP. lo que sigue admitiremos que las deformaciones son 

aplicaciones biyectivas, que tanto e llas como sus inversas 

son clase c
2 

y que el determin ante de sus gradientes es ma

yorque cera [2]. 

Supongamos conocidas las aplicaciones X
0 

, X1 que nos 

permiten determinar las configuraciones B
0

, B
1 

y la deforma 

ción de B, de B0 a B1 • 

La deformación de B de B
0 

a B
1 

sera 

donde a : B -+ B 
O I 

Por tanto es posible definir la deformación de B, de 

B
0 

a Bi, dada por: 



~ = q(~) = x i x;~c~) 
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donde q B _. B. 
o l. 

en función de las deformaciones a y p. 

x = q(~) = p a(~) 

así como también los gradientes de las deformaciones y sus 

relaciones. 

~ 
a(.l,Fx 81 

q(.).Fx 

Fig. 2 

De la Fig. 2 se sigue: 

d~ = 'Ja d~ = Fx d~ 
dx = 'Jq da = F da 

- - X -

d~ = 'Jp d~ = F d~ = F FX da 
F = FF · F = F F- 1 

X X ' X X 

p (.) ' F 

~~ Bi 

Introduciendo el desplazamiento de B al pasar de B
1 

a 

Bi en las deformaciones y sus gradientes, se tiene: 

~ = p(~) = ~ + U(~) 

~ = q(~) = X(~) + u[xc~)] = X(~) + u(a) 

F = 'Jp = I + 'JU 

Fx = 'Jq = FX + 'Ju 
- 1 -I 

FxFX = I + 'JuFX 

donde: 

U,u descripciones lagrangeanas ini cia l y referen c ial 

I 
:i~ 
~~ 
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del desplazamiento de B
1 

a Bi. U:~ E B
1 

+ U(X) E R
3

; 

3 
u : ~E B 0 + u(~) E R • 

- 1 . . . . . 
F, FxFX descr1pc1ones lagrangeanas 1n1c1al y 

rencial del gradiente de la deformación de B
1 

a 
- 1 -I 

F: ~EB 1 +F(~)ELin;FxFX :~EB 0 +FxFX (~)ELin. 

refe 

B .• 
1 

VU,VuF~ 1 descripciones lagrangeanas inicial y refe 

rencial del gradiente del desplazamiento de B
1 

a Bi. 
-I -1 

VU:XEB 1 +VU(~)ELin; Vu FX :~EB 0 +VuFX (~)ELin. 

4. Trabajo Virtual 

El trabajo de un sistema de fuerzas (b,s) en la confi 

guración Bi del cuerpo material B, correspondiente a un des 

plazamiento virtual ou, está dado por: 

ow I ou. ~p dBi 
B. 

+ J ou. s 

3Bi 

d3B. 
1 

donde: 

3B. 
1 

1 

b:XEB. + b(x) E R3 

- - 1 - 3 

~:~E3Bi + s(~) E R 
p:xEB. + p(x) E R 
- - 1 - 3 

o~:~EBi + ou(~) E R 

contorno de B. 
1 

fuerza de masa de Bi 

fuerza de superficie de Bi 

densidad de B. 
1 

desplazamiento virtual 

Admitiendo el principio de conservación de masa y que 

las leyes de Cauchy son satisfechas, se demuestra [3] que 

el trabajo virtual oW en la configuración Bi referido a la 

configuración B
1 

está dado por: 

-~L s-oe dB 1 

1 

ow 

donde: 

S= (detF) F- 1 T F-T tensor de Piola-Kirchhoff de segunda es 

pecie. S: ~E B
1 

+ S(~) E Sym 

T tensor de tensiones de Cauchy. T: x E Bi + T(x) E Sym 

C = F1 F tensor derecho de Cauchy-Green. C X E B
1

-+ C(~)ESym 
oC = oF1 F + F1 oF 

Refiriendo el trabajo virtual óW a la configuración 
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B
0 

se obti e ne una expres ión similar a la anterior: 

6W = ~ J 
B~ 

5 0 • 6C
0 

dB
0 

donde: 
- -I -T 
S

0 
= (detFx)Fx T Fx ten so r de Piola-Kirchho f f de segunda 

especie referido a B
0

• S : a E: B
0 

+ S ( a) E: Sym 
o - p -

T C
0 

= Fx Fx tensor derecha de Cauchy-Green para la defo rm a 

ción de B0 a Bi. C0 :<:!E: B
0 
+C~( <:!) E: Sym. 

NÓtese que de l a int eg r a l e n B
0 

pode mos pasar a la i~ 

tegral en B
1 

y reciprocament e , par a ello recordemos que 

Fx = FFX, por tanto: 

- -1 -1 -T - T -1 - -T 
S

0 
= (detF) (de tFx ) Fx F T F Fx · = (detFx) Fx s I'x 

Introduci endo este r es ultado e n l a segunda integ ral y 

aplicando l a de finición de t e nsor trans puesto: 

6W = 1 T 
- 1 J -I - -T T )B So·6Co dB O = T B (detFX)FX S Fx • o (F XFX )dBO 

o ~ 

F~T o(F~ Fx)F-
1

(detFX)dR
0

= ~ JB S • 6C dB 1 

l 

1._ J s 
2 Bo 

S estará dado por l a ecua ci ón constitutiva de l materi a l y 

C depe nde rá de l gradiente del des pla zami e nto de B de B
1 

a 
-T -

Bi. Para obtener el escalar tr(S 6C) = S • oC habrá que de te~ 

minar las componentes de ambos t enso r es respecto a una ter 

na escogida previamente. 

S. Coordenadas Curvilineas 

Se a {~i} i 2 3 una base ortonorma l y r e firamos lo s 

puntos ~E: B
0 

a di cha ba se: 

a = aie. 
- 1 

A los tres planos orto go nal es (Fig. 3) que pasan por 

~ en B
0 

le corresponden tre s supe rf i ci es que pasa n por X e n 
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B
1 

cuyas intersecciones forman un triedro curvi l íneo cuyos 

vectores tangentes están dados por: 

a 
-i 

Fig. 3 

A la base intrínseca a. en cada punto X, conocida co 
-1 -

mo base co variante, se le asocia la base contravariante ai 

definida por las sigui entes relaciones : 

i = ôi. ( ô i . delt a de Kronecke r ) a • a. 
-J J J 

a. a . . a j i a ij a. Cl i j = a i · aj a 
-1 1)- - J 

a .. =a. • a. 
1) -1 -J 

Se a dmiti6 que los X son puntos regulares o sea los 

~i son linealmente independientes, por tanto la matriz 

es invertible: 

Cl •• 
1) 

La desc ripci6n l agrangeana referencia l del desplaz~ 

miento de B, de B
1 

a Bi referida a la terna i ntrínseca de 

B
1

, está dada por: 

don de: 

m u u a -m 
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um : ~E: B
0 

+ um(~) E: R componefntes contravariantes de u. 

Efectuando el gradiente de ambos miembros de la igual 

dad anterior se tiene: 

a i m Vu =a. ~ vu +uva 
- -1 -m 

teniendo en cuenta que: 

i i va = (ai.a .)(a. Vu = u , . e. ; 
J - J -m - -m, J 1 

donde: 

i a ui = _i_::_ u . = - . a 
'J aaJ -m, j aamaaj 

el gradiente de u(~) se reduce a : 

1
-i m i -Vu = u , . + u ( a • a . ) J (a. 
- J - -m, J -1 

donde: 

8 e.) 
-J 

8 e.) 
J 

(a. 0 e.) base a la que es re fe rido e l tensor Vu 
-1 -J 

En forma similar para u 

riantes de u) se obtiene: 

u am (um componentes 
m-

- m J Vu = [u .. + u (a. • a , . ) 
1 ,J m -1 - J 

(a i 8 e.) 
-J 

cova 

Record a ndo los símbolos de Cristoffel [ 4 J, dados por 

r mji = am, j a· = ;.~. • a· =r. 
1 J , m 1 Jffi i 

ri . i i = - r i = a . • a = - a , j • am mJ m, J Jm 
l - a . . ) ri. ki r mji = ....,. (a.. + a. . =a rm j k - J1,m 1m,J mJ '1 mJ 

las expre s ione s del gradiente de u se reducen a: 

Vu = (ui,. +um ri . ) 
J mJ 

c~ . -1 @ e.) 
- J 

( m i vu = u. . - u r .. ) (a 
l,J m 1J - 0 e.) 

-J 



las componentes del 

(ai 0 e.) coinciden 
- - J i 

componentes u y ui 

(llu)i. 
- J 
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tensor llu en las bases (a. 0 e.) 
-l -) 

con las derivadas covariantes de 

del vector u [ 4 J. 

u .. 
l 'J 

- u 
m 

r~. 
l) 

6. Tensor de Deformación 

y 

las 

Las componentes de 6C y oC 0 pueden ser determinadas a 

partir de 6E y oE
0

• 

Definidos por: 

ctx 
2 

- dX 2 = E dX • dX E 
0 

da • da 

donde: 

E : ~ E B 
1 
-+E(~) E Sym 

po:r tanto: 

La descripción referencial de E (Ea: a E B 0 -+ E a( a) e:Sym) 

estará dada por: 

E = _!_ ( F-T F T F F- 1 
- I) 

a 2 X X x X 

Introduciendo el desplazamiento u se obtienen las si 

guientes expresiones para los tensores de deformación E0 y 

E 
a 

1 T T T z-CFx llu + ll u FX + llu llu) 

Referiendo E
0 

a la base (e. 0 e.) y E a 
-l - J a 

(a. 0 a.) se tiene: 
-l -J 

la base 
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E o = ~ Cu. I· + u ·i· + um I· u I . ) 1 J J 1 1 m.J 
(e. @e.) 

1 J 

E = ~ ( u. I . + u . I . + um I . u I . ) 
(l 1J J1 1 mJ 

(ai@aj). 
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TAROCO, E., FCIJOO, R., GALEÃO, A., y LOULA, A. 

DESCRIPCION LAGRANGEANA DEL TEOREMA DE LOS TRABAJOS 

VIRTUALES EN COORDENADAS CURVILINEAS 

Resumen 

Se estudia en este trabajo, el problema de grandes 
deformaciones en sólidos y se presenta la descripción la 
grangeana del Teorema de los Trabajos Virtuales. Al anali 
sar la descripción referencial de la deformación se introdu 
cen coordenadas curvilineas . Finalmente se determinan las 
componentes del tensor de deformación. 

LAGRANGIAN DESCRIPTION OF THE VIRTUAL WORK THEOREM 

IN CURVILINEAR COORDINATES 

Summary 

This work deals with the problem of large deforma 
tions in solids and presents a lagrangian description o! 
the Theorem of the Virtual Works. When analysing the refe 
rence description of the deformation curvilinear coordinã 
tes are introduced. At last, the components of the strain 
tensor are determined. 
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1. Introducción 

El objetivo de este trabajo es presentar algunos re 

sultados obtenidos del análisis de un modelo variacional 
que simula la penetración, durante la hinca, de un 

de fundación. 
pilote 

Parte de estos re su ltados, presentados en Sección 2, 

se refieren al aspecto teórico de la formulación variacio 

nal del problema. En !),2] estos resultados son analizados 
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desde un punto de vista matemático. 

La obtención de soluciones aproximadas a través del 

Método de Elementos Finitos (M.E.F.), es analizada en la 

Sección 3. Allí se discute también, el algoritmo predictor

corrector propuesto para la integración en el tiempo. Resu! 

tados relativos al análisis numérico de este algoritmo, que 

incluye estimativas a priori del erro, fueron analizados en 

1).4]. 
Por Último en la Sección 4, se presentan algunas exp~ 

riencias numéricas que compru~ban la validez de la formula 

ción propuesta. 

2. Formulación variacional del problema 

Considérese el pilote em las configuraciones C
0 

y 

Ct sE 
1

, E 
1 

espacio euclidiano unidimensional (Fig. 1). C
0 

será llamada "configuración inicial". La configuración Ct 

queda definida por: 

x = X+u(X,t) 

4mde: 

x es la posición que un punto XsC
0 

ocupa en el ins 

tante t. 

u(X,t) es el campo de desplazamientos. 
1 
F(o) x-o. X=O. 

X=U(O,t) 

i 
i 

~ p(X) 

x-L 

k1 k2 
k" 

FIGURA 1 

F(t) 

I 
I 
I 

f p 

kz 



85 

En lo que sigue, se consideran actuando sobre e l 

te las siguientes fuerzas 

F(t) fuerza que el martinete ejerce en x~o en el 

tante t. 

p(X) peso propio del pilote por unidad de longitud. 

-k
1 

u(L,t) resistencia elástica de punta del suelo. 

-k
2 
~(L,t) resistencia viscosa de punta del suelo. 

f(X,t) fuer za de fricción que· actúa en el punto X en 

el instante t. 

Debe observarse que la fuerza f(X,t) existe si el 
punto X penetrá en la mas a de sue lo, es decir si 

x = X+u(X,t) >L. Por otra parte, como el pilote cs unidime!! 

sional, f es una fuerza por unidad de longitud en lugar de 

ser una fuerza de superfície. Su valor estará dado por la 

formulación dinâmica de la ley de Coulomb para fricción 

[6], que establece que para todo t y en cualquier punto de 

contacto se verifica: 

5 i I fI < F I FN I 

I fI = F I FN I 

luego Ü(X,t) = O 

luego existe À > O t.q. u -H 

(1. a) 

(l. b) 

donde F es el coeficiente de fr icc ión suelo-pilote y FN es 

la fuerza normal por unidad de longitud ejercida por el su~ 

lo sobre el pilote y donde Ü ~ u(X,t) es el campo de veloc i 

dades. 
A los efectos de este trabajo supondremos una 

sión simple para FN: 

IFNI = Ry!(X+u-L) para todo X t.q. X+u-L > O 

expr~ 

donde R es el coeficiente de ~ankine, y es el peso específl 

co del suelo, que supondremos homogeneo, ! es el perímetro 

de la sección transversal de la barra en X. 

La ley de Coulomb (1) implica D.z] que para todo t y 

todo punto de contacto se verifica: 

f(v-Ü) + F IFNI Clvi-IÜI) >O (2) 
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donde v es el campo virtual de velocidades [7]. 

Se adopta una ley constitutiva para el material del 

pilote de tipo viscoelistica (de memoria corta!), luego: 

(J = au 
X 

+ bÜ 
X 

donde a y b supondremos constantes por simplicidad y donde 
au 

ux ax 

Considérese ahora la representación lagrangeana ini 

cial (es decir relativa a C
0

) del Principio de las Poten 

cias Virtuales [7]. Haciendo uso de este principio, de (2) 

e introduciendo las notaciones: 

(w 
1 
,w) = t w1 (X) w2 (X)dX 

o 

J(u,v) = (yRFi H(X+u-L)(X+u-L), !vi) 

H(·) función de Heaviside 

se llega a la siguiente formulación variacional [1 ,2] : 

Determinar u=u(X,t) tal que 

u(X,O) = O 

Ú(X,O) = O 

(pAÜ,v-Ü) + a(Aux,vx-Üx) + b(AÚx,vx-Üx) + 
+[(k

1
u+k

2
Ú)(v-Ü)]X=L + J(u,v)- J(u,Ü) ::: 

;::(p,v-Ü) + F(t)(v-Ü)X=O para V ve:H
1

(0,L) 
y te: [o, r] 

(3.a) 

(3.b) 

(4.a) 

(4.b) 

( 4. c) 

donde H1 (0,L) es el espacio de todas las funciones con deri 

vadas primeras cuadrado integrables en ~.L] y p es la den 
sidad específica del material del pilote. 

Teoremas de existencia, unicidad y estabilidad de la 

solución del problema (4) han sido demostrados en [1 ,2 ,5]. 
En [1,2] se muestra también que, dado e:> O y 

1jl e: (X) , 41 e:(>,) convexas suficientemente suaves: 

funciones 
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y definiendo una aproximación J (u,v) de J(u,v) por: 
E 

L 
J (u,v) = J w [X+u-L) ~ (v)dX E E E 

o 

el problema (4) es equivalente a: 

Determinar uE = uE(X,t) tal que: 

(pA~ ,w) + a(Au ,w ) + b(A~ ,w ) + E EX X EX X 

+ [-( k 
1 
u + k Ü ) w] X L + ( ,,, (X+ u- L) ~' ( ~ ) , w) - E 2 E = "'E E E 

(p,w) + F(t)w[X=O, para V WEH
1

[0,L] 

tE [0, T] 

donde uE = uE(X,t) satisface las condiciones 

(4.a)-(4.b), verificândose ademas : 

u + u 
E 

para E -+ 0 

(5) 

iniciales 

Por Último es interesante resaltar que el problema 

(4) puede resolverse directamente a partir de t~cnicai de 
optimización . Para ello, véase [s ,9]. 

3. Aproximaciones con elementos finitos. Discretiza

ción en el tiempo. 

Para obtener soluciones aproximadas del problema (5) 

recurrimos al M.E.F. Para ello , se particiona el intervalo 

[O,L] en E elementos. A nivel de cada uno de ellos se adoQ 

ta la siguiente representac ión local para uE: 

donde 

ue 
E 

e i I: cp. (X) u ( t) 
i 1 E 

(6) 

uei(t) es el desplazamiento del nudo i del elemento e en el 
E 

instante t. 

cp. (X) función de interpolaci6n local correspondiente al nu 
1 

do i. 

Substituyendo (6) en (5), se tiene: 

~ 
!i 
r 
; 

li ;I 

'I 

! 
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Me Üe + C Úe + K ue 
-E e -E e -E 

donde: 

(M ) .. 
e lJ 

( f) . 
- 1 

6 .. 
lJ 

6. 6jL J o ' 

delta de Kronecker 

r= l si el nudo j 
tivamente. 

para e= l, Z, ... E (7) 

y t E [0 ,T] 

coinc ide con X=O ó X=L re spec 

l= o caso contrario 

ue vector de despl az amientos nodales del eleme nto e . 
-E 

Design an do con ~ E(t) al vector de desplazamientos de 

todos los nudos puestos en evidencia cuando la partición 

de [o ,L], el ensamb l e adecuado de las ecuacione s (7) condu 

ce al sistema de ecuaciones di ferenc ial es ordinarias no li 

ne a les: 

F(t) - Ff . (U ,Ú ) 
- - rlC -E -E 

paratE[O , T] (8) 

donde la no linealidad resulta de F y donde U (t) sa -fric ' -E 
tisface las condiones inicial~s : 

U (O) = O 
-E 

Ü (O) 
-E 

o (9) 

Para la integración en el tiempo se propone e l si 

guiente algoritmo predictor-correc tor. Si se adopta l a no ta 



ción U -cn 

Predictor 

u (t 
-c n 
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nôt), luego: 

U - 2U +U M -e:rr+t -e:n -cn-1 

ôt 2 
+ c 

u -u -cn+t ~cn-1 + K[eli +CI-2e)u + -cn+ 1 -cn 2ôt 

u -u 
+ e u ] -e:n-t 

F(t ) - F . (U ~cn -cn-1) 
- n -fr1c -e:n' ôt 

Corrector 

U - 2U +U U - U 
-cn+t -cn -cn-t +c -cn+t ~e:n-t + K[eu +(l-2e) 

M 2 -cn+ 1 
ôt 2M 

- u 
u + e u J -cn -en-I 

~cn+t--cn-t) 
~(tn) - ~fric (~cn' 2ôt 

(lO.a) 

(lO.b) 

donde (10) se entiende válido para e c [0,1/2], y n > 1. 

La soluciÔn para n=l es obtenida a partir de la info! 

mación suministrada por (8)-(9), que permite escribir U 
-C I 

en función de Ü 
-E o 

1 2 •• u = - ôt u 
-El 2 -Co 

1 2 ÍJ -I : 2 ôt '-M ~ (O) J 

Por Último puede demostrarse [3,4], .que este algori!_ 

mo predictor-corrector es convergente e incondicionalmente 

estable para todo 8 c [1/4,1/2]. 

4. Aplicaciones numéricas 

En las aplicaciones numéricas que se presentan en es 

ta sección, se utiliza un elemento cuadrático de 3 

Las funciones de interpolación son: 

nudos. 

~~(X(~)) 
1 2 2 H~-1), ~2(·) = (1-~), ~3(·) 

1 2 ~(~+1) 

donde 

X (Xb-Xa)~+Xb+Xa X e: [X XbJ, ~e: [-1,1] 
' a' 

i} 
r· n 
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Xa . Xb coordenadas de los nudos extremos del elemento. 

Por otra parte, se adopta para ~·(A) la siguiente fun 
E 

ciôn : 

[ 

signo (À) para I À I 
~>(À) = 

E 2EA - ( ~ )2 signo (À) • 

. 
~ E , À = UE 

para IÀI < E > À u 
E 

Los ejemplos siguientes se realizaron con una parti

ciôn de 5 elementos. 

Ejemplo 1 - Corresponde al problema de la Fig. 2. Los resu! 

tados obtenidos con àt = 0.1 son presentados en las Figs. 2 

y 3. Para material elástico la soluciôn es comparada con la 

propues ta en [ 8 J 

U(L.t} 

. . . 

I 

1_,_ 

tr(L/2,l) ... 
12. I • .. 
1. 

. .Í~ 
. 

.. Is ._ 15. 

~ .... 

-
FI GUiA 2 

~ 
Rfl=1., I~O;Aat 
L= to.;a=t; bawu: 
o a/h--
A &lb•t. 

a./b-Q1 

I oa/b-• 

=t . I 
["L··~ t .. 

FIGURA 3 
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Ejemplo 2 - Corresponde al problema de un p ilote con las 

siguientes caracter ísticas (F ig. 1) 

L 

A 

F(t) 

10 ; a = 100 ; b = 0.1 ; k
1 

= 0.1 

K = y = 1 ; F = 0.5 ; .e = 0.1 ; p 

2 par a t ~ 10 
t / 5 para O < t < 10 

k 2 = 1 

0.001 

Los desp l azamientos par~ l a sección X = L, obtenidos 

con ~ t = 0.05 , son representados e n l a Fi g . 4. En l a misma 

se representa la solución correspondiente a teoria cuasi-es 

tâti ca . 

U{f,lll -~~~ ---- --- t - - -±~ -±-l::J~--f ·r__]__ -~-- ~_, .;J;{h - u- -- L_j____L___L-----J 

1----+- . --+-- - -·-~-~-- - _ _)_ _ - ----- ·-+- --+ -

• 
---I~ I I I -- -~ ---- • ----!--~--+-------+- -,- . ----

1---+----1----+---{~-f-i=t-~t··:-~i=f-~- I I 
- - --~~t=-~1= ~-f r"tr_I =E- ~~---- -t---~ 

~.- ---1- ---l----l---l -~--- 1---+-~ 

• .. • 

1a 

FIGURA 4 

T 
to. ~. 

Ejemplo 3 - Corresponde al pr~blema de un pilote con carac 

terísticas: 

L = 10 , a = 100 , b = 1 ; k
1 

= 0.1 ; k
2 

= 1 

A= K = y = 1 ; F = 0.5 ; .e= 0.1 ; p = 0.01 

En la Fig. 5 presentamo$ los desp la zamientos corres 

F: f ;" 
li 
} " 

" y 
J., 
' i 
l -
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pondi en tes a l as secciones X ~ O y X = L obtenidos con ôt 

0.005. En Ia misma figura indicamos el valor de F(t). 

u(X.t) 

4 . . •·--······--··- t-- --- - t--

1 

X= O 

3. -·-- -r-
z. ··-- _ L 

f. 

f. 2. 3. 4 
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FEIJOO, R.A., RAUPP, M.A., y MOURA, C.A. de 

SOLUCIONES NUMERICAS DE UM PROBLEMA DINAMICO 

VISCOELASTICO NO LINEAL 

Resumen 

Er este trabajo se presenta el anilisis del movimien 
to de un pi lo te durante su hinca. Debido a los efectos de 
la fricc ión s uel o-pilot e se obtiene una inecuación variacio 
nal. El método de Galerkin conjuntamente con el Método de 
Elementos Finitos e s utilizado para la discretizaciõn esp a 
c ial. Se propone también un algoritmo predictor-corrector 
para la integración de las ecuaciones dife renciales ordina 
rias. Por Último a lgun as soluciones numér i cas son present~ 
das . 

NUMERICAL SOLUTIONS FOR A NONLINEAR 

DYNAMIC PROBLEM IN VISCO-ELASTICITY 

Summary 

ln thi s pape r, the dyn amics of a pile d'Tiven into the 
ground unde r th e ac tion of a pile hammer is studied. Due to 
th c effcc t s of friction a variational ineq uality is obtain
ed . For th e solution of this problem a predictor-corrector 
Galcrkin Finite Element approximation is formulated. Final
ly some nume rical results are presented. 
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1. Introducción 

El análisis estructural de problemas viscoelásticos sim 

ples ya fue largamente tratado [1], [2], [3], [4]. 

Fueron propuestos varios métodos 111 para resolveres
te tipo de problemas, siendo el más fecundo el de Alfrey ~]. 

Este método consiste en reducir el problema viscoelástico a 

uno de tipo elástico mediante el uso de la transformada de 

Laplace. Finalmente, se obtiene la solución, hallandose la 

transformada inversa de los resultados encontrados en el cam 
po transformado. 

Adey y Brebbia [6] adaptaron este método para aplicar-
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lo a la formulación del método de los elementos finitos. De 

bido a las características del método de los elementos fini 

tos, la transformada inversa se debe obtener en forma numé

rica. Algunos de los métodos desarrollados con esa finali -

dad se pueden consulta r en las referencias [7], [8], [9]. 

En el presente trabajo, se presentará una formulación 

del modelo mixto de elementos finitos para estado plano de 

tensiones, teniendo en cuenta el êomportamiento viscoelásti 

co [10]. 
El esquema usado para invertir la transformada de La -

place es el de la referencia [11], que fue desarrollado pa

ra poder considerar funciones de fluencia del tipo 

J A -
N -c.t 
L B. e l 

i=l l 

Por Último, se resuelven algunos ejemplos para 

trar la aplicación de la formulación pres e ntada. 

2. Formulación de Elementos Finitos 

ilus-

Las ecuaciones que rigen un problema e structural son: 

a) Ecuaciones de equilíbrio 

()" ... + b. = o 
lJ 'J l 

b) Condiciones de contorno 

a nj 0 jk 
p 

qk 

( l) 

(2) 

cuando se prescriben fuerzas en el contorno ~ ~ y 

u. 
l 

= uP 
i 

(3) 

si los desplazamientos están prescriptos en el con

torno ~ 2 • 

c) Ecuaciones de compatibilidad 

E .• 
lJ 

1 -
2 

(u . . +u .. ) 
l' J J 'l 

(4) 

r: 
;-

t 
~ 
~ ~ 

't; 
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d) Ecuaciones constitutivas 

E:j k = r JjkH(t-T) 
ao H (T) 

dT 
o dT 

(5) 

o: 

r Gj ki9, (t-T) 
aa:i.eC') 

dT ojk 
o h 

(6) 

Estas do s Últimas i ntegrales de Stieltjes son llamadas 

hereditarias porque para calcularias para un determinado in~ 

tante t, es necesario "recordar" toda la historia anterior 

de la estructura. 

La nomenclatura utilizada fue la siguiente: 

o.. tensor de tensiones 
1) 

s.. tensor de deformaciones especificas 
1) 

bi fuerzas de volum~n 

ui desplazamientos 

u~ desplazamientos prescriptos 
1 

a . componentes del vector unitario normal externo 
nJ 

qk 
Jjkit 

Gjki.e 

al contorno 

fuerzas de superfície prescriptas 

operador que representa la fluencia 

operador que representa la relajaci6n 

Estos tensores son función del tiempo t, transcurrido 

desde el instante en que la estructura es solicitada con car 

gas o con desplazamientos prescriptos. 

Si a las ecuaciones anteriores les aplicamos la trans

formación de Laplace y usamos el teorema de convolución,te~ 

dremos: 

a) Ecuaciones de equilíbrio 

o .. . + b . = o 
lJ, J l 

(7) 
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b) Condiciones de contorno 

anj a jk = ci:J~ 

ui = uip 

c) Ecuaciones de compatibilidad 

- 1 - -e: . . = -
2 

( u. . +u. . ) 
1) 1' J J '1 

d) Ecuaciones constitutivas 

E:jk 

aj k 

JjkHs 0 H 

Gjkil'.s E:il'. 

(8) 

(9) 

(lO) 

(11) 

(12) 

Estas ecuaciones son similares a las de la el as ticidad 

lineal, por lo tanto, se podrán aplicar los métodos ya con~ 

cidos para obtener la solución "elástica" en el campo tran~ 
formado. 

Las barras sobre las funciones indican que se tratan de 

funciones en el campo transformado y que dependen de la va
riable s. 

Si ahora aplicamos el método de Galerkin, tendremos: 

J [ou . (cr .. . +b.)+ocr .k(J.k s a -'E.k) j dV = 
v 1 1J , J 1 J J l'. m l'.m J 

=I ouk(a .O".k-qkP)dn (13) n nJ J 

Usando una formulación mixta para e lementos de estado 

plano de tensiones, tendremos las siguientes relaciones: 

- -e 
(14) u = 2 ~ 

- -e 
(1 5) a = 1jJ ~ 

e: = B ue (16) - - -

Trabajando con notación matricial, después de subs ti -
tuir en la (13) y operar, tendremos que: 

;~ 
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(17) 

A J ~T ~ dV c 18) 
v 

N J ~TI ~ dV (19) 
v 

Fe J T-p d$1 + Pe (20) <P q 
$1- -

pe cargas concentradas en los puntos nod a 

les, en el campo trans forma do 

La expresión (17) sirvió de base par a implem en tar un 

elemento mixto isoparamétrico cuadrático . 

3. Inversión Numérica 

Una vez obt enidos los despl azamient os y la s tens i ones 

nodales e n el campo transformado, es preciso hallar la so 

lución viscoelástica por intermedio de l a transformacifu in 

versa. Esta transformación es numérica y se encuentra deta 
llada en [lO] y [ll] . 

La fórmula de inversión usada es: 

F(t) ;; s F(s)"j 
s=k/t 

(21) 

Este expresión podrá transformarse en una igualdad si 

los valores de k son convenientemente escogidos. 

En las referencias citadas s e obtuvieron las expresi~ 

nes de k para funciones de fluencia del tipo 

N C.t 
J =A+ I B.e 

1 

i=l 1 

siendo que para N < 3 se obtuvo k de manera de obtener una 
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tr ansfo rmación inversa exacta, y para valores de N superio

r es se propusieron fÓrmulas aproximadas. 

Para simplificar, solamemte se darin las expresiones de 
ct k pa ra J = A + B e . 

Cuando se trata de un problema de fluencia, k sera: 

k 

y 

k 

con 

a 

c ect 

~t 
e -1 

c( l-aA) 
1-a (A+B) t 

1 
A 

B 
A (A+l3) 

para e l caso de r elajac ión. 

AC 
eA+B t 

(22) 

c 2 3) 

( 2 4) 

k en ningGn caso depende de la magnitud del módulo de 

elastic idad E, ni de l as tensiones act uantes, as{ como de 

sus unidades, y tampoco de las deformaciones impuest as a la 

estruc tura. So lament e seri función del tiempo transcurrido 

y de los coeficientes de la función de fluencia. 

Cabe destacar, que para aplicar est as fórmulas, la so

lución obten i da con elementos finit os en el campo transfor

mado debe ser sufi cientement e cercana a la exacta. 

4. Ejemplos de Ap licació~ 

En el primer ejemp lo se obtuvo a la func ión de relaja

ción a partir de la de fluencia. 

Es te ejemp lo es muy simplc, pero sirve para mostrar la 

eficiencia del esqu ema de inversión num~rica propuesto. 

Se tomó una barra como la mo strada en la figur a l,a la 

cual se le impuso un a deformaci ón cons tant e. El módulo de 

el astic iadd de la barra cs E = lO.OOOkgcm- 2 • 

La función de fl uencia del mat er ial, que e n nuest ro ca 

so corre sp onde a un comb ust ib le sÓl ido es: 

'!i 
'j: 

I 
t 
!' 
!' 



La función de relajación se puede obtener en forma exac 

ta recordando que JG = l/s 2
• 

Op e rando se ohtiene que: 

G = 100 + 9900e - 2 · 3979 t 

La solución con elementos finitos coincide con la exac 

ta e n todos los instantes, corno se puede ver en la figura 1. 

El segundo problema resuelto fue una viga simplemente 

apoyada (Fig. 2) constituÍda por dos rnateriales, uno el~sti 
co y uno viscoelástico. Esc. o=lOOkgfcrn- 2/cm -

E1 = 300.000kgfcm- ' 
E2 = 2.000.000kgfcrn- 2 

q = 2, ltf/rn 
I I I I I 

bllllcrn 

Figura 2 

A 
TTTr1 

:'i(lcrn 

20 .. -
50 0 

"' 

Se obtuvo la solución con una rnalla de 12 clementos,sie!_l_ 

do que la variación en las tensiones en el centro de la vi

ga despues de 100 días, fue de aproximadamente 14%. 

En la Tabla 1 s e muestran los desplazam i entos vertica 

les y las tensiones en el centro de la viga, notándose la r~ 

distribución de tension e s, y en la fig . Z es t án indicadas 

las tcnsiones para los tiernpos o y 100 . 
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t WA a A oB a c aD 
·. 

I 

dias cm kgfcm- 2 kgfcm- 2 kgfcm - 2 kg f cm- 2 
I 

o 0.148 - 60. -3 2 . -214 . 254. 

lO 0 .150 -60. - 32. - 2 21. 256. 

50 0.157 -58. - 32. - 237 . 26 1. 

100 0 .160 -5 8. - 31. - 24 5. 264. 
--

Tabla l 

S. Conc lusiones 

El esfuerzo computacional necesario para obtener la re~ 

puest a de una es truc tura viscoe lâsti c a para un determinado 

tiempo, es practicamente el mismo que para estructuras e l ás 

ticas . 

La simplicidad del esque ma de inversión numérica de la 

transformada de Laplace y la ana l ogia del algoritmo (17) P! 

ra material es viscoelásticos con el caso el ásti co, permiten 

de una manera muy simple, introducir e l aná lisi s viscoelás

tico e n programa s de el e mentos finitos y a ex is tentes. 

La formulación presentada tiene la ventaja de permitir 

el análi sis de la es t ructura en un determ inado instante,sin 

la nec es idad de cá lculo s previas en tiempos anteriore s. Por 

o tra parte, tiene la desventaja de que n o permite e l anâli

sis de estructuras constit u ídas po r materi a les co n "enveje

cimiento", como es e l caso del hormigón. En est e Último ca 

so se debe recurr ir a un análisis del ti po "step by step". 
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HALBRITTER, A.L. 

SOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS VISCOELASTICOS 

Resumen 

Se usa la formulación del método de los elementos fi
nito s pa ra anali zar estructuras constituidas por materia
lcs viscoel âs ticos. Para ll egar a· dicha formulación,se apli 
ca el concepto de trans fo rmada de Laplace y también se usa 
un m~todo eficiente para obt ener numeri c amente la transfor 
mac ió n inver s a. Pueden se r es tudiada s estructuras consti~ 
tuidas por v5r io s materi a le s que tengan propieda des elâsti 
cas o víscocl5sticas diferentes. Se incluyen algunos ejem~ 
p lo s como aplicac ión de la formulación presentada. 

NUMERICAL SOLUTION OF VI SCOELASTIC PROBLEMS 

Summary 

A f init e element formulation is used to analyse struc
tur es composcd by visco e lastic materiais. That is based on 
the use of the Laplace transform , and an efficient scheme 
to ob tcn the numeri ca l inverse transform is presented. 
Struc tures composed of many materiais with different elastic 
or viscoelastic properties, can be studied. Some examples 
a re i ncluded as an illustration of the above formulation. 

f,~i 
~'ti 

f\ 
t-: 
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1. Introdução 

Devido à necessidade de se ohter um alto grau de seg~ 
rança, a análise rle acidentes nos reatores nucleares tem 

sido ohjeto de inúmeras pesquisas. 

Estudos experimentais desenvolvidos nos reatores Bo 
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rax I e II [1} , Spert I, II e III [2) sugerem a possibi
lidade de acidente com a explosão do nÚcleo do reator. 

Proctor [~ realizou estudos experimentais em modelos 
simulando acidentes em vasos de contenção de geometria ci 
lindrica. 

Geiger [4] verificou o comportamento das 

de um reator devido a uma explosão acidental. 
estruturas 

O presente trabalho se consti~ui de um modelo te6rico 
para se determinar a distribuição das pressões devido a 

uma explosão acidental em um reator tipo piscina. 

2. Distribuição das Pressões 

L 

e 

-

~ R ~ 
Figura 1 

lj 

i! 
~; 

T 
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Em um cilindro de raio R com uma massa de água em re

pouso de altura L (Fig. 1) é superposta uma pertuhação ~ 

nidimensional e não permanente. As componentes das veloci 

dades em coordenadas esféricas, pressão e massa específi 
ca instantâneas podem ser decompostas em quantidades me

dia e de pertubação: 

vr(r,t) v r(r) + v~(r,t) 

v8 (r,t) v e (r) + v9(r,t) 

vljl(r,t) c v4'(r) + v~(r,t) ( 2. 1) 

P(r,t) p + P' (r,t) 

p(r,t) = p + p'(r,t) 

onde ~ e p sao consideradas constantes. 

Para o caso do fluido em repouso e pela condição de sime 
tria tem-se: 

o 
( 2. 2) 

viJ=v~=O 

Substituindo-se (2.2) em (2.1) as equações da continui 
dade, da quantidade de movimento, depois de linearizadas, 
podem ser escritas como : 

l.e..:. at +pô o ( 2. 3) 

(2.4) 

A relação entre pressao e massa específica é dada por : 



(;, 

ver 

ap• 
IT 

c:2 -ª-L 
at 
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( 2 • s) 

Combinando-se as relações (2.3), (2.4) e (2.5) tem-se: 

a2v 
r 

ã7 
c2 ~ 

ar ( 2. 6) 

Onde C i a velocidade de propagaçio da pertuhaçio e 
1 

2 
r 

a z 
ar C r v ) r . 

Supondo o escoamento como irrotacional pode-se escre 

d<l> v ,. -
r ar 

Onde ~(r,t) i a funçio potencial. 

( 2. 7) 

Substituindo (2.7) em (2.4) e (2.6) ohtém-se respecti 

vamente: 

a rP' 
3rCr~) + -=- = o ( 2. R) 

p 

1 a 2 ~ 1 a2 
:Z ~ = - :-r(r~) 
r a t r ar 

(2.9) 

Combinando (2.8) e (2.9) tem-se 

2 3 2 . 
élP' + QL :-7 (r<!>) 
élt r élr 

o (2.10) 

Sabendo-se que no instante da explosão uma massa de 

agua se transforma em vapor à pressão P~, ocupando um v o 

lume esfirico de raio ! a distribuição da pressão para r> 

t:J ,, 
:1 
l 
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a e dada por 

Po •[ r-a r+ a J 
P' (r,t) = -zr~ct-a)H(t--c-)-(ct-a)ll(t--c-)J ( 2. 11) 

onde H é o operador de lleaviside [s] 
No intervalo r-a <t< 

c 
r+ a 

c , a distribuição da pressão é 

dada por : 

P'(r,t) P~(r-ct)/ 2 r (2.12) 

3. Análise das tensões e deformações na parede 

Fazendo um balanço das forças na parede do cilindro~ 
la Fig. 2 tem-se [6) 

""ESSÂO• 2 p -·--·-·--· 

Figura 6 - Elemento infinitesimal da 

parede do cilindro. 



d
2
w + E!: dw Eh 

W m dt + mR2" w 

onde w = deformação radial 

110 

Po' 
1fi'il" (R-ct) 

m = massa por unidade de área 

E = módulo de elasticid~de 

( 3. 1) 

A relação (3.1) pode ser escrita numa forma mais sim 
plificada, 

d
2

w dw 2 P 
0 ~ + 2 W Q ãt + W w = R (P.-ct) 

dt m ( 3. 2) 

onde w2 = Eh . Q = 1 pc 
mRZ ' ZW m 

A equação diferencial (3.2) tem a seguinte solução: 
Para Q > 1 

~ = (_B_ _ ct + ~) _ e-WQt [cR + ~) 
o w2 ;r w ~ w 

r. 1 c ~ ~ cosh ( Wt) -~ C:-r - \I - . ) 
Qz _ 1 w w w 

senh(r. Wt)] 
( 3. 3) 

Para Q < 1 

w = (~ _ ct + ~) _ e-WQt 
I wZ w2 w [c R + ~) ;z w 

cos cP, 2 Wt) _ 1 (c _ Rd _ ~) J 2 ~ -v w 1 - Q w 

sen eH ll't)J ( .1. 4) 

r, 
~ 
i.i. 
H 
~ ' 
i_· • .. 
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onde 
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Q 1 

w ( R ct + 2c) -IH [c R + 2c) + 6 ~ ~ ~ 
- e 

~ ~ 

+ (.....S. - R + 2c) 
t] w2 w2 ~ 

ó Po' 
Rm 

4. Resu ltados e Conclusões 

1000.0 

100.0 

11) 

o 

31« 

10 .0 

1.0 

0.1 

DADOS EXPERIMENTAIS - e 

0 .01 0 .1 1.0 10 .0 100.0 

Figura 3 - Deflexão radial máxima 

em função da pressão. 

( 3. 5) 

1000.0 
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As tensões e deformações calculadas analiticamente f~ 

ram comparadas com os resultados experimentais existente~ 

As deformações radiais máximas,no plano meridiano que pa~ 

sa pelo centro da explosão, calculadas para vários picos 

de pressão na parede são apresentadas na Fig. 3, e comp! 

radas com resultados experimantais obtidos para tanques 

cilíndricos utilizando-se alto explosivo [6) . Na Fig. 4 
a relação tensão deformação Â comparada com os resultados 

experimentais. 

N 
E 

' z .., 
•o 

~ .., 
z 
III 
t-

I 0000.0 

1000.0 

100.0 

10.0 

J.O 

0.1 

0. o 1 J 1 1 1111111 1 1 11111~ I I IIIUil I I 111111 I I IIII.. I I 111111 
0.01 O. I 1.0 10.0 100.0 1000.0 10000.0 

falOS 

Figura 4 - Relação Tensão - Deformação 

Os resultados obtidos pela distribuição (2.12), pará 
as deformações radiais máximas, são apresentadas na Fig.S 

em comparação com os cálculos realizados utilizando-se a 
distribuição de pressão empÍrica P' = P e-t/S [~. 

m 
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Pode-se observar pela análise dos gráficos que os re 
sultados obtidos teoricament~ apresentam concordância com 

os dados experimentais. Na Fig. 5 verifica-se que, na fai 
3 6 2 ~. -. ~-xa entre 10 e 10 N/m , ha d1vergenc1a entre os calculas 

efetuados para a deformação radial máxima pelas distribui 

ções (2.12) e a empÍrica, sendo necessária uma avaliação 
experimental nessa faixa par~ se estabelecer a validade 

das distribuições em face da inexistência de dados experi 
mentais. 

1000.0 

100.0 

10.0 

.. 1.0 
31111: 

0.1 

O.QI 
0.01 O. I . 1.0 10.0 100.0 

Figura 5- (1) Distribuição (2.12) 
(2) Distribuição P' = Pm e-t/e. 

S. Conclusão 

1000.0 

Para os reatares nucleares tipo piscina o pico de p~ 

sao na parede da piscina está situado na faixa onde os r~ 

sultados teóricos apresentam boa concordância com os da-
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dos experimentais podenso-seutilizar a distribuiçio (2.12) 

para se obter as tensões e deformações nas paredes da pi~ 
cina. 
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THOMPSON, C.A., e CARVALHO, E. 

ACIDENTE TIPO RORAX EM UM REATOR NUCLEAR 

Sumário 

Utilizando as equações básicas da Mecânica dos Flui
dos para descrever a propagação de uma onda de choque num 
meio fluido, com aproximaçao de pertubação infinitesimal, 
obteve-se a distribuixão das pressões, utilizada para a 
determinação das tensoes e deformações nas paredes da pi~ 
cina. 

RORAX TYPE ACCIDENT lN A NUCLEAR REACTOR 

Summary 

The basic equations of Fluid Mechanics were used to 
describe the propagation of a shock wave in the fluid. 
Using the linear theory of perúnbation the pressure 
~tributions were ohtained and consequently -stress and 
strain were determined in the wall of the cylindrical 
tank. 
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1. Introdução 

Nas aplic ações do método dos elementos finitos a ana

lise não-linear, quas e sempre várias rest riçõ es são incorpo 

radas. Em gera l se limita à análi se de grandes deslocamen

tos, pois se faz uso de teorias próprias de corpos orienta

dos corno vi gas , placas, etc. 

Nas análises que envo lvem não-linearidade física tarn-
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bêm comumente se introduzem relações constitutivas de mate

riais de características de pequenas deformações. 

A análise de deformações finitas pelo método dos ele

mentos finitos foi inicialmente efetuada por Oden [1]. 
No presente trabalho o problema de grandes deforma

ções de membranas de materiais hiperelásticos incompressí

veis ê enfocado com o uso de elementos isoparamétricos qua

dráticos. 

2. Relações Constitutivas 

Um material é dito ser elástico se as tensões em cada 

instante dependem somente da deformação l oc al deste instan

te e não da história da defor~ação. 

Se o estado de tensões pode ser determinado por deriv~ 

ção de uma função energia de deformaç ão E , o material é 

chamado hiperelástico. 

A geometria de um corpo elástico é geralmente conhec~ 

do quando ocupa uma configuração de referência C
0 

, que é 

idealmente associada ao estado indeformado do material. 

Por esta razão é mais conveniente usar ao invés de 

uma função energia de deformação E , um potencial elástico 

W medido por unidade de volume do corpo indeformado. 

W = 0 p E 

As várias propriedade s e formas especiais de 

materiais an isótropos e isótropos são dis c utidas 

[ 4] . 

w 
por 

(1) 

para 

Oden 

Pode-se mostrar que para o grupo de materiais isótro

pos hiperelásticos W é uma função dos invariantes princi

pais de deformação: 

W=W(Il' Iz, !3) 

obtendo-se as tensões por: 

s'. lJ 
ílW ílll ílW íl lz 

íl il ~ + n-:;-2 ~ lJ lJ 
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Grande parte dos materiais considerados elásticos p~ 

ra deformações finitas é capaz de atingir severas deforma

çoes sem apreciável variação de volume. 

Esses materiais são conhecidos por elásticos incom

pressíveis e basicamente todas soluções existentes de pro

blemas específicos na elasticidade finita se valem de mate 

riais deste tipo. Ao lado do fato que todos movimentos de 

materiais incompressíveis são preservadores de volume, a 

característica mais significante desses materiais é que o 

tensor de tensões não é completamente determinado pela de

formação. 

Pode-se adicionar às tensões em um material incompre~ 

sível deformado qualquer mÚltiplo dessas tensões, como uma 

pressão hidrostática arbitrária h , sem alterar o estado 

de deformação do corpo. Ou melhor, a adição de uma pres

são hidrostática em um sólido elástico incompressível afe

ta as tensões mas não as deformações ou no caso de mate

rial hiperelástico, a energia de deformação. 

A condição de incompressibilidade fornece: 

(4) 

No caso de materiais hiperelásticos a equaçao (4) é 
interpretada como uma equação de restrição. 

Definindo: 

W = W(E- .) + À(I
3

- 1) 
lJ 

(5) 

onde À é um multiplicado~ de Lagrange, a equação (3) fi-

ca: 

s .. 
lJ 

aw + À ar 3 
dEij dE ij 

(6) 

sendo qu~ À é igual a pressão hidrostática h e Eij sa 

tisfaz (4). 

Se (4) é atendida, a função energia de deformação p~ 

ra sólidos hiperelásticos incompressíveis isótropos é fun

ção somente dos outros dois variantes principais: 



120 

W = W(I 1 , lz) (7) 

e 
aw arl aw arz ar3 s .. = --- +- -- + h-- (8) 1J ar 1 ac.. ar 2 ac.. ac . . 

1] 1] l] 

Várias aproximações de W(I 1 , 12) para materiais es

pecíficos foram propostas. 

A hipótese de incompressibilidade do material nao aca~ 

reta em simplificações no caso de aplicações do método dos 

elementos finitos. 

A função energia de deformação determina a tensão em 

corpos hiperelásticos incompressíveis somente a menos de uma 

função escalar h , chamada pressão hidrostática que não pe! 

forma trabalho quando o corpo deforma. 

Para o método dos elementos finitos a pressão hidros

tática aparece como uma incógnita adicional nas relações de 

rigidez e a condição de incompressibilidade deve ser manti

da aproximadamente em todo modelo discreto. 

Desde que praticamente todas equações constitutivas 

avaliadas para materiais altamente elásticos (borrachas na

turais e sintéticas, polímeros, combustíveis sólidos prope

lentes) consideram o material como incompressível, o estudo 

de deformações finitas de corpos incompressíveis constitue 

uma parte importante da elasticidade finita. 

3. Estado Plano de Tensões 

A escolha de formulação Lagrangeana para este tipo de 

material é obvia já que todas as variáveis aparecem referi

das à configuração indeformada. O princípio dos trabalhos 

virtuais é aplicado como em [11] para obtenção das equações 

incrementais de movimento. 
Na análise de estado plano de tensões a relação cons

titutiva para um material isótropo hiperelástico incompres

sível pode ser expressa por: 
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onde: 

Sij componentes do 29 tensor de Piola-Kirchhoff 

Cij 2 Eij + Oij = COmponentes do tensor deformação 

o.. delta de Kronecker lJ 

~ c33 = deformação normal ao plano 

constantes do material definidas por c. = aw 
1 ari 

(9) 

c1 cr 1-3) + c2 cr 2-3) função energia 

adotada (Mooney-Rivlin) 

de deformação 

Nesta equação a condição de estado plano de tensões 
s 33 = O já foi usada para eliminar a pressão hidrostática. 

Além disso a condição de incompressibilidade deve ser satis 

feita. 

(lO) 

A matriz C que relaciona os incrementos de tensões 

aos de deformações, definida por: 

(11) 

é obtida pelo gradiente de (9) isto é: 

(12) 
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A equação (10) será usada para eliminar a incógnita 
adicional \1 • Assim: 

( lcc22 J' 
Cu c22 - c12 c,J 

c - 4 c 11 2 211 C cll) 2 - cu Cu + 

- l SIMETRICA C cu) 2 

t: 
- 1 : l} 4 C2 ,, (z, (C11 • C22l 

lcc,,J' c12c22 
-C

12
C

22 J 
o (Cll) 2 -c12cn 

o SIMETRICA (Cl2) 2 

<CC11 • C,zl ~ : - 2 

o l r , c,, 
1 

c12]) ? 
o o + 

\12 
- 2 c11 c12 

o 0.5 cl2 cl2 
1 

Lo -w-
( 13) 

Em outro tipo de análise que seja não estado plano 
de tensão, a pressão hidrostática não pode ser eliminada e 
tem que ser incluida como uma variável adicional. A condi
ção de incompressibilidade fornece as equações suplementa

res para o conhecimento da pressão hidrostática. 

4. Solução pelo Método dos Elementos Finitos 

Argyris ( [5] e [6]) comenta a série de dificuldades 
que surgem em discretizações com elementos finitos "simplex" 
(TRIM3, TET4 e TRIAX3) quando problemas de materiais incom

pressíveis ou aproximadamente incompressíveis são analisa
dos. Nas aplicações que se seguem valeu-se de elementos iso

paramétricos quadráticos para discretizar o continuo. 

A aproximação pelo método dos elementos finitos é 
efetuada, e as equações incrementais de movimento de um si~ 
ples elemento são obtidas como desenvolvido em [12] . Os 

efeitos de amortecimento foram ignorados. 
Estas equações quando extendidas a todo o domínio di~ 

creto são integradas passo a passo pelo método de Newmark 

~. 

f~ 
~~ 
~~ . 
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ou no caso estático re s olvidas sucessivamente. 

Em ambas as análises são usados esquemas iterativos 

tipo Newton-Raphson para garantir o equilíbrio em cada inter 

valo dentro de uma pré-estabelec ida tolerância. 

S. Resultados e Comparações 

5.1. Análise Estátic a - Comparação com Resultados Ex 

perimentai s 

O problema da figura 1 foi analisado com o uso de 6 

elementos e confrontado com a análise experimental efetua da 

por Iding. 

Espessura ":.0. 125
11 

c, ~ 21.60!5 lb/ in2 

c~ 15.74!51b/ln' 
2 

---; -----,-----T - - ----, 
I I . I I 

~-+7---+--'-+----.+----1---;--- -T- - -- t - - ----: 
-- __ , _ _ -- _j_- ____ _j ' 

---~-

L. a Integração ~x5 

N° máximo de iterações::: 5 

FIGURA 1 - DEFORMADA PARA p = 41,80 ~b 

ATINGIDA EM 4 INCREMENTOS 

Deve-se nota r que o de slocamento final do lado de aplicação 

da carga é da ordem do comprimento original da peça. A con 
figuração final foi alcanç ada em 4 incrementos de carga com 

uma média de 5 iterações. 

Os resultados mostrara~ concordância (figura 2), e 

para evidenciar a grande diferença das tensões Piola-Kirch

hoff e Cauchy a distribuição dessas grandezas em duas seções 

é apresentada. 
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FIGURA 2 - DISTRIBUIÇÃO DE TENSOE$ (Q_b/in 2
) PARA p 41.80 Q_ b 

5.2. Anilise Estitica e Dinimica 

Novamente 6 elementos foram usados na discretizaçio 

do problema da figura 3. 
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A deformada atingida em 3 incrementos de carga é iden 

tica a obtida em [12] com 30 elementos lineares. 

O deslocamento na direção do carregamento de 

pontos é mostrado na figura 4. 

alguns 

p ( lb) 

~ 
~·H 

ij / + N029 

/ • N05 

i' a NO 19 

100 

50 

o 2 4 6 8 10 U(in) 

FIGURA 4 - CARGA-DESLOCAMENTO 

Para análise dinâmica o carregamento total foi consi

derado de aplicação súbita e constante. O intervalo de tem 

po para int egração ó t = 0.0015 s é aproximadamente l/120 

do período fundamental . 

Uma comparação com os resultados de [1 2], com os mes

mos parâmetros (integração pelo método de Wilson), está na 

figura 5 

Praticamente a mesma resposta é obtida com os dois me 

todos de integração. Além disso, convém salientar que os 

resultados não são sensivelmente afetados se a atualização 

dos efeitos não-lineares for processada apenas a cada 5 ou 

10 intervalos de integração, apesar de se tratar de um pro

blema fortemente não-linear. 
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6. Conc lus ões 

A aproximação do continuo por elementos isoparamétri~ 

cos para o e studo de materiais hipere lásticos é feita com 

eficiência. O controle sist emático da equação const i tutiva 

nos pontos de int eg ração do el emento garantem uma perfeita 

representação do material em todo o domínio . 

A extensão pa ra o caso de problemas tridimensionais 

consiste apenas da consideração do terceiro grau de liberd~ 

de, como usua l nas aplicações do método dos elemento s fini

tos à anális e de membranas infláveis. 
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Sumário 

análise 
hiper -
consti-

O método dos elementos finitos é aplicado à 
de grandes deformações de membranas de materiais 
elásticos incompressíveis. A derivação da equação 
tutiva empregada é discutida suscintamente. 

Uma formulação Lagrangeana da mecânica do contínuo é 
utilizada. A discretização se valeu de elementos finitos 
isoparamétricos quadráticos. 

Alguns resultados são apresentados e comparados com 
outras soluções. 

FINITE STRAINS OF HYPERELASTIC MEMBRANES 

Summary 

The finite element method is applied to the analysis 
of membranes of hiperelastic incompressible materiais. The 
derivation of the constitutive relations is briefly com
mented. 

A Lagrangean formulation is implemented, and the dis 
cretization is effected by quadratic isoparametric ele7 
ments. 

Some results are present and compared with others so 
lutions. 
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1. Introdução 

Este trabalho apresenta a formulação numérica para o 

cálculo das tensões resultàntes, deslocamentos e deforma 

ções em cascas delgadas de revolução com espessura e 

priedades elásticas ortotropitamente variáveis ao longo 

meridiano. 

pro

do 

~ obtido das equações básicas da teoria clássica das 

cascas um conjunto de quatro equações diferenciais parciais 
em termos dos três deslocamentos e do momento fletor meridi 

onal. 

Um programa digital em FORTRAN IV é codificado para ~ 
plicação à qualquer casca de revolução com ou sem polo [1). 
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2. Equações fundamentai~ 

O sistema de referência da casca e as tensões resul
tantes em um elemento genérico são mostrados na Figura 1 e 

todos os parâmetros geométricos adimensionalizados através 

de !
0 

e t
0

, r e spectivamente comprimento e espessura de ref~ 

rência. Ponto e vírgula sobre as variáveis indicam deriva

das parc i ais nas direções 0 e s respectivamente. 

...... 
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-:--,..___ I; 
"L-7'1 
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Fig. 1 - Elemento da casca e tensões resultantes. 

De acordo com a teoria clássica das cascas as equa
çoes diferenciais de equilÍbrio de um elemento (ds, d0) pa

ra cascas de revolução, são: (1] 
t • ' -l 

(pNs) + N0s - pN0 - plpQs = -pps 

, . ' ,, 
(pNse) + Ne + pNse + PlPQe = -ppe 

-1 ~' • ' Pl pNs - P1 pN0 + Q0 + (pQS) = PPr (1) 

' . ' (pMs) + Ms0 - pM0 = pQs 

: . ' 
(pMs e ) + Me + PMes = PQe 

A relação entre os vetares tensões resultantes N 

~ 
i! n 
i' 
( 
,,.: 
?l 
~1 

t: 
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= (Ns, Ne• Nsel, M = (Ms' Me• Msel e os vetares deformações 

médias E= (Es' Ee• Esel· K = (ks' ke• kse) é 

jN [ 
l~ ~ 

r E\ 
' (2) ' ( I 

iM [ K \ 
I J . / 

Onde c .. =c .. sao as constantes de rigidez extensional, e, 
1) J 1 

d .. 
1) 

dji são as constantes de rigidez flexional da casca. 

As relações entre o vetor deformação e deslocamento é 

• -1 -1· •• 
Ee = PP u + P V - pplpw 

-1· ' p u + v 

" ks z -w 

, 
ppv 

- Z·e ' -1; 
-p W - PP w 

-1·, ,-z-
kse = -2p ro + Zpp w 

(3) 

(4) 

As dezessete equações de (1) a (4) contém dezessete 

incógnitas e portanto o problema é solúvel. 

Eliminando todas as incógnitas exceto u, v, w e M , ob s -
têm-se um sistema de quatro equações diferenciais parciais, 

que após a expansão de todas as variáveis funções de e em 

série de Fourier, resulta em um sistema de quatro equações 

diferenciais ordinárias em s para cada harmônico n. Ainda 

mais, todas essas Variáveis sio adimensionalizadas usando 

l
0

, t
0

, E
0 

(módulo de elasiicldade de referência), cr
0 

(ten

sao de referência). Assim resulta, com x = (u,v,w, Ms). 

,, ' 
PX + QX + RX s (5) 

Os elementos das matrizes P, Q. R e S sao funções dos 

parâmetros geométricos que definem a casca e as constan

tes mecânicas de rigidez do material, e se encontram tabel~ 

das no apêndice. Determinado l, as deformações específicas 

e as demais tensões resultantes são calculadas por (4), (3) 
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e ( 2) . 

O conjunto de equações diferenciais (5) é de oitava 

ordem, requerendo a prescrição de quatro condições de con

torno em cada borda externa. Se 

'~ pl p 
~ =N +-M se se s e ' 

p 

1'1 =Q +!!M '<se s e s0 
p 

(6) 

sao as tensões resultantes efetivas nas secções de uma das 

bordas extremas, as condições de ~ontorno nesta borda podem 

ser expressas por 

t 1 N
5 

+ m
1 

u = e 1 

lz ~se + mz v = ez 

t Q + m3 w 3 s 

( 7) ~ 
~ e3 

; 

!4 w + m4 Ms = e4 

Exprimindo N , N e' Q em termos de (u, v , w, M ) resulta s s- s s 
nas seguin tes condições de contorno 

' GX + FX = E (8) 

onde os elementos não nulos de G e F estão no apêndice. 

No polo, as equações diferenciais da casca são singu 

lares e no caso de não existir carga concentrada no polo,i~ 

põe-se as seguintes condições de contorno a fim de obter so 

luções tini tas ( 4). 

' ~ 

n = o -+- u = o; v ~ o; w = O; M = o s 

o; " M o n = l -+ u + v = w = o; u = o; = s 

n = 2 -+ u = o; v ,. ' o; w = o; w = o 

3 o; o· o; " o n = -+ u = v ,. w = w = 

3. Solução Numérica 

As equações diferenciais (S) com as condições de con

torno (8) são escritas em diferenças finitas , usando 

f._ 
f-~ 
1:~ 
~~ 

!i 
~~ 

fi 
(' 
~= 
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X. 
l 

= 
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1 " 1 -(X . +l - X
1
.) e X. "' -(X . l - 2X . + X

1
. _ 1) 

h l l h2 l+ l 

s/a
0

m, sendo m o numero de intervalos pi vot a is. Pa 

r a as bordas extremas (i = 1 e i = m+l) e estações interme 

diárias 

onde 

as 

A. 
l 

equaçõe s (5) e (6) 

Al 
-1 

B1 = h G1 ; 

h-1P . + Qi; B. '* l l 

ci-1 
-1 

h Pi; Bm+l 

c -1 
SI m -h Gm+l; 

em 

= 

diferenças 

F1 

S. 
l 

-

i 

-1 h G1 ; 

finitas 

2, m 

-2h- 1P. - Q. + hR . l l l 

-1 F h Gm+1 + 
m+1 

El; S. hS. 
l l 

s ão 

(9) 

A fim de evitar a possível singularidade de BI e Bm+I 
as equações (9) são modificadas fazendo 

A* -1 B* -1 
AI = BlC1 A2' BlCl B2 -2 2 

B* B A- 1B cm, C* -1 
m m-·1 m m m-1 Bm+IAm Cm-1 

S* -1 
sl, S* -1 

sm+l BICl S2 - = Bm+1Am Sm -2 m 

e as equações (9) sao substituídas por (10) 

B* 2 x2 + A* 2 x3 S* 2 

ci-lxi-1 + B.X. + A. xi+1 : S . i l l l l 2, m (10) 

cm-lxm-1 + BmXm S* m 



lO 

o. 

o 

136 

1 -v'.tdu... .~l. fii'l ...... 

I 0.02 10 

~ la"cos ne 1-v 

I 
L_ 

01 02 V.;) V'+ V·:> 35 
n=O 

30 25 20 15 lO ~ 

--- P1898ntt Trabalho . .. • Timoshria 

l\~ 
D 

40 

0 .5 siL 50 o:1 02 0.3 0 .4 35 30 25 20 15 lO 5 n=5 

Fig. 2 - Tensões resultantes em cilindro e calota 
esférica. 
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Fig. 3 - Deslocamentos e momento meridional em casca esfé

rica sujeita a cargas gravitacionais. 
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Dados: 
P •LO; 1=2-4 o= 1.0 
Q/11=200; ~=0·3,a,=e.=0-006 

E,/E= EziE=I 
~ : 

L ~o~-- ~ 

,2 .4 6 8 

,2 A ,6 ,a 1.0 

2 

,.. •10 
A,•A,.= 6xiO;...,Ir11=5xiO 
J, = Jr6·8xl0 ,2)1,= s2=0.03 
k = IO"/Eh1 

IK=4Eh/al 

o\ -- '~ 

-I 
9=0 

-2 1.0 .2 6 8 .4 

o, ~< i 

-I 

-2 -

9 =TT 

4 . 6 .8 1.0 

Pig. 4 - Deslocamento e momento meridional de um cilindro 
ortotrópico com suporte elástico. 
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Usando as equações (10) Xi i= 2, m, sao obtidos usando 

técnicas de eliminação e então xl e xm+l obtidos das equa

ções (ll) 

-1 
XI = Cl (S2 - A2X3 - B2X2) 

(11) 
-1 

Xm+l = Am (Sm - BmXm - Cm-lXm-1) 

4. Resultados 

Soluções de vários problemas de cascas sao obtidas u

sando o presente programa e os resultados plotados nas Fig~ 

ras 2 a 4. Algumas delas são comparadas com soluções publi

cadas na literatura afim de constatar a precisão da formul~ 

ção numérica. 

Dois dos problemas tratados consistem em um cjlindro 

circular sujeito a vários harmônicos do momento fletor meri 

dional aplicados nas bordas extremas [3], uma calota esféri 

ca de bordas fixas sujeitas a pressão externa (z]. Os resu.!_ 

tados obtidos apresentam excelente concordância e estão plQ 

tados na figura 2. 

r analisada uma casca esférica de contorno rotulado 

SUJelta a cargas gravitacionais, respectivamente, paralelas 

e perpendiculares ao plano contendo o eixo de rotação e os 

~esultados são mostrados na figura 3. 

Na figura 4 são mostrados os resultados de um cilin

dro circular ortotrópico sujeito a cargas de intensidade 

p
0

(1 + ~ cos 8) paralelas ao ~ixo de rotação e aplicadas 

na borda superior. A borda inferior resta em suporte elásti 

co. 
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Apêndice 

1. Elementos não nulos das matri zes P, Q, E r S. 

Pn Pall · P22 = pa33' P23 = -npd33P1PIP 

p33 
2 ' 2 - d -p(2n d33/p + de(P} /p)' P34 = pp, P43- 11 

qll 
) ' 
pa ll + allp' q12 n(al2 + a33)' ql4 = -pp/pl 

ql3 
)' ' 2 2 al1p/pl - a12 P1P + pde(P) /ppl + n pd33/PP1 

q21 
. ' ~ 

-n(a33- al2)' q22 = a33P + a33P' q31= allp/pl-al2PIP 

)' ') ') :. 
q23 = -pnplp(d33 + dep/p)/p , q34 = P( 2 - ds)P 

q3 3 r 2 ' ~2 ' ' -p _2n (d 33/p) + (d8 (p) /p) I, q 43 = d
12

p/p 

rll 
" ~ ? , 2 2 

al2P + al2P - a22(p) /p - n a33/p 

r12 n(ál2 a33~/ p a22~/p)' r14 -p(l ' d )p/p1 s 

rl3 

, 
ali (p/pl) H ' ' 

a12(p1p) + allp/pl 
' 'j ,, ' 

a12P1P + a22plpp/p -

' 2 2 - al2p/ p l - n (d33 + de}PPI P1P 

., ' ' '' r21 = -n(a33 + a22p/p + a33p/p), r24 = -npdsplp/p 

" " ,, 2 ?:12 
r23 = n(a22plp/p - a12/pl) + np(pd33 + d33P + n de/P )PlPIP 

~1 
t~ 
1 

t• 
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2 2 r
43 

= -n d
12

/ p , r
44 

=-1 

2. Elementos das ma trize s G e F. 

f34 = .e3p(l - ds)P/P onde 

dl2 dll d22 -
2 

d de 
dl2 p (t ;.e )2 

s 
dll dll 

o o 

a . . e d . . são valores adimensionalizados em relação 
lJ 1) 

aos valores .t
0

, t
0

, E
0 

dos el~mentos das matrizes C e D, 
(Eq. (2)). 
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ALVES, D.B. 

ANÁLISE NUM~RICA DE CASCAS ORTOTR0PICAS DE REVOLUÇÃO 

Sumário 

~ apresentada uma análise numérica para a solução das 
equações gerais de cascas fin~s ortotrópicas de revolução 
sujeitas a cargas arbitrárias. As quatro equações diferen
ciais, em termos dos deslocamtntos e do momento meridional, 
sã9 separadas por meio de série de ~ourier na direção meri
dional. Um programa digital é desenvolvido para resolver as 
equações diferenças e vários problemas de cascas são apre 
sentados. -

NUMERICAL ANALYSIS OF ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION 

Summary 

A numerical analysis is presented for the solution of 
the general equations of tnin orthotropic shells of revolu
tion subjected to arbitrary static loadings. A set of four 
coupled differential equations, in terms of the displace
ments and meridional moments, are separated by means of 
Fourier expansions in the circunferential direction. A digi 
tal program is developed to solve the diference equations -

.and severa! shell problems are presented. 
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1. Introdução 

An~is de reforços de secções abertas e de paredes de! 
gadas são frequentemente arrallsados como secções compactas 
desprezando o deslocamento diferencial normal ao plano do ~ 

nel. A existência de flexão em elementos curvos de secção ~ 
berta de paredes delgadas ~ sempre acompanhada por torção 

não uniforme e por empenamento da secção transversal, ainda 
que o carregamento seja aplicado ao longo do centro de eis~ 
lhamento. Devido a este comportamento e o grande uso desses 
an~is, uma análise geral de cascas de revolução reforçadas 

por estes an~is ~ de grande importância. Neste trabalho são 
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apresentadas as equações de equilÍbrio e as equações 

transição em termos do vetor fundamental U = (u, v, w, M
5

) 

de cascas de revolução ortotrôpicas com propriedades mecâni 

case geométricas variáveis ao longo do meridiano 131. 

2. Equações fundamentai~ 

Nas figuras 1 e 2 encontram-se as coordenadas e sist! 

mas de referências de um conjunto casca-anel-casca. Os par! 

metros geométricos que definem o conjunto casca-anel são a

dimensionalizados através do comprimento de r e ferência, t 
e da espessura de referência,t

0
. O sentido positivo das car 

gas e tensões resultantes são os indicados nestas figuras. 

Os pontos A±(na' ~a' za) representam as bordas de união ca~ 

ca-anel e todas as grandezas Teferentes a eles contém o su-

perscripto "+" ou "-" 

As relações geométricas entre o vetor de slocamento do 

centro de cisalhamento, V= (u , u~, u , y), e o vetardes
n " z 

locamento de um ponto A genérico da secção, V 
a 

uza'Ya),é 
(una' u ~ a' 

una = un + ~ay; u~a = u~ - n ay 
(1) 

P u = (p - r )u - r Ú - n ú + p ~ S( 0 ) s za s " a z '" a I; a n s a ' 

onde ~a = ~(na' ~a) é o valor da função empenamento da sec
ção transversal no ponto A. ~(n, ~ ) satis f az as relações 

v 2 ~ =o, ff~dnd~ = JJ ~ ~dnd f. JJn'l'dnd~ =o (2) 

S(0) é o ângulo de torção por unidade de comprimento e pode 

ser expresso por 

-1 • -1 • 
S(0) = Ps (y - Ps un) (3) 

Se i • {N ,Nr,N , M , M~,M )é o vetar tensões resultante e n ., z n ., z 
P = (p , p~, p , m , m~, m) é o vetor carga distribuída no n ., z n ., z 
anel, as seis equações de equilíbrio de um elemento, forne-

cem 
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Fig. 1 - Elemento da casca e esforços aplicados no anel. 

E 

l~ I 
/' !l~ I 

--, Uz 
u'\ 

E, 

Fig. 2 - Localização do anel de reforço. 
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p N - M + !;: N 
. 2 

a: = PS m n - ps Pt,: s z n c 

M + M + n 
z !;: c N 2 

z * -ps m~;: - Ps Pn 

2 c 4) 
P N + M =-p m - ps Pz c z n s n 

M - M - n N = -p m 
z !;: c 1 . s z 

O vetor tensões resultantes,~= (N , M , Me, M ), pode ser z n .., z 
expresso em termos do vetor deslocamento do centro de cisa-

lhamento, V= (un, ui;:, uz, y), resultanto 

[ -1 -1 - - -1· -1 -1 J N = -E A u + u - u + u + Z a a PS PC (!;:C I;: nc n) PS Z PC I;: PC ncy 

E I -3(.. -1 .. ) E I -2( - P uc + P n u + uc -n y + cP Y a n c .., s c n .., c a ns c 
-1 .. 

Ps un) 

M 
n 

-2 .. -1 .. 
E I p Cuc+p nu +uc -a n c .., . s c n .., 

-1 
ncy) - Ea 1 n~;:Pc (y p-lü ) 

s n 

M~ 
-1 

Eall;:pc (y 
-1.. -2 .. -1 .. \ 

P u ) - E I p (u + p n u + u -n y) 
s n a n~ c !;: s c n !;: c 

M z 
-1 • -1· -3 -1 . G J p (y + p u ) + E r p (y' + p ü ) aas sn as sn (S) 

onde Aa,In,II;:, ln~· Ja, r e Ea são, respectivamente, area, 
momento de inércia, constante torcional, constante de empe 

namento da secção transversal e módulo de elasticidade. 

3. ~uações de transição casca-anel 

Tendo as relações tensões deformações em termos do v~ 

tor deslocamento do centro de cisalhamento, (Eqs. (5)) e a 

relação entre este e o vetor deslocamento de um ponto gené

rico A, (Eqs. (1)), pode-se obter as equações de equilÍbrio 

do anel em termos do vetor deslocamento do ponto A ou A+ 

A continuidade do vetor deslocamento nesse ponto fornece a 

relação entre o vetor deslocamento da casca, V = (u, v, w), 
- + 

e o vetor deslocamento nos po~tos A ou A 

+ u-
na 

+ + u- sen q,- w~ cos <P± ± 
uza 

+ -v- (6) 
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+ ,~ w (6) 

Portanto pode-se expressar as equações de equilÍbrio (4) em 

termos do vetor V. 

Além das cargas diretamente aplicadas ao anel, há a 

contribuição das forças seccionais da casca definida por 

(Qs' ~se' Ns' Ms)±. Estas forças assim como as cargas dire
tamente aplicadas e todas as demais variáveis dependentes 

em 0 são expandidas em série de Fourier e adimensionaliza

das através dos parâmetros i , t , E (mÓdulo de elasticida o o o -
de de referência), obtendo-se os harmônicos fundamentais c~ 

mo função de s. A análise então prossegue para o harmônico 

n, e, as equações (6) substituídas em (1), fornecem as rel~ 

ções entre o vetor deslocamento e S e o vetor deslocamento 
da casca nos pontos A-ou A+. 

V = D U (7) 

As relações tensões-deslocamento (5) sao escritas em forma 

adimensional resultando em 

M = B U (8) 

Agora, as equações de equilÍbrio (4) sao transformadas por 

(7) e (8) em 

H U = L (9) 

onde os elementos nao nulos de H e L estão no apêndice. 

As equaçoes da casca em termos das variáveis fundamen 
tais X = (u, v, w, Ms), sao em forma matricial 131 

" - ~ 
PX + QX + RX = B (lO) 

onde P, Q, R sao matrizes de ordem quatro cujos elementos 

são funções das propriedades geométricas e material da cas

ca e B um vetor que contém os termos de carga. 

Substituindo as equaçÕe$ (7) em (9) e expressando to
das as variáveis da casca em termos de X, resulta, 

(11) 
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+~+ + + +\+ + + - ,_ - -
Ã X + 13 X = C X + J') X + C X + J') X + F (12) 

Os elementos das matrizes Ã±, 13±, C±, J')± são os parâmetros 

geornitricos e de rigidez nos pontos A± das cascas e anel e 

os elementos de F são os termos de carga. 

Se o anel situa-se na borda extrema superior da casca 

as equações (11) e (12) se reduzem a 

(Ã+ - C+)X+ + (13+ - J')+)X+ F (13) 

e similarmente se situado na borda extrema inferior 

' cA- - c-)x- + (13 J')-)X- = F (14) 

Os elementos não nulos das matrizes Ã, 13, C e J') estão no a

pêndice. 

4. Resultados 

Exemplos nurniricos são analisados usando o programa 

para cascas ortotrópicas 131 adaptado para a solução de cas 

cas reforçadas por anéis. 

O primeiro exemplo, um Cilindro com as bordas extre

mas fixas, reforçado por um anel de secção transversal em T 

é sujeito a urna pressão interma p (fig. 3). No segundo exe~ 

plo, dois cilindros com nove ~ dezenove anéis de reforços e 

bordas extremas fixas, carregados por urna pressão interna p 

são estudados. Todos os anéis são idênticos e com a mesma 

geometria do exemplo anterior. Soluções obtidas usando o 

programa de cascas reforçadas por anéis são comparadas com 

soluções obtidas pelo programa de cascas ortotrópicas (fig~ 

ra 4). 

Urna composição de cascas cilÍndrica e cônica reforça

da, por um anel de secção T na junção cilindro-cone e sujei 

ta a urna força cisalhante na borda superior extrema ê anali 

sada e a configuração deslocamento radial é comparada, qua~ 

do se considera e quando se despreza o anel (fig. 5). 

Finalrn~nte, urna combinação cilindro-tronco cônico re

forçado por um anel de secção transversal em I localizado 

na zona de transição cilindro•tronco cônico é sujeito às se 

1 
~ 
~; 
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Fig. 3 - Cilindro com anel de reforço. 
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Fig. 4 - Cilindro com vários anéis de reforço. 
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Fig. 5 - Composição cilindro-anel-cone. 

o 

o/h= 100 o/t=IOO Eo= (t-v1 )Ea 

PROPRIEDADES SECCIONAIS DO .. .-, .... ••2-l•oz• K•/Kr 

-0,015 -0,03055 0,01280 

•0,01!5 -0,030!5!5 0,91• 1C1"' 

-0,01!5 -0,030!55 0,0128 

•0,01!5 -0,030!5!5 o,91• 10 

- - 0,0128 

- - -

ausencia de anel (E a =O) 

A-A 

" • <>.3 

ANEL 

'f+f .,-
- .... 583 •10'"4 

+4,583•10"" 

-

-
-

-- ---L__ 

[.oiiMiria 

J' = 13 1f [o ro• .. 
~5660 

1,!56!58 

~!5139 

1,8062 
i 

I 

Fig.6- Comparação das diversas hipóteses simplificadoras. 
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guintes condições de contorno 

2 

N 
s 

Tia 
M/(--2 o

0 
h

0 
cos a) 

4 

Q = o s 
M = O 

s 

na, borda superior e fixa na borda inferior. 

A rotação 8 da borda superior é comparada para diver

sas aproximações usuais em anéis de reforços (fig. 5). 
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Apêndice 

Elementos nao nulos das matrizes H e L. 
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2 -1 2 -1 -1 
h34 = n Ps h31' h41 = -pk2- a pk3 + ncps CncKr + PPc kl) 

h42 = -h31' 
-1 

h43 = ks + ncpc (k4Kr + ks) 

h = -n 2p- 1 Cpk + k) + n p- 1 cn K + pp-lk) 
44 s 3 2 c c c r c 1 

onde 

K 
·' n 

KG 

kl 

k3 

Kln, K~ = KI ~ , Kn ~ = Kin C K = E /E h3R. a o o o 

KJrG/Ea, Kr Kf/l. 2 
o p tz;.e2 

o o 

K -lK 
n~ - ncpc n' 

-1 -1 
k2 = PC (K~ - pc ncKn~) 

-1 2 -1 
P s C KG + n P s Kr) 

2 -1 
k4 * 1 - n Ps ~c' 

2 -2 
k5 = Cl - n )ppc Kn k6 

2 -1 
1 - n Pc ~c 

Cl.l,l.2,.e3,i4) = Cnpmn- psp~,-npm~ - pspn,pmn + PsPz·- pspmz) 

onde o vetar M = Cpn, p~ , Pz· mn' m~, mz) e 

M = M - R-S- + R+S+ 

onde s± Q+ + ~ + -C - , N-, N 8 , M) e R- sao matrizes 5 x 4, cujos s s s - s 
elementos não nulos sao: 

+ + + + + + 
rll = -rzz = cos ~ -, rl 2 = rZl = sen ~ - , r33 = 1 

+ + -1 ± ± -1 r± = -n±p1sen ~±+ +-1 + 
r43 = - ~ ; P r53 = na P ' 51 a Çp cos ~-

+ + -1 + + -1 + 
rS2 = n; p cos ~- + ~; p sen ~- , r54 = 1 

Elementos não nulos de Ã± e ~= 

Para i= l, 4 

+ - + + 6+ 
ai3 = - hil - n;hi3 - ~ 1 ~ 2hi2' i2 ~3hi2 - cos ~ - hi4 
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-1 -1 ± -1 .. 
Ps hi1 - ~4hi3 + (nps ~3~5 + ~2 P1 +ps sen ~-)hi2 

Elementos nao nulos de e± e o= 

a± .. c 2 ± ± ± ~± ~±)/p± 
21 - n a33 na + p

5
a 12 sen ~ cos ~ 
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a~4 = ±pp c1 s 
+ 2 ± ± a± d-)cos ~ /p ; 31 s 

+ + + 
±na33CPs + ~;);p -

a;2 =±a~3(ps + ~:)cos ~±/p±; a~3 + 
±npd33CPs + 

+ 
+ ~ ;) sen + + + 3 

~- cos ~-;c p -) 

' a!1 = -:;.a12Ps ~ 5 cos ~±/p± ; a!2 = +n.af2Ps~5/p± 

a! 3 =+ps[n
2 p(2d~ 3 + d~)~ 6 cos ~±/(p±) 3 

+ (a~ 1 /of + 

+ + + J + ai 2 sen ~-;p-)~ 5 

a~4 =;;: PPs 1_~ 6 (1 - d:) cos ~±/o± - 1) 

+ + + + + + + + -
onde al 1 ' ai 2 , az 2 , a3 3 , di 1 , di 2 , - dz 2 , d3 3 sao respectiva-
mente as constantes de rigidet extensional e f1exura1 das 
cascas contigua~ e 

d = dll d2 2 - d 2 
8 12 

dll 
ds 

+ 

~ p 
dll 

t 
(_Q) 2 

R. 
o 

= .!!._L + + 
~1 > ~2 = 1- ~;/os' ~3 = 0s/(ps - ~;) 

Ps 

+ + + + + • + 
~ 4 = cos ~- - n;/p

5 > ~ 5 = t; cos ~- - n; sen ~-

+ + + + 
~ 6 = ~ ; cos ~- - n; sen .p-

~'-

i! 
~ 
~ 
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ALVES, D.B. 

CASCAS ORTOTRdPICAS DE REVOLUÇAO REFORÇADAS POR ANEIS 

Sum!rio 

Este trabalho des creve um método de análise para solu 
çõe s de cas cas ortotrôpicas de revolução reforçadas com a~ 
néis de sec~ão aberta e de paredes delgad as . _ 

Equaçoes de compatibilioade casca-anel sao obtidas, 
fo rnecendo interrelações gerais que pod em ser utilizadas 
com qualquer equ ação da teoria clássica das cascas delga
das, afim de lev a r em conta o efeito do anel de reforço. 

Um programa digital codificado em FORTRAN IV foi usa
do para a solução de vários problemas. 

ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION REINFORCED BY RINGS 

Summary 

This report describes a method of analysis for solu
t ions of orthotropic shells of revolution with thin-walled 
open cros s -section ring stiffeners. 

Ring-shell interrelations a re descrived resulting in 
general relationship which can be combined with any shell 
l i near equations to take in to account of the effect of the 
r i ng stiffeners. 

A program in FORTRAN IV, was developed and several 
problems solved. 



157 

DO 
IV CONGRESSO BRASILEIRO 
DE ENGENHARIA MECÂNICA 

FLORIANÓPOUS, DEZ. 1977 

PAPERNO. 
PP. 

A- 13 
157 - 167 

ABCM/ CNPq 

OF THE FOURTH 
BRAZLIAN CONGRESS 

OF 
MECHANICAL ENGINEERING 

VIBRACIONES DE CASCARAS REBAJADAS 

Edgardo Taroco 

Raúl Feijóo 

Hector Rojas 
Luiz Bevilacqua 

Laboratório de Cálculo , CBPF 

Av. Wenceslau Braz, 71 , zc-82 
Rio de Janeiro. RJ, Brasil 

1. Introducción 

Se analisa en este trabajo, la respuesta estática y 
frecuencias naturales de vibración de cáscaras rebajadas 

dentro de la primera aproximación de Love y de las hipót~ 

sis simplificadoras de Mushtari-Vlasov [1 J. 
El tensor de deformación es obtenido a partir del gr~ 

diente del desplazamiento referido a la terna ortogonal in 



158 

trínseca de la superfície media en la configuración inicial 

de la cáscara. 
El movimiento bajo la acción de cargas, asi como los 

modos y frecuencias naturales de vibración de cáscaras reb~ 

jadas son determinados mediante la aplicación de princípios 

variacionales. 

Por Último, obtienese a través del Método de Elementos 

Finitos soluciones aproximadas que ·son comparadas con las 

obtenidas por otros autores. 

2. Geometría de la superfície media 

Una configuración [2, 3] C
0 

de una cáscara rebaj ada qu~ 

da definida a través de su superfície media S
0 

y de su esp~ 

sor h, dadas por: 

so 

c o 

donde: 
E3 

{X E3 
o E: 

{XE:E
3

:X 

X 
-0 

xa e 
-a 

3 1 2 1 2 -
+ X (X , X ) ~ 

3
, (X , X ) E: rl} 

~o + ç I?, I ç I :: ~ } 

{~\}i<3 

espacio Euclideano puntual tridimensional. 

base ortonormal. 

n 

(l 

normal a la superfície S
0 

supuesta siempre 

definida en todo punto de S
0

• 

abierto de E2 de contorno r, TI= rl u r 

OBSERVACidN. Los Índices repetidos indican suma dentro de 

la convención de Einstein. El rango de las letras latinas 

es 3 y el de las letras griegas 2. 

Las hipótesis de cáscaras rebajadas implican: 

1x:a x: 6 1« 1 

df 3
2
f 

donde f = ~· f o= axaaxo por lo tanto para este caso ,a o a ,a.1-1 IJ 

la terna intrínseca [s J de la superfície S
0 

y los coef~ 

cientes de la Primera y Segunda Forma Fundamental resultan 

respectivamente: 

; 



t 
-<l 

e 
-a 

+ x3 
,a ~ 3 

] 59 

n e 
-<l 

+ e 
- 3 

3. Primera Aproximación de Love e Hipótesis Simplifi

cadoras de Mushtari-Vlasov. 

Las ecuaciones básicas que describen el comportamie~ 

to de cáscaras delgadas fueran derivadas originalmente por 

Love [s ,4, 7], quien extendió a cáscaras, los postulados sim 

plificadores empleados por Kirchhoff en la teoría de pl~ 

cas. 

Las suposiciones básicas de esta aproximación consis 

ten en admitir que: 

i) La cáscara es delgada. 

ii) Las deformaciones y los desplazamientos referidos a 

la configuración inicial, son suficientemente 

nos. Es decir: 

= e 
= 

pequ~ 

donde U es el campo de desplazamiento de 

punto de la cáscara, VU es el gradiente del 

cualquier 

desplaz~ 

miento y e es el tensor de deformación lineal. 
= iii) La componente onn del tensor de tensiones g es despr~ 

ciada en las ecuaciones constitutivas. 

iv) Las normales a la superfície media S 0 en la configur~ 

ción no deformada, permanecen normales a la superf! 

cie media S. de toda configuración ya deformada C .. A 
l l 

su vez, la distancia entre puntos sobre una misma no! 

mal permanece constante al pasar de C0 a Ci. Lo ante 

rior implica: 

donde: 

n,n. 
- -l 
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pectivamente. 

~·!! desplazamientos de M
0 

E: 5
0 

y de N
0 

E: C
0 

sobre la normal a 5
0 

en M
0

• 

ç : distancia entre M
0 

y N
0

• 

situado 

OBSERVACION. Para giros pequenos (tg(~i'~) =O) la compone~ 
te según n del vector ç(n.-n) es despreciable frente a las 

- -1 -
componentes según ~ 1 Y ~ 2 • 

Por tanto, refiriendo U al tr!edro intrínseco en M
0 

se 
tiene : 

u u + ç 8 §=(81, 82,0) 

Introduciendo esta expresión en el V'! I t t [5], y 
- 1 '- 2 '~ 

teniendo en cuenta las aproximaciones de Love se obtiene: 

e = ;o + ç k 

donde: 

1 a S 
(e ) o = -2 (u B + u ) -o a.., , , a 

X 3 u 3 
,as e aS 

(~)aS kaB - [u 3 
+ u v X 3 + 

,aS ,vBa 

1 \) 3 
+ 2 ( u , S X , v a + uv X3 

0
}l 

ta. '\) ~ ...J 

Ahora bien, las hipótesis simplificadoras introducidas 
por Mushtari y Vlasov [1] en el análisis de cáscaras rebaj~ 
das consisten en suponer que: 

[ 
\) 3 3 J (u X ) 

8
;u 0 << 1. 

'\)() ' , C'XIJ 

Con estas hipótesis la expresión de (k) B se reduce a: 
= a 

(~) aS 
3 

- u.a8 

i_, 

I 
~ r. 
jl 
·i! 
1' 
i' 
l 

! 
; 
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4 . Problemas Variacionales 

Para la determinación del campo de desplazamientos y 

de las frecuencias y modos propios de vibración se recurre 

al principio de los trabajos virtuales [6 J y mínimo del c~ 

ciente de Rayleigh . Para ello, a l os efectos de facilitar 

la posterior aplicación del Método de Elementos Finitos, a 

la vez que, poner en evidencia las deformaciones en el pl~ 

no, las deformaciones que dependen de la geometría de S 0 y 

las que dependen de los cambios de curvatura, es conveni en 

te introducir los siguientes vectores: 

e = (e e Ze ) 
I I 2 2 I 2 

e + e + ç k 
-P -g 

a (a a a ) 
1 1 2 2 1 2 

donde: 

1 2 1 2 
) e (u) e (u u 

' u + u = -P '2 '1 -P -

-(X3 x3 2X 3 
)u 

3 
e (u 3 ) e -g '11 ' 2 2 ' 1 2 -g 

k - (u 3 3 2u 
3 

) k (u 3) u 
'11 ' 2 2 ' 1 2 

Si el mater i al de la cáscar a es Hookeano e isotrópi 

co, las ecuaciones constitutivas resultan: 

a = D e 

donde: 

o--",[: \) 

~~,] 
E módulo de elastic i dad de 

1 Young. 
1-\J o o \) coeficiente de Poisson. 

Ahora bien, si se define: 

r
0 

parte del contorno r de Q donde l as tension cs es tan 

pres cr ipt as . 



r 
u 

Kin 

V ar 

g 
N 
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parte del contorno r de ~ donde los desplazamientos 
I 2 3) ~ . 

~ = (u , u , u estan prescr1ptos. 

espacio de todos los desplazamientos u tales que sa 

tisfacen las condiciones impuestas en ru. 

espacio de variaciones admisibles y tales que ~ I r = 
o. 
fuerza por unidad de superfície de ~. 

fuerza por unidad de contorno ra 

u 

a(~.~) J {h[e (v)•D e (u) +e (v)·D e (u 3
) + n -P - -P - -P - -g 

3 3 3 J +e (v)•De (u) +e (v)•De (u) + -g -p - -g -g 

+ ~~ ~(v 3 )•D ~(u 3 )}dn 
(u,v) 

J 
h p ~·~ dn , p : densidad del material de la cás 

f(~) 

les: 

Q C& r a. 

I ~·q dn + I n - r 
a 

v•N dr a 

Se podrá plantear los siguientes problemas variaciona 

i) Determinar u 8 Kin t.q. 

a(~.~) f (~) para todo v 8 Var 

Este problema variacional es equivalente al principio 

de los trabajos virtuales en Mecânica del Continuo @]. 
Dados el sistema de fuerzas Cg.~) permite determinar el 

correspondiente campo de desplazamientos. 

ii) Determinar el escalar À y el campo u E Kin t.q. 

a(u,v) À(u,v) para todo v E Var 

Este problema variacional es equivalente al mínimo del 

cociente de Rayleigh; permite determinar los autoval~ 

res y modos propios de vibraciones naturales. 

Del análisis de estas principias [2] se obt ie ne l a 

existencia y unicidad de las respec tivas soluciones, perml 

tiendo además, estimativas a priori de los errares en la s 

li 
\1 
t-' 
ti 

;:1; 

;i ,· 
n 
,'·~ 

-I 
I 

I 
i 
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soluciones aproximadas. 

S. Aproximación por el Método de Elementos Finitos 

Soluciones aproximadas de los problemas variacionales 

propuestos en la sección anterior, son obtenidas a través 

del Método de Elementos Finitos. 

Para ello consideremos un elemento rectangular 

nudos con 6 grados de libertad en cada nudo. Estos 

de libertad son los valores que u 1 , u 2
, u 3

, u 
3 

, u 3 

de 4 

grados 

y 
3 ' 1 , 2 

u toman en dichos nudos. En este caso la representación, 
, I 2 

a nivel de cada elemento, del campo de desplazamiento esta 

rã dada por: 

3 T N 
u = ~ ~b 

donde ~ [ 7 ] es la matriz de interpolación del campo de de~ 

plazamientos u 1 , u 2 y \jJ [-7 J es el vector de interpolación 

del campo de desplazamientos u
3

• 

Introduciendo estas expresiones en los principias va 

riacionales, se arriba a nivel de cada elemento a: 

K N f 
2 N o u (K-w M)l! 

donde: 

r K 

K, J [ :· o 
K 

I K~ M 
K +K M •M] L 4 

2 3 2 3 

K 
3 
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M1 = J h p ~T ~ dn 
n 

M2 = J h p ~ ~T dn 

Jh 3 
TT T M3 = n 12 p(H3~ ) (H3~ )dn 

[ D, 
o l H·[~"] H .r 01 l H1 = O 02 

2 22 ' l l 
02 0 1 2012 0 2 

= 1.:_ 
2 

D 
a • 

D = --a axa aS axaax8 

f JnAT g dn + JQAT N dQ A 
I~ 

l o :TJ 

6. Aplicaciones Numéricas 

El elemento finito indicado en la sección ant e rior 

fué utili za do en la det e rminación de la respuesta estática, 

modos y frecuentias naturales de vibración tanto e n placas 

como en cáscaras rebajadas. 

i. Respuesta Estática. Se determiná la defl exión en el 

centro de una cás ca ra cilindrica empotrada en sus cua 

tro bordes, sometid a a carga normal uniforme de ca rac 

terísticas: 

a= b = 20 in., h = 0 . 125 in . , E 

v = 0.3 n = [O ,a] x [O,b] 

450 . 000 lb /i n
2

, 

Dada la simetría se es tudió la cuarta parte de l a ca~ 

cara, que fué particionada en 4 y 16 elementos . En Ta 

bla 1 se pres entan resultados obtenidos para tres valo 

res de 1/R, donde R es el radio del cilindro. 

ii. Frecuencias naturales de vibración. En Tabla 2 se pr~ 

sentan las frecuencias correspondi entes a una cáscara 

cilíndrica con cuatro bordes empotrados, de caracterís 

ticas: 

a 
E 

4 in, b = 3 in h = 0.013 in R = 30 in 

10 7 lb /in 2 , v = CJ.33, p = 2.48xl0- 4 lb sec
2
/ in

4 



4 

16 

165 

La cuarta parte de la cascara fue estudiada con una 
partición de 16 elementos, combinando condiciones de 

contorno simétricas y antisimétricas en los ejes de si 
metría, dadas por: 

3 
u 
.I 

u3 
• 2 

o 

o 

3 
u 

3 
u 

o 

o 

Los resultados fueron compa rados con los obtenidos por 

Petyt [9]. 

Tabla 1. Desplazamientos, según la normal, en el cen

tro de la cáscara 

1/R o. 0.005 o. o 1 

elementos 2x2 0.5029 0.1693 0.0523 

elementos 4x4 0.5029 0.1757 0.0553 

Solución Exacta o. 5 - 0.055 [ 9 J 

Tabla 2 . Frecuencias de cáscaras cilíndricas rebajadas 

con bordes empotrados. 

Modo À (aprox) À _(Petyt [ 8 J) 

s.s. 1.3 9 84 973 

s.s . 1.3 1334 1311 

S.A, 2 .1 1366 1371 

S.A, 2 .3 1 79 8 1775 

Agrade cimi ento. Este trabajo fue financiado en parte por el 

CNPq (T.C. 2222.071 2/76). 
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TAROCO, E., FEIJOO, R., ROJAS, H., y BEVILACQUA, L. 

VIBRACIONES DE CASCARAS REBAJADAS 

Resumen 

La respuesta es tática, las frecuencias y modo s pro
pios de vibraci ón de cáscaras rebajadas, dentro de la pr1me 
ra aproximac ión de Love e hipótesis simplificadoras de Musn 
tari-V1asov, son ana lizadas a través del principio de los 
trab a jos virtuales y del cociente de Ray1 eigh. Resultados 
numéricos son presentados. 

VIBRATION OF SHALLOW SHELLS 

Using the Love -Musht ari - Vlasov's theory of shallow 
shells, a variationa l f ormulation for the static response, 
and for the natural modes of vibration of s hells are dis
cussed. Some numerical results obt ained witb finite ele 
ments are prcsent ed . 
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1. Introducão 

Os estudos desenvolvidos na área de vibrações de cas 

cas axissimétricas com movimento de rotação, têm procurado 

principalmente analisar a variação das 

rais com a velocidade de rotação. Nos 

frequências natu -

trabalhos [1] a [4] 

seus autores, utilizando soluções analíticas, estudaram e~ 

se efeito em cascas cilíndricas, visando principalmente 
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aplicações industriais em reatares de centrífugas e turbi-

nas a gás. 

Hais recentemente, Pad.ovan, [5], utilizou o método 

dos elementos finitos na análise das vibrações e da establ 

lidade de cascas de revolução anisotrópicas, sujeitas a me 
vimento de rotação. 

No trabalho aqui apresemtado, cuja principal aplica

ção ocorre em moinhos de bola (pelotização de minérios) 

utiliza-se o método dos elementos finitos semi-analítico , 

para a determinação da resposta dinâmica de cascas cônicas 

girantes, submetidas a um carregamento interno, resultante 

da presença de massa, que embora no interior da casca, não 

a acompanha em seu movimento de rotação. 

2. Formulação Variacional do Problema 

Nesta seção será feito o estudo da dinâmica de cas -

cas cônicas, sujeitas a um movimento de rotação em torno 

do eixo de simetria, a partir do teorema dos trabalhos viE 

tuais, que conduz diretamente à forma fraca das equações 

diferenciais do movimento. 

2.1 - Teorema dos Trabalhos Virtuais 

O teorema dos trabalhos virtuais a~licado à dinâmica 

de corpos elásticos é expresso por: 

aw r p 
J 
c o 

d 2u 
--., 
dt~ 

ou dV 
o + I 

c o 

T• oE dV 
o (1) 

onde oW é o trabalho virtual das forças externas que at~ 

am sobre o corpo, e as integrais que aparecem em (1), re

presentam respectivamente o trabalho virtual associado às 

forças de inércia e a variação da energia de deformação do 

corpo, referidas à configuração C
0

• p é a massa específi -
2; 2~ 1 - ~ ca, d ~ dt e a ace eraçao de um ponto do corpo, T e o 

tensor de tensões de Piola-I<irchhoff de segunda espécie, !:: 
é o tensor de deformações de Cauchy e ( ·) denota produto 

escalar de vetares e tensores. 

Se· se utiliza as hipóteses de Kirchhoff-I.Dve para cas 

í 
I 
~ ,, 
l! 
\) 
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cas delgadas, as integrais de volume da equação (1) sao re 

duzidas a integrais sobre a superfície média da casca , e 

desprezando-se a inércia de rotação, tem-se: 

--., 
dt~ 

ou dS
0
+J (N • Õ€ + M ·6~)dS0 

so 

(2) 

onde: h é a espessura da casca, u é o campo de deslocamen

tos na superfície média, N e M sao tensores que represen

tam os esforços e momentos resultantes, ~ e ~ são tensores 

de deformação e de variação da curvatura da superfície mé

dia. 

Para o problema que se pretende analisar, é conveni

ente se utilizar uma configuração de referência dinâmica , 

adotando-se para tanto um sistema dinâmico intrínseco, is

to é, um sistema não inercia!. definido sobre a superfície 

média da casca, e que acompanha os movimentos rígidos de 

rotação da mesma (fig. 1). 

A análise que se segue t~stringe-se a vibrações li~~ 

ares de cascas cônicas, confundindo-se portanto a configu

ração dinâmica de referência, com a configuração deformada. 

FIG. 1 Casca cónica axissimétrica girando com velocidade 

angular Q em torno do eixo de simetria. 
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a) Trabalho Virtual das Forças de Inércia 

Seja ~(s,8,t) o campo de deslocamentos sobre a supeE 

fície média,referido à configuração dinâmica, e ~ (t) a ve

locidade de rotação da casca. A aceleração absoluta de um 

ponto da superfície média é: 

sendo: 

d
2u 

dt
2 a + QZu - ~ 2 zTzu + 2 ~Z~ + Ü 

-0 
( 3) 

. 2 
~ = u1~ 1+u2~ 2 +u 3~ 3 ; ~0=~r~ 2 -~ r(sena~ 1+cos a~ 3 ) e 

onde (") = ~ ~) e~ é um tensor antissimétrico cujas comp~ 
nentes não nulas são: 

z21 = - zl2 = sena z23 = - Z32 = cos a (4) 

o trabalho -virtual associado às forças de inércia é 

portanto: 

J 
s 

o 

d 2
u 

ph--dS 
dt2 o J 

o 

L 2 n 

r ph(a •ou + 
J - o -

~Zu· o u- ~ 2 zu·Z o u 
o 

+ 2 ~ Z~· o u + u· ou)rd8ds 

b) Energia de Deformação 

+ 

(5) 

De acordo com a teoria de cascas delgadas de Novozh~ 

lov [6] , particularizada para um material homo géneo e iso

tró~ico, a expressão da energi a de deformação de uma casca 

cônica é: 

L 2n 

u = .! ( f 
2 } 

G2 2 (1- v ) 2 J Dm Ell + E22 + ---2--- El2 + 2 v Ell E22 rd 8dS + 

o o 

L 2n 

+ .! r r 
2 } J 

G 2 2 (1-v) 2 l 
Df x ll+x22 + -2- xl2 + 2 v Xn x22.....J rdSds (6) 

o o 
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l-v2 e 
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Eh 3 

D = s ao os módulos de ri 
f 12(1-v2 ) 

gidez de membrana e de flexão respectivamente. E é o módu-

lo de Young e v é o coeficiente de Poisson do material. 

As componentes (lineares) 

e _:: sao [6]: 

E •• 
~J 

dos tensores E 

- rsenau
3 

) ,s 

c) Trabalho Virtual das Forças Externas 

+ 

+ 

( 7) 

Serão consideradas ações de forças externas, de cor -

rentes de um carregamento parcialmente distribuído sobre a 

superfície média da casca, mas que não acompanha o movimen 

to de rotação da mesma. Desse modo, a cada instante, o car 

regamento distribue-se sobre diferentes regiões da casca 

(fig. 1). 

Seja n uma coordenada espacial angular, em termos da 

qual será descrito o carregamento considerado.Admitindo-se 

que em t=O n e e (coordenada material) são coincidentes , 

tem-se: 

e = n + nt (8) 

e o trabalho virtual das forças externas é: 

(9) 

2.2 - Forma Fraca das Equações do Movimento 

Levando-se (5), (6) e (9) em (2) chegam-se às equa -

çoes do movimento cuja forma fraca é: 
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a(u,v)+ph(ü,v)+ph~(ZÜ,v)=j(v) + (a ,v) 
- - - - -- - - -o -

Vvt. V 

sendo: 

V = ~l(So)]2x~2(So)] s
0 

= [o,2~ x (O,L) 

a(~,yl 

(~,~) 

L h 

J J u·v rd6ds 
o o 

2 • 
.t(~,y) - ~ (~~·~!') + ~ (~~.yl 

(lO) 

(11) 

(12) 

.e c~.,~) = nm[<1J!l <~> ,1J!l <~> l+ 1? 

1J! 3<::>>] + 0 f[< 1J! 4(~), 1J! 4(~ll+ 1? 

1)!6 <::» J 

2 
(1)!2(~) ,1)!2(~) )+(l-v ) ( 1)! 3(~)' 

2 
( ljJS(~),ljJS(~))+(l- v ) ( 1)! 6(~), 

em que: 

1 
ljJl(~) = ul,S+VljJ3(~) ; 1)!2(~) = u2,s +r (ul,6-sena u2) 

1 
1)!3(~) = r(u2,e+senaul+cos a u3) ; 1)!4(~) =- u3,ss+ vljJ6(~) 

ljJS (~) ~(rcosau2 ; s-cos asenau2-ru3 ,s e + sena u3 , 6J 
r 

1 
1)! 6 (~) = ~ (cos au2 , 6-u3 , 66 -rsenau 3,s) 

r 

j (:_') 
.e2 n? 

J J- p(s,n)·~( s ,n+~t.t)rdnds 
.el nl 

3. Solução Aproximada 

(13) 

(14) 

A solução aproximada uh será obtida em um sub-esp aço 

de elementos finitos ~ C V~ Neste sub-espaço a forma fra
ca do problema (10) é: 

h h ··h h h h . h h h h a(u , v )+ ph(u ,v )+ ph~ (Zu , v )=J (V )+(a , v) ; Vv t. 'T" (15) 
- - - - -- - - -o -
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Dada a periodicidade do problema será us a da uma apr~ 

ximação em série de Fourier na variável e , combinada com 

uma a9roximação de elementos finitos em s. Dessa forma o 

sub-espaço vh é obtido como: 

k 1,2 (16) 

onde 

I ime k i~e k } spant <t> 1 (s), •.. e <f>N(s) m=-M, ••• ,M e 

i = ;-::--r 

As funções <f>~(S) sao interpelantes globais, 

partir 
J 

das funções 

Um elemento 

h 
v 

de interpo 'lação locais. 

qualquer v h e: vh pode ser -

M 3N i e I I q~(t)e m <f> . (s) . 
m=-M j=l J -J 

onde os vetores <f>. são dados por: 
-J 

construídas a 

escrito como: 

(17) 

1,2 • .. N. (18) 

Substituindo-se (17) em (15) e tendo em conta que: 

211 

I eime .ein8 d e 

o 

pI m 'I -n 

P! m -n 

obtem-se o seguinte conjunto de problemas: 

m=-M, • •• M 

(19) 

As matrizes ~1J, [cJ e ~m] sao normalmente conhecidas 
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corno matrizes de massa ,Coriolis e rigidez respectivame!:!_ 

te, sendo seus elementos dados por: 

m im8 -ime 
M.k = ph(e c)>., e cjlk) 

J -] -

m 
cjk 

Km 
jk 

h rl ( ime Z"' . 
P e -1'J 

-im6 cjl ) 
e -k 

( ime ,. -ime ,. l 
a e !j , e !k (20a-c) 

{ X } T 
m 

{ mm m}" d . ~. q 1 ,q 2 , .•. q 3N ~o vetor as 1ncogn1tas no-

dais e { F } 
m 

pondente ao 

é o vetor das amplitudes da excitação corres...: 

harmônico m. 

Fo 
k 

Fm 
k 

.e2 n2 

J J (p(s,n) + ~0 ) • _pk rdnds 

.e l nl 

! 2 n 2 
r ( 
J J 
.e l n 1 

-imn 
p ( s, n) • .Pk e rdnds 

para m o 

para m -1 O (2 la-b) 

No caso em que a velocidade de rotação é constante 

( Q=O), as matrizes [c J e [K J, que ocorrem em (19), são in m m -
dependentes de tempo, e dois tipos de análises podem ser 

feitas: 

a) Vibrações Livres 

O e studo de vibrações livres associado à equaçao 

(19) conduz ao seguinte problema de auto-valor algébrico : 

(- w2 
[M l + iw r2 [c]+ [K ]J(x> ={O} m m~ m m m rh (22) 

cuja solução fornece a variação das frequências naturais 

wm e dos modos normais de vibração {Xm}, com a velocidade 

de rotaç ão rl . Uma análise detalhada deste problema poee ser 

encontrada nas referências [4], [s] , [7] . 

b) Resposta em Re gime Permanente 

Neste caso a solução de (19) pode ser posta na for -

ma: 
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* -irnS"lt 
{ xrn ( t) } = { Xrn} e 

Substituindo-se (23 em (19) chega-se ao seguinte 

de equações algébricas lineares: 

{F } 
rn 

(23) 

sistema 

(24) 

que resolvido fornece o vetor de arnpli tudes 

* 
de vibração 

{Xrn}' correspondente ao harrnônico m. 

Obviamente sempre que alguma frequência natural wrn 

coincidir com a frequência de excitação rnS"l, ter-se-á urna 

condição de ressonância. 

4. Resultados Numéricos 

Os resultados numéricos, apresentados nas figuras 2 

a 4 procuram ilustrar, qualitativa e quantitativamente , a 

influência da velocidade de rotação S1 , na resposta dinâ~ 

ca de urna casca cilíndrica, submetida à ação de um carreg~ 

rnento do tipo descrito no ítem 2.1-c. Estes _ resultados fo

ram obtidos, usando-se um prourarna de elementos finitos,no 

qual foi implementado um elemento cônico, cujas funções de 

interpolação locais, para as componentes u
1

,u
2

,u
3

, são os 

polinôrnios cúbicos de Herrnite (12 parâmetros nodais). Uti

lizou-se na discretização urna malha uniforme de 10 elemen

tos. 

Na figura 2 estão mostrados os espectros de frequên

cias, correspondentes aos 12 primeiros harmônicos (modos 

circunferenciais) ,associados às 3 primeiras frequências n~ 

turais ( S"l =O) , bem como os _espectros de frequências da exci 

tação (linhas retas), correspondentes a três velocidades 

de rotação distintas. Todos o~ espectros referidos são di~ 

cretos - as linhas traçadas têm por objetivo melhorar a vi 

sualização. Este diagrama é importante pois permite avali

ar quais sao os harrnônicos predominantes na resposta dinâ

mica. 

A figura 3 ilustra justamente a predominância de um 

ou outro harrnônico, dependendo do valor rla velocidade C'e ro 

tação. Na fig. 3a está representado o espectro de arnplitu-
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Deslocamentos radiais da seção média. 

Resposta estática e história no tempo. 
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des do carregamento. Os diagramas 3b e 3c, mostram os es -

pectros de amplitudes da resposta dinâmica,correspondentes 

à seção média do cilindro, para diferentes velocidades de 

rotação. Pode-se notar que, para Q=2, a resposta dinâmica 

pouco difere da resposta estática (Q=O) . Isto se deve ao 

fato de que as frequências de excitação, relacionadas com 

Q=2, estão muito distantes (abaixo) das frequências natu -

rais do cilindro (vide fig. 2). Já para n = 6 observa-se 

grande predominância dos harmônicos 5 e 6. Fato semelhante 

ocorre para m = 3 e m = 8, quando Q = 10. Estes resultados 

estão de acordo com o previsto da análise da figura 2. 

Na figura 4 são apresentadas curvas de história no 

tempo, para um ponto da seção transversal média, correspo~ 

dentes a Q = 2 e n = 6. Também é mostrada a resposta está

tica desta seção. 

5. Conclusões 

Mostrou-se que, devido à rotação da casca, um carre

gamento estático, não axissimétrico, produz excitações haE 

mõnicas no tempo, de frequências mn , podendo conduzir a una 

condição de ressonância, sempre que algt~a das frequências 

naturais de vibração nm vier a coincidir com mn . Isso de -

monstra a importância de ~a análise prévia , semelhante 

àquela mostrada na figura 2, para que se possa prever o a::m 

portamento dinâmico desse tipo de sistema. 

Além disso a equação (22) comprova a dependência das 

frequências naturais da casca com a sua velocidade de ro -

tação. 
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LOULA, A.F., GALEÃO, A.C., TAROCO, E., e FEIJOO,R. 

VIBRAÇÕES DE CASCAS AXISSI~TRICAS 

COM MOVIMENTQ DE ROTAÇÃO 

Sumário 

Neste trabalho, utilizando-se o método dos elemen -
tos finitos semi-analítico, obtem-se a resposta dinâmica 
em regime permanente, de cascas cônicas, girando em torno 
do eixo de simetria, e submetjdas a um carregamento não
-axissimétrico, que não acompanha a casca no seu movimen
to de rotação. 

Além disso, mostra-se que devido à rotação da cas -
ca, esse carregamento estático origina exc-itações harmôni 
cas no tempo, podendo ocorrer um fenômeno de ressonância~ 
sempre que uma frequência de vibração da casca coincidir 
com a frequência da excitação, que é um múltiplo inteiro 
da velocidade de rotação. 

Apresentam-se resultados numéricos para o caso de 
um cilindro bi-apoiado. 

VIBRATIONS OF ROTATING SHELLS 

OF REVQLUTION 

Summary 

ln this work, a semi-analytical finite element me -
thod is used in order to obtain the steady-state response 
of conical shells, rotating about their longitudinal axes 
and under the action of an arbi trary loading, which does 
not rotate with the shell. 

Due to the rotation, this static loading generates 
an harmonic excitation, and a condition of resonance may 
occur whenever the natural frequency of the shell coin -
cides with the frequency of excitation, which is an inte
ger multiple of the angular velocity. 

Numerical results are presented for a simple suppor 
ted cylindrical shell. - -
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1. Introdu ção 
Os método s de calibração estãtica de um instrumento 

de medida são bem conhecidos . Através desses o ganho estã
tico ê determ i nado. Para se medir corretamente grandezas 
que estão variando rapidamente no tempo ê importante acres
centar ã calibração estãtica a resposta em frequência, cha-
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mada ãs vezes de calibração dinâmica. 
O obJetivo deste trahal~o i desenvolver um anel dina

mométrico de características tais que se rossa medir forças 
dP. compressão de penuena amnlftude e numa faixa de frenuên
cia razoivel para anlicações em Engenharia Mecânica. 

O anel foi construido na forma mostrada no item se
quinte. Depois a calibracão estãtica foi realizada para se 
obter o ponto inicial das curvas d~ resposta em frequência. 
O procedimento para a obtenção das curvas de resnosta em 
frequência, curva de ganho G{w) e curva de fase w(w), estã 
descrito a seguir. Tal procedimento i baseado em Cll. 

Finalizando, discute-se os resultados anresentados a~ 

sim como são feitas algumas considerações com relacão ao e
feito de carga sobre o anel dinamomitrico. 

2. Detalhes do Anel Din9mométrico 
Este anel foi usinado em aço carbono comum com as di

mensões mostrada~ na fig. 1. Esta forma é adequada ouando 
se deseja medir peouenas forcls de compressão. 

Fig. 1 - Vistas do Anel Dinamomitrico. 

Extensõmetros de 120 n foram colados conforme mostra
do na fig. 2 e ligados em ponte completa, sendo os quatro 
ativos. Para forcas de comprassão se tem: 

E 1 =e: 3 (deformações positivas) 

t 2 .. t 4 (deformações negativas) 

1 q 

~ 
i: 
ii 
il 
~l 
ti 

;,~ 
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Fig. 2 - Localização dos Extensõmetros e Esquema 
de Ligação em Ponte Completa 

Assim as deformacões específicas medidas pelos exten
sõmetros são todas somadas e hã comoensação do efeito de 
temperatura. Uma vantagem adtcional desta montagem e a sua 
não sensibilidade a momentos provocados por forcas não ra
diais em relação ao anel. 

Fig. 3 - Anel Oinamometrico 

3. Calibração Estática 
Na calibração estática foram utilizados os seguintes 

equipamentos: 
Ponte- amplificadora Hottinger, mod. KWS II/50 
Osciloscópio XV Tektronix, mod. 503 
Pesos padrões de 0,250 ~0,002 kgf 

Um pequeno prato foi construido, sobre o qual foram coloca-
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dos os pesos conhecidos. Foi verificada a previsão de in
sensibilidade da montagem de extensõmetros com relacão a 
cargas não radiais, variando-se a oosicão de um mesmo peso 
sobre o prato. 

Para a calibracão estãtica do anel foi escolhido o se-
peso de quinte procedimento . Colocou•se sobre o prato um 

9 kgf; a ponte-amplificadora foi então zerada e calibrada, 
Dez pesos de simultaneamente com o ajuste do osciloscópio. 

0,250 kgf foram colocados um a um e em seguida retirados um 
a um ate restar os iniciais 9 kgf. As leituras correspon
dentes foram tomadas. De forma semelhante, foram retirados 
dos iniciais 9 kgf dez pesos de 0,250 kgf, um a um, voltan
do depois a acrescentã-los, um a um. Foram obtidos 44 pon-

Po nl e 

Ampli fie odoro 
OsciloscÓpio 

Fig. 4 - Esquema da Montagem da 
Calibração Estãtica 

tos. Uti 1 i zando-se o método dos mini mos quadrados [2], foi 
feita a regressão linear. 
sim, e: 

A reta de calibracão obtida as-

onde 

Lo 0,570 Pi - 0,004 

L
0

- leitura no osciloscópio em volt 
Pi - pesos aplicados ao anel em kgf 

( 1 ) 

A escala de sensibilidade usada na ponte-amplificado
ra e de 100 um/m. No osciloscópio a sensibilidade para as 
leituras e de 0,2 volt/cm. Os pesos de 0,250 kgf tem erro 
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Volt 

1,5 

1,0 

o:s 

-2,5 -2,0 - 1,5 -1,0 1,0 1,5 2,0 2,5 Kgl 

-1,0 

-1,5 

Fig. 5- Curva de Calibração Estãtica do 
Anel Dinamométrico 

de ±0,002 kgf. Esses pesos podem ser tomados como padrões 
uma vez que a menor leitura no osciloscópio equivale a apro 
ximadamente 0,035 kgf. 

4. Ensaio de Resposta em Freouência 
Os equipamentos utilizados para a obtenção da respos

ta em frequência do anel dinamométrico estão relacionados a 
seguir: 

Gerador de Sinais Philips, mod. GM 2303 
Amplificador Philips, mod. GM 5535 
Excitador Eletro-mecãnico nhilips, mod. PR 9270 
Ponte-amplificadora Hottinger, mod. KWS II/50 
Osciloscópio XV Tektronix, mod. 503 
Contador Digital Hewlett-Packard, mod. 52218 
O método usado ê o das entradas senoidais [1]. Entra 

das senoidais, impostas ao sistema em anãlise, provocam saf 
das também senoidais e de mesma fre~uência em fenômenos li
neares. Ao anel dinamométrico impôs-se forcas senoidais de 
amplitudes e fre~uências selecionadas através do sistema g~ 
rador, amplificador e excitador eletro-mecãnico. Um conta-
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dor digital foi utilizado para melhor sintonia das frequên
cias. A variãvel de saída no levantamento da resposta do a 
nel é a sua deformação, medida em ponte. 

Tomando-se sinais proporcionais ã força excitadora e 
a deformação do anel e 1ançan4o-os num osciloscõpio XY , as 
curvas de resposta em frequêntia podem ser obtidas. A par-

entrada 

2~ 
Fig. 6 - Elipse Obtida no OscilocÕpio 

tir da elipse observada no osciloscõpio , fig. 6, o ganho e 
a fase são calculados nas expressões: 

sendo 

2 A 
G(w) • __ o. 

2 A; 

t(w) = sen-1 
2 y _.o 
2 A o 

A
0 

- amplitude do sinal proporcional ã deformação 
A; - amplitude do sinal prooorcional ã força 

( 2) 

( 3) 

y
0 

- valor do sinal de saída quando a entrada é nula 

O procedimento durante o ensaio foi, portanto, o se
guinte: foram tomadas as leituras 2y

0
, 2A

0 
e 2Ai para cada 

frequência escolhida. Varreu-se a faixa de frequência de i~ 

teresse, 10Hz a 1000Hz, dez vezes. Prõximo ã ressonância 
foram tomados muitos pontos. Devido ao acentuado pico, foi 
necessãrio tornar a amplitude da força excitadora quase nu
la afim de se evitar saturação do sistema na frequência de 
ressonância. As curvas obtidas estão plotadas a seguir. 
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Fig. 7 - Curvas de Resposta em Frequência do 
Anel Dinamométrico 

a - r.urva de Ganho b - Curva de fase 

1\ 

1000Hz 

1000Hz 



190 

Na fig. 7a a curva de ganho foi traçada normalizada, 
fazendo-se : 

a(w) :o 
G(w) 

G(O) 
( 4) 

onde G(O) é o ganho estático do anel dinamométrico, obtido 
através da calibração estática. Da €Xpressão (1), toma-se: 

G(O) = 0,570 volt/kqf ( 5) 

Assim, o ganho do anel para determinada frequência s~ 

rã obtido pelo produto do seu ganho estático pela ordenada 
correspondente na fig. 7a. 

5. Conclusões 
Pode-se afirmar oue o anel dinamométrico construido, 

possue sensibilidade adenuada is arlicacões pretendidas, o~ 

servando-se o valor dado em (5). Para se obter o menor va
lor de carga a ser medido com esse anel, tomou-se a leitur~ 
bilidade máxima da ponte-amplificadora 1 ~m/m. Isto corre~ 
ponde a uma leitura de aproximadamente 0,02 volt no oscilo~ 

cõpio e portanto a uma força de 0,035 kgf. A precisão dos 
valores obtidos a partir da reta de calibração estática é 
da ordem de 3 por cento. Este valor vem dos parimetros da 
regressão linear. 

Das curvas de resposta em frequência da fig. 7 é tom~ 

da a faixa de frequência utilizável. Observa-se que a curva 
de ganho é plana até 150 Hz, dentro de uma variação de até 
5 por cento, e a fase nula para esta mesma faixa de frequê~ 

cia. A frequência de ressonância encontrada é de 479 Hz 
com uma relação de amplitudes bastante alta, mostrando nue 
o fator d~ amortecimento do anel é praticamente nulo. 

Para avaliacão dos resultados experimentais, foi esc~ 

lhido o modelo massa e mola, bastante simples e conhecido , 
com: 

K = 3236 l<;qf/cm e ( 6) 
,, = o ,280 kg (7) 

1 
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· sendo: 
K - constante elãstica do anel dinamométrico 
M - massa do anel mais massa do pino do excitador 
o valor da constante elãstica, (6), foi obtido a par

ttr da Resist~ncia dos Materiais, (3]. A massa do anel e a 
massa do pino do excitador, com as partes mõveis fixas ne
le, foram medidas. Com a frequ~ncia natural dada por: 

f = ~ /K (8) 
n 211t--;,-

obteve-se 536 Hz. Este valor é 12 por cento maior que o va 
lor 479 Hz, obtido experimentalmente. 

O efeito de car~a do excitador sobre o anel dinamomé
trico é nortanto apenas o efeito de massa. Isto era esper~ 
do uma vez que as partes mõveis do excitador estão fixadas 
de um lado através de molas bastante elásticas, com constan 
te da ordem de 2 k~f/cm, e do outro lado acopladas regida
mente ao ane 1. 

A nartir das consideracões feitas e dos resultados ob 
tido~ experimentalmente, conclue-se que o anel dinamométri
co Projetado possue as características requeridas quanto ã 
sensibilidade e resrosta em freauência. 
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MUCHERONI, t1.F., e SELEGHIM, P. 

RESPOSTA EM FREOUtNCIA OE ANtiS DINAMOMETRICOS 

Sumãrio 

Um anel dinamomêtrico foi projetado afim de que seja 
utilizado como captador de forcas dinâmicas de pequena in
tensidade. Alta sensibilidade e larqa faixa de resposta em 
frequênci~ com praticamente qanho constante e fase nula são 
requeridas em muitas aplicações de Engenharia Mecânica. 

Descreve-se os ensaios realizados afim de se obter a 
sensibilidade do anel através da calibração estãtica e as 
curvas de resposta em frequência. 

Finalmente os resultados obtidos são analisados. 

FREOUENCY RESPONSE OF ELASTIC RIN~ TRANSDUCEPS 

Summa ry 

A elastic rinq transducer was designed to be used in 
measurement of dynamic and low amolitude forces. High 
sensibility and larqe range of freauency response with gain 
practically constant and phast null is required in several 
Mechanical Engineering applic•tions. 

The experimental procedure to obtain the sensibility 
through static calibration and frequency response plots of 
the ring was introduced. 

The results was finally analysed. 
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1. Introduction 

Design engineers are frequently confronted with the problem of 

mounting different varieties of engLnes and motors on structural ele
ments. In arder to avoid damaging resonance situations the analyst must 
be able to predict natural frequencles of the overall mechanical sys -
tem: structure-motor and its elastlc mmmting. It is irnportant to point 

out that the problem is also of interest in the design of electronic 
equipment when installed in vehicles subjected to severe dynamic situa
tions. 
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The mathematical solution is r ather complex, from a designer's 

viewpoint, even when dealing wi th simply supported beams or plates and 
neglecting shear and rotatory inertia effects . 

The present paper deals with a discussion of a very simple method 

to calculate the lowest frequencies of the coupled mechanical system: 

beam-motor and its elastic rnounting. It is assumed that the beam ends 

possess different flexibility coefficients. ln the case where the beam 
is simply supported atone end and 1lamped at the other, the experimen

tal results are in good agreement with the analytical predictions. 

The extension of the analytical approach to rectangular orthotro
pic plate structural elements is indicated when the four edges have dif 
ferent rotational flexibility coefficients. 

2. Statement of the Problem aryd Its Approximate Soluti on 

Consider the mechanical system shown in Figure 1 : 

1-- L------t 

I .-x -lx=r-
Figure 1 - Mechanical System Under Study ~ 

I 
In the case of normal modes amd neglecting rotatory inertia and fi 

shear deformation effects, the behavior of the system is governed by the J 
well known differential equation: f 

EI d~W - p.A .w2 .W = w2. M.W, ó(x-y) 
dx~ 0 1 - w2M/k 

(1) 

where E: modulus of elasticity, I: moment of inertia, W: displacement 

amplitude, p: mass density of the beam material, A
0

: cross sectional 

area of the beam; w: circular frequency, M and k: mass of the motor or 

engine and the spring constant of its elastic mount respectively and 

o: Dirac's delta function. 

The boundary conditions are: 
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W(O) W(L) o (2a,b) 

dW 
lx=O 

d2W 
lx=O dx = 4> .E.I.--

I dx2 (2c) 

dW 
lx=L 

-<P E. IfW 
lx=L dx 2 dx2 (2d) 

where <P
1
and <1> 2 are the flexibil ity coefficients of the beam supports 

which are assumed elastically restrained against rotation . 

From a designer's viewpoint it is advantageous to obtain a simple 

frequency equation which allows pre&iction of the lower frequencies of 

the coupled mechanical system. Admittedl y an exact solution can be 

found but its use is considerably mmre difficult for a professional en

gineer [ 1] . 

One takes then [z] 

W(x) "'Wa (x) (3) 

and from t he boundary conditions obt ains directly: 

(4a) 

a2 = a~ 
1+ l + 12 

I a2 + 
kl k2 kJ 2 a3 a 2-r L 3 

l t f 
2 

(4c) 

a2 1 + !+!+_ll__ a' k, 2 klk2 4 a, L2 l t 2. = 17 
k2 

(4d) 

where: 

k 
I <1>

2 
E.I. /L 

Substituting (3) in (1) results in an error or residual function 

E(x), which can now be minimized maling use of one of the weighted re

sidua}S techniques. 
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Using Galerkin's method it can be shown that the frequency equa

t ion is given by [2] : 

24 a1 P 
4 

where : 

M M 

- ~2 (P + Mv 24a ' p • ~ p2 )+ 4 My 
2 B k 4 2 My ~ k Ef7L3 7 EI7[} 

~ =J~:~o w.Lz M 
v 

p.A0 L 

p2 

p3 

P, 

PS 

p 
6 

p 
7 

PB 

= 

= 

= 

=· 

= 

= a' 
1 

a; a. a ' a' 
z-+ -1+--t+-t 

a' a ' a ' a' 
_.!._+ 

3 -t+-i+i-

a' a ' a' a ' 
--t+ -1+-i+i-

a' a ' a ' a' 
_.!._+ 

5 
...1.+-l+~ 

6 7 8 
a' a' a' a ' 
-i+ -t·i·i-

2 3 4 
(í.) + a' (Y) + a1 (Y) +a1 (Y..) 
L zL 3L ,L 

=a' P +a' P + a1 P + a'P 
13 24 35 46 

Pa o (5) 

Equation (5) yields the two lawest frequency coefficients of the 

coupled system. 

3. Comparison of Analytical anP Experimental Results 

Experimental results were obtained in the case of a beam simply 

supported at one end and rigidly clamped at the other. 

Figure 2 depicts the mechanical system built at the Institute of 
Applied Mechanics and the equipment used in the frequency determinations. 

' • I 
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FIGURE 2 - Mechanicat System and Equipment Used. 

A block diagram of the equipmeftt is shown in Figure 3: 

o 
A 

E 

S. S.: 

T 

CRT : 

R 

Oscillator 

Amplifier 

Electrodynamic Vibration Generator 

Structural System 

Transducer 

Oscilloscope 
Oscillograph 

FIGURE 3 - Block Diagram of the Equipment. 
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The geornetric and rnechanical ~aracteristics of the structural 

element are the following: 

L 
b 
h 
W. 
E 

I 

p 

56 cm 
5.08 cm 
0.635 cm 
1. 590 kg 
2.100.000 kg/cm2 

(span) 
(width of the bar) 
(thickness) 
(total weight of the beam) 
(Yotmg's modulus) 

~~
3

- 0.1083936 cm4 (moment of inertia) 

y_ 
g 

8 x 10-\g ~ (density of steel) 
cm 

</Jl o <P2 = 00 

To provide excitation of the structural system tmder study the 

following equipment was used: 

(a) Oscillator OMQNFRINI, ~ G.A.300) 
(b) Amplifier (developed and constructed at the Institute of 

Applied Mechanics 

(c) Electrodynamic Exciter (sarne as -b-) 

The oscillator (a) generates ~ sinusoidal signal which is ampli

fied (b) and then converted into a mechanical signal in the exciter 

(c). This mechanical signal consists in a mechanical force which va

ries sinusoidally at the frequency ~rovided by the oscillator. 

The natural frequencies of viroration were measured using the fol

lowing equipment: 

(d) Transducer 

(e) Oscilloscope OMONFRINI, Type (1.1 410 B) 

(f) Recorder (SAN-EI, Type Fl-301) 

The transducer (d) consists of a permanent bar magnet that moves 

in the core of a long coil wotmd on a plastic material. 

For vibratory motions, a-c voltage is generated which is an accu

rate analog of the mechanical moti$n [s] . 
The permanent bar magnet was fixed to the plate and the coil at

tached to a motionless point. 

The output voltage of the tramsducer is proportional to the rela-
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tive velocity between the coil and the magnetic flux lines being cut 

by the coil [3]0 
ln arder to determine the nàtural frequencies one excites the 

structural system with the sinusoidally varying force and measures the 

phase difference between the mechanical force and the transverse dis

placement of the plateo This phase difference varies 180° when the 

excitation "crosses" a natural frequencyo 

The method of "Lissajous figures" was used at this point o 

Lissajous figures are obtained by the combination of two mutually 

perpendicular sinusoidal excitationso ln the present study the "Lissa

jous figures" were visualized by means of the oscilloscope (e) by send

ing the electrical signal provided by the exciter to the horizontal de

flection plate of the oscilloscope and the electrical signal of the 

transducer to the vertical deflection plateo Depending on the phase 

difference between these signals the shape of the figures will changeo 

For a phase difference of 180° a straight line is obtainedo This 

line is perpendicular to the straight line determined when the phase 

angle is 0° o 

For an accurate determination of the natural _frequency it is im

perative to measure the amplitude of vibrationo 

This must be a maximum in correspondence with a resonance situa-

tion When the maximum value of the amplitude is obtained one records 

(f) the electrical signal generated by the transducer (d)o 

When dealing with clamped edges it is not absolutely clear the 

value of the "true length" of the beamo 

It was decided to obtain this length L* determining first the 

fundamental frequency of the beam shown in Figure 2 (without the mass 

M) and knowing this value (obtained experimentally) one is able to cal

culate L* from the expression; 

(6) 

where w
0
e is the fundamental circular frequency determined experimental 

lyo Since in the case studied: 

7005 Hz 

substituting in (6) one obtains: 
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L* = 56.9 cm. 

A comparison between analytical results (equation 5) and experi

mental values is shown in Tab1es 1 and 2. Two different masses and 

springs have been used: 

- ~ M1 - 0.000946 Kg.cm 

k1 = 1. 79 Kg/cm 

M2 = 0.0023 Kg.~
2 

cm 

k2 =. 10.56 Kg/cm 

The parameter y is taken equal to 28 cm in a11 cases. 

fOM fOB 
Exp. Ana1yt. Exp. Ana1yt. 

M1 6.5 6.89 70.5 73.54 

M2 4.5 4.42 70.1 73.51 

TABLE 1 - Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz) ; 
k1 " 1. 79 kg/cm. 

fOM fOB 
Exp. Analyt. Exp. Analyt. 

M1 15 16.20 72 .s 75.79 

M2 10 10.40 71.5 75.71 

TABLE 2- Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz); 

k2 ~ 10.56 kg/cm. 

The value of the natural frequency of the spring-mass system modi

fied by the presence of the structural element is denoted by fOM. In a 

similar manner, the value of the fundamental frequency of the beam, mo

dified by the sprung system, is denoted by f0B. 

The agreement between analytical and experimental results is rea

sonable. Table 3 depicts analytical and experimental resu1ts when the 

mass is rigid1y attached to the beam (y= 28 cm) 

foB 

M1 46 45.88 

Mz 33 34.51 

TABLE 3- Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz); 
k+~ 
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4. Conclusions 

The methodology presented in this paper is quite simple and appli

cable to an important class of structural dynamics problems. It may be 
extended in a straightforward fashian to more complex structural systems. 

Take for instance the case of an orthotropic rectangular plate with a 
mass -spring system attached to it. For normal modes one has: 

2 

V~ W(x,y) - p.h.w2 .W(x,y) = w .M W(x,y) ô(x-x) ô(y-y) (7) 
1- w2 M/k 0 0 

where V~ is the biharmonic orthotropic operator and the sprung system 

is attached to the plate at the point (x
0

,y
0
). 

I f W(x,y)=O at the boundary of the plate and each edge of the rec

tangular plate is elastically restrained against rotation, ~i being the 
flexibility coefficient where i=1,2,3 and 4; one "constructs" a funda

mental modal shape of the form: 

W(x,y) "Wa (x,y) 
4 4 

l: a. xi) ( l: i=1 ]. j=l (8) 

where each a. and B. are determined by requiring that (8) satisfies 
]. J 

identically the boundary conditions. 

Substituting (8) in (7) and applying Galerkin's method one final
ly obtains the desired frequency equation. 
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DYNAMICS OF BI}\MS WI'Ill ENDS 

ELASfiCALL Y RESTRAif:!D AGAINSf ROTATION 

~ 

The coupled, dynamic behaviour of the .system: structural element
motor and its elastic mounting is of interest to aeronautical, civil, 
mechanical and naval engineers. 

On the other hand the problem is also of basic importance to elec
tronic designers. 

The present paper deals with a discussion of an approximate method 
developed at the Institute of Applied Mechanics, which allows straight
forward determination of the lower natural frequencies of the coupled 
system. It is shown that the analytical predictions are in good agree
ment with experimental results in the case of a mechanical system built 
at the Institute of Applied Mechanios. 

DINAMICA DE VIGAS CON EXTRIMJS RESTRINGIDOS 

ELASfiCAMENI'E CONTRA ROTACION 

Sl.lllf!lrio 

El comportamiento dinâmico acoplado del sistema: elemento estruc
tural-motor y su fundación elástica es de interés en todos los campos de 
la ingeniería. Por otra parte, el problema básico es también de interés 
a disefiadores de equipes electrónicos cuando estos actúan en ambientes 
vibratorios severos. 

Este trabajo presenta una disausión de un sencillo método de cálc~ 
lo desarrollado en el Instituto de Mecánica Aplicada. Se demuestra que 
las predicciones analíticas concuerdan favorablemente con resultados ex
perimentales en el caso de un sencillo sistema mecánico construído en el 
Instituto de Mecánica Aplicada. 

il i\ 
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1. Introduction 
A periodic system is one that consists of identical 

elements joined together in an identica1 manner to form the 
who1e system. 

Many of su ch systems can be identified in engineering: 

a ta11 building having a uniform structure and identical 
storeys; an aircraft fuselage consisting of a cylindrical 
uniform shell stiffened by identica1 frames and regularly 

spaced stringers (fig. 1). 
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O 51-EAR CENTRE 
A ATTACHM::NT POINT 
C CENTROID 

Fig. 1 - A s tringer- s tiff ened structure 

All these ~re complex structures and the modal 

method of f inding th e response bears inherent s hortcomi ngs 

that are difficult to overcome in practice, c hief l y wh e n 

the structure is made up of many periodic elemen t s . 

To resolve these difficulti es a wave propagation 

methDd has been develop ed by many workers [1, 2, 3, 4, 5, 

6, 7, 8] which avoids the cal cu l a tion of natura l freque~ 

cies and mode shap es and pos es no ex tra probl ems 

damping is considered. 

whe n 

ln [7] a computer oriented ma trix method is devel oped 

to find the free wav e propagatio n constants, which makes it 

able to be applied to complex periodic structures, such as 

those quoted here. 

Also the merits and diff iculties of previous work s 

have been discussed a t length in [ 7]. 

It is the purpos e of thi s pre sent paper t o present a 

wave matrix theory of the re s pons e o f peri odic structures 

to concentrated forces which, besides being fa irly general, 

is computer oriented . 

This theory rests on the concepts int ro duced in [7 ] 
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and is in fact a natural development of it. Also the comp~ 
tation involved rely on the mumerical methods discussed 
in (6]. 

The propagation constants of the structure are 

supposed to be known for the frequency (or frequencies) of 

interest. The case of a singl~ harmonic force applied 

anywhere in a bay of an infimite periodic structure is 

considered. The solution can easily be extended to the case 

of several concentrated harmomic forces by superposition 

(the structure is supposed to be linear). As far as the 

structure is concerned the only requirements are that it is 

spatially periodic and linear. 

The response of finite ~eriodic structures is discus

sed in sequence, without presenting details. 

2. Wave shape - complex wave components 

Broadly speaking, to each terminal degree of freedom 

(see (8]) there corresponda pair of free waves, one 

directed to the positive and another directed to the negatl 

ve direction. Of course all of these waves, or some of 

them, can be attenuating, depending on the particular fre

quency considered. 

ln any case the spatial distribution of the deflec

tion along one bay (i.e. in a direction perpendicular to 

the stringers in a stringer-stiffened structure (fig. 1~~ 

can be expressed as a linear combination of functions e JY, 

where Àj are the eigenvalues of the state matrix (6]. The 

sarne statement applies to any other quatities such as 

slope, moment, shear force, and so on. ln mathematical form 

{z(y)}r rF] 
' r 

(1) 

ln the above expression r represents the number of 

half waves alonga support, or stringer (in a stringer

stiffened structure) or the number of waves along the cir

cunference of a cylinder (in a ring-stiffened structure). 

Column {z(y)} represents a state vector [7, 9] and 
r 

{C} contains arbitrary constants. Matrix (F] contains r r 
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constants depending on the dimensions and elastic proper

ties of a bay. It can, without strenuous effort be written 
down for a structure with two terminal degrees of freedorn. 

Expression (1) can also be written in the form: 

{z(y)} = [F] L-tt~J [Fr 1{z(O)} r r r r (2) 

rhe above expression shows cle4rly that the coeffici

ent of {z(O)}r is precisely the field transfer matrix for a 
field length y, i.e.: 

À . 

[r F (y, O)) = [F) r ["- e-l2'_] (F]; l (3) 

Expression (2) can be tnought of as the solution of 

the state equation {z(y)}' = [A] {z(y)} , where [A] is r r r r 
the state matrix of the bay [7]. 

Substituting {z(y)} in the state equation for the 

expression (2) one can show that (F]r is in fact the rnatrix 

of the right eigenvectors of [A] (let's denote it frorn now 
r • 

on by [u]r). ln practice it is not convenient to invert 

[U]r to compute the field transfer matrix [rF(y,O)]. 
Instead it is preferable to find the modal matrix of the 

left eigenvectors, that is, the matrix whose columns are 

the eigenvectors of the transpose of (A ] . It is well known 
r 

that the transpose of the matrix of the left eigenvectors 

(let's call it [v] ) is the inverse of [U] provided the 
. r r r 

eigenvectors are norrnalized such that {v}. {u}. = 6 .. , 
l J l J 

where ô .. is the Kronecker' s delta. 
lJ 

Matrix [V]r can conveniently be computed by using 

the sarne subroutine that calculates [U] . 
r 

Applying now the basic principie of free wave propag~ 

tion in spatially periodic structure [8] by taking y = i in 

(1), it is easy to show that 

[u) -l [r] [u] {C) r -ill{C} 
e r ( 4) 

where [r] is the structural period transfer rnatrix [7) and 

11 is the propagation constant. 

rherefore, the complex coefficients appearing 1n 
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expression (1) can be found by so1ving the eigenva1ue 

prob1em expressed in (4). Note that there are 2n eigen-

values, that is, 2n sets of c~mplex coefficients c .. 
J 

One can easily see that since {z(O)} = [U]{C}r' ex-

pression (4) can be transformtd into 

(5) 

which is the basic eigenva1ue problem dealt with in [6], in 

connection with free wave pro~agation. 

The relation between {z(O)}r and [C]r can be written 

as 

{C}(m) 
r 

So, the quantities appearing in (1) can be written as 

functions of the eigenvectors of the period transfer matrix. 

Bearing in mind that there are al1together 2n waves 

(2n propagation constants) anm combining expressions (2) 

and (3) one get's 

{z(y)} = [TF(y,O)] (L {z(O)}(m)),m = 1, .. ,2n (6) 
r r m r 

remembering that { z (O)} ~m), m = 1, .. , Zn, are the eigen-

vectors of the period transfer matrix. 

Note that the state vector in (6) is not comp1ete1y 

determined because the eigenvectors of the period transfer 

matrix are on1y computed within an arbitrary constant. 

Therefore expression (6) can we written in another very 

convenient form for computation 

2n 
{z(y)}= L am{~m(y)} 

m=l 

where am are arbitrary complex constants and 

sha11 be ca11ed comp1ex wave components. 

(7) 
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3. Response of infinite periodic structures 

The theoretical background developed in the previous 

section will be applied here to find the response of 

spatially periodic infinite structures to concentrated 

harmonic forces. 

In fig. 2 an infinite periodic structure is depicted 

where a force represented as 

f(x,y , t) = L f (y) sin rTix eint 
r=l r b 

is applied at bay numbered zero. 

t[ 11: n::: 

lf 
11: 

-2 -I o IC te IL 
2 3 

r---l =i' 
~ 

i[ \ rr o 
L_ ____ Y _ _ j 

Fig. 2 

Starting at the point of application of the force, 

two sets of waves are sent away, one to the right (positive 

direction) and another to the left (negative direction). 

Some or all of these waves mi&ht actually be decaying along 

the structure, depending on the nature of the propagation 

constants at the frequency n. The response at bay O can be 

represented by expressions 

+ n 
{z(y)}r = L am~'m(y)}; 

m=l 

2n 

y ~ y 

{ z (y)}; L ~m{~m(y)}; Y < Y 
m=n+l 

(8) 

In the above set of expressions it was assumed that 

the propagation constants ~l' ~ 2 , ... , ~n are associated 

with propagating (or decaying) waves to the right. The 

;· 

j~ 
'l !· :,'.1 
'.;i 

~j 
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pr op aga tion const a nts ~n+l' ~ n+z····, ~Zn are in turn 

related to waves propagating (or attenuating) to the left. 

Now, the state vectors jus t l eft and just right of 

the point of applications of the force ar e related as s hown 

in expression (7): 

{z(y)}; {z(y)}~- {f}r (9) 

~here {f}r is the applied force vector. 

For thc case of general time varying force and res

ponse an equation simil ar to (7) can be written with vec

tors {z(y)}r ei nt and {f}r ei n t replaced by th e ir forces 

transform. 

Consequently the present theory can be applied to 

bo th deterministic and r a ndom ex cit at ions . 

Combining expression (6) and (7) the fo1lowing system 

of equ a tions can be found 

[o(y)~r {o:} - {f} 
r 

(lo) 

where the kth co1umn of [o (y) ] r is 

{o/k( y) } if k ; n 

{o . k(y)} i=1,2n 
l' 

Therefore, by so1ving th e system of equations (10) 

one is ab l e to find the response within bay O, using 

e xpressions (8). 

To find the response outside bay O one can proce ed 

as follows. The generalized disp1acements and genera li zed 

forces do not change when "transfcred" across a support 

(compati bi1 ity conditions) so that we can write 

n 
l: o: {o. m(O)} 

m=l m 1, 
(11) 

where T {o . (O)} 
1 ,m 

{o
1 

(O), o
2 

(O), ... , o (O)} 
,m ,m n ,m 
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Note that qi(y) = zi (y), is 1, n. 
One should note that expression (11) is a set of 

linear equations that can be solved for am' m = 1, n. 

Note also that {q(t)}
0 

is computed by the first of 

expressions (8). 

Having solved (11) the complete state vector at bay N 

can be computed by expression (12): 

n 
} - E {z(y) N - m=l am {cr. (y)} e-i(N-l)\1 1.m m 

(12) 

T where, now, {o. (y)} = {o 1 (y) ,o 2 (y), ... , o 2 (y)} 1,m ,m .m n,m 

ln expression (12) y is a local variable ranging 

from O to t and {z(y)}N means the state vector at 

bay N. 

Obviously what was explained above for a bay on the 

right of bay numbered zero can be app1ied, "mutatis mutan

dis" to a bay on the 1eft of !Day zero. 

Therefore the above the~ry gives the response at any 

pDint of a spatial1y periodic infinite structure. 

The main role in this theory is played by the comp1ex 

wave components. Since the system has been considered 

linear the response to several concentrated forces can, 

obvious1y,be obtained by superposition. 

4. Response of finite pfriodic structures to 

concentrated forces 

The response of finite periodic structures can be 

obtained by taking the response of the structure as if it 
was infinite and adding the effect of the boundaries. 

The effects of the boundaries are the ref1ections of 

the free waves at the corresponJing frequency. ln mathematl 

cal form, the response can be described as (see fig. 3) 

2n (. 
{z(y)}. = {z(y)} . + t a {'P (y)} e- J+M)llm 

J J"' mt 1 m m ( 13) 

where j is the number of the bay where the response is com

puted. The app1ication of expression (13) to the boundaries 
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O

,,, 

-(M•n'l -M ~ IL ll 

~----------~~~~~~-------------N I N+l 

i( \ 

. N+M+IIAYS ~ 

Fig. 3 

gives a systern of Zn linear equations from which arn are 

cornputed. 

Expression (13) has been applied to stringer-stiffe

ned plates and shells as well as to ring stiffened cylin

ders. The details of the mani,ulation will be ornited in 

this paper. Some numerical results are discussed . 

S. Exarnples and computer results 

Cornputation have been carryed out for structures 

such as stringer-stiffened plates and shells and ring

stiffened cylinders. Both plates and shells are supposed 

to be sirnply supported along frarnes (staight in the case of 

the plat e s and circular f or the shells) d i stant b units 

ap art orthogonal to the axis of the skins (plate or shell). 

The str i ngers ar e a lso supposed to be simply supported a t 

the frames and run parallel to the axis of the skin. A har

monic forc e of unit amplitude is applied at a point of a 

bay and the response is either plotted along the structure 

( f or a certain value of the frequency) or plotted at a sin

gl e point for a suitable range of frequencies (frequancy 

r e sponse plot). 

When plotting the r esponse along the length of the 

s tructure a non-dimensional coordinate is defined such 

that 

s = (j + l)y/i o, 1, 2 , . .. 

s = y/i -1, -2, .... 

where j numbers the bay where s lies. 

Figures 4 and 5 show the amplitude response (displac~ 

ment and mornent, respectively) f or an in f inite undamped 
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stringers-stiffened shell like that appearing in fig. 1 for 

the non-dimensional frequencies [6]. n* = 22.10 {following 
o 

within the first propagation band) and 0.65 (an attenuating 

frequency). The response is plotted only at bays O, 1, 2, 3 

and 4. There is no need to plot the response at the left of 

bay O because of the symmetry of the structure and load. 

The displacement and moment are made non-dimensional by 

multiplying them by 1/h and h/D, respectively. It can be 

seen that for the propagating frequency (22.10) the moment 

are high at the stringer and at the midle of the bay. Cale~ 

lations have shown that for a flat structure the moment are 

very much pronounced at the stringers than in the midle of 

the bay. The response at the frequency 0.65 is very attenu~ 

ted. Similar calculations have been made by considering 

structural damping and for a loss factor of 0.15 it was 

found that the response was heavily attenuated at the end 

of the fourth bay. This fact shows that when damping is 

present the infiriite structure model is valid even if the 

i actual structure has only a few bays. 
~ Figure 6 shows the frequency response of the amplitu-
1 
' de of the moment at the midle of a bay of a heavily damped 

structure. 

The peak response occurs very c1ose to the non-dimen

sional frequency 2Ó.72, which in turn is very close to the 

lower limit of the first passing band. 

When damping is too 1ow or the force is too close to 

one of the extrems bays the infinite model no longer can 

represent the finite one and the theory deve1oped for fi

nite periodic structures should be used. 

Figure 7 shows the amplitude response of a seven bays ft 

stringer-stiffened p1ate with no damping, with the force ft 
applied at the midle of the structure. The response is 

plotted at bay O, 1, 2, 3 and 4 and the frequencies of excl 

tation are 18.175 (propagating) and 0.10 (attenuating). It 

was noted that the response of the infinite mode1 at 0.10 

is almost identical to that shown in fig. 7. 

ln contrast the response at 18.175 is radical1y diffe 

rent of the infinite structure. This is accounted for the 
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full reflections at the ends of the structure. 

3.0r---r--.---.-~---.----,.--.-------, 
1-z 
~2~---+----r --+----~--·4----+----r---1 
UJ 
u 
<j2CJI.--~I---+-+--f---f+-'l---+--+-l-+--+-----l'-+-\-~ 
c. 
<J) 

iS I. 

Fig. 4 - Amplitude response of a infinite stringer-stiffe

ned she ll. Curve (1): 11 = 22.10; Curve (2) 11 = 0.65; 
fJ=O; r=l 

Fig. 5 - Amplitude response of a inf inite stringer -sti ffe

ned she ll. Curve (1): n = 22.10; Curve (2):11 = 0.65 

n =O;r=l 

" 80h·-~--....,....--,---,,.-....,....--,---,----,---,--....,----n 

o 
x?l'"ll--1--

~6 
w 

~5 
:;: 

4 nl==1--

3. 

::: 
c 
o 
a. 
"' 

Fig, 6 - Frequency response of a infinite stringer

stiffened shell, n = 0,25; r $ 1 
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o. 

3.5 4.0 

Fig. 7 - Frequency response of a seven bay stringer
stiffened • Curve (1): Q = 18.175; Curve (2): Q = 0.10 

n = O; r = 1. 

6. Conclusions 
A computed-oriented matrix theory for the response of 

finite and infinite periodic structures has been developed. 
The theory relies on the conc~pt of complex wave components 

here introduced. lt has been shown that the response of fi
nite and infinite periodic structures can be found as a li

near combination of these com~lex wave components. 
Response along the structure and frequency response 

functions have been computed and presented for stringer -

stiffened plates and shells. 
Damping brings no furth~r complications to the theory. 

The influence of the boundaries of the structure has been 

discussed on the light of results. It was shown that mode
rate damping a11ows the use of the simpler infinite structu 

re model to most practical periodic structures. 

Refertnces 

(1] Mead, D.J. and Wilby, E.W., "The random vibrations 

of a multi-supported heavily damped beam", Shock 

and Vibration Bulletin, 35, Part 3, 1966 

[2] Ungar,E.E., "Steady response of one dimensional 

periodic flexural system", J. Acoust. Soe. Am., 39 
1966. ,' 

(3] Brokonitskii, Yu.I. and Maslov, V.P. "Propagation 



215 

of flexural waves along a beam with periodic 
point loading", Sovietic Physics Acountic", 1966. 

[4] Mead, D.J., "Free wave propagation in periodical

ly supported, infinite beams", J. Sound Vib., 

11(2), 1970. 

[5] Mead, D.J., and Sen Gupta, G., "Wave group theory 

applied to the analysis of forced vibrations of 
rib-skin structures", Proc. Symp. Struct. Dynamics 
Loughborough, 1970. 

[6] de Espíndola, J.J., I.S.V.R. Ph.D. Thesis. Univer 
sity of Southampton, 1974. 

[7] de EspÍndola, J.J., and Mead, D.J., "A general 

theory of free wave propagation·in periodic stru~ 
tures", Proc. 3rd. Jlraz. Cong. of Mech. Eng. 1975 

(8] Brillouin, L., "Wave propagation in periodic 

structures", Dover Jl>ublications, 1953. 



216 

ESPINDOLA, J.J. 

RESPONSE OF SPATIALLY PERIODIC STRUCTURES 

TO CONCENTRATED FORCES 

Summary 

A general computer oriented theory for the response 
of spatially periodic structures tO· concentrated forces is 
constructed. 

The generalized response quantities are computed in 
terms of complex wave components, a concept which is intro
duced here. 

Response along the structure and frequency response 
functions have been computed for stringer-stiffened plates 
and shells. Computer results are discussed. 

RESPOSTA DE ESTRUTURAS PERidDICAS A FORÇAS CONCENTRADAS 

Sumário 

Apresenta-se uma teoria, orientada para computador di 
gital, para a resposta de estruturas periódicas a forças 
concentradas. A resposta generalizada é computada em termos 
das componentes complexas de ondas elásticas, um conceito 
que é definido no trabalho. Foram calculadas respostas ao 
longo da estrutura e respostas em frequências para placas 
reforçadas e cascas cilÍndricas reforçadas. Resultados de 
computador são apresentados e discutidos. 
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1. Introdução 
A determinação da densidade de probabilidade multidimensional da 

resposta de sistemas dinâmicos sob eKcitações aleatórias constitui um 
,problema de considerável complexidade. No caso de estruturas lineares é 

,possível obter a função de densidade da resposta, dadas as característi-
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cas do sistema e a densidade da excitação, seguindo o método sugerido 

por Hurty e Kouskolas [1]. Este enfoque, porém, apresenta algumas difi
culdades e aparentemente não foi desenvolvido. 

Quando o sistema é linear e a excitação apresenta uma distribuição 

de Gauss, pode-se demonstrar que a resposta é também Gaussiana [z]. Con

sequentemente, com frequência admite-se 'a priori' que a resposta é Gau~ 

siana, não se considerando então a distribuição da excitação na solução 

do problema. Neste caso, é suficiente para·uma descrição estatística co~ 

pleta da resposta a obtenção da média e da covariãncia da mesma. A just~ 

ficativa desta simplificação gira ao redor da hipótese de que a distri

buição da excitação é "aproximadamente" Gaussiana, condição esta satis

feita em numerosas aplicações práti~as. Além disso, essa hipótese permi

te, para obter a solução do problema, a utilização de métodos bem estab~ 

lecidos, incluindo numerosos programas orientados para a análise dinâmi

ca de estruturas. 

Os autores não conhecem critérios simples que permitam determinar 

quando a distribuição de probabilidade da excitação pode ser consideradâ 

"aproximadamente" Gaussiana. Ainda neste último caso, é importante, em 

relação a muitos problemas de dinâmica estrutural, avaliar a influência 

na distribuição da resposta da não-linearidade do sistema. 

Neste trabalho são apresentados alguns resultados da aplicação da 

técnica de Monte-Carlo ã solução de problemas específicos com os seguin

tes objetivos: (a) obter critérios simples de limitação da aplicabilida

de do método dos dois momentos e (b) orientar, através da melhor compre

ensão do fenômeno físico, enfoques teóricos na área. 

2. Definição do problema 

Considere-se o problema esquematizado na Fig. 2.1. Trata-se de um 

oscilador linear com amortecimento viscoso submetido a uma aceleração 

u(t) da base. A excitação é definida como uma onda de amplitude constan

te, igual a +a ou -a dentro de inter~alos de duração To. Ao final de ca

da intervalo é decidido aleatoriamente, com probabilidades iguais, qual 

será o sinal da função no seguinte intervalo. 

A equação de movimento tem a forma: 

mx+cx+kx mu (2.1) 

onde m, c e k representam, respectiv~nte, a massa, o coeficiente de a

mortecimento e a rigidez do sistema, sendo x o deslocamento relativo à 
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base. A eq. (2.1) pode ser escrita: 

X + 2ç w X + w2 X = - u (t) n n 

onde ~ é a razão de amortecimento crítico. 

üct '--1.__1 H_(w_l 1_
2

___,1---)l)lo x( tJ 

Fig. 2.1 

A distribuição de probabilidade da excitação é: 

u < -a 

-a < u < a 

u > a 

(2. 2) 

(2.3) 

.. 
A correspondente função de densidade de probabilidade p (u) é en-

~· .. 
tão identicamente nula, exceto para u = -a e u = a, onde apresentam-se ~ 
as funções impulso de Dirac, de áreas 0.5. Observe-se que a onda possui 

uma densidade completamente diferente da distribuição de Gauss, razão~ 
la qual, foi escolhida neste estudo. Pode-se demonstrar que a função de 
autocorrelação da excitação é [3] : 

{

a2 (1 - T ) 

Rü (T) = Q TQ 
O < T < To 

(2.4) 
T > To 

Definindo a densidade espectral de potência Gf (w) da excitação em 
termos da transformada complexa de Fourier de Rü (T): 

obtém-se: 

G~ (w) 2 f Rü (Tj e-iWT d T 
o 

~ (w) = ~ sen2 w To 
To w 2 

(2. 5) 

(2.6) 
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Na Fig. 2.2 estão representa~s as funções p (u), P (u), ~ (•) e 

G~ (w) que caracterizam a excitação u (t). 

p(ü) P{ü) Rü(T) 

-a a u To - T 

Gu(w)/ a" 

o 1f 2tT 311' - w T./2 

CARACTERIZACÃO DA EXCITACÃO 

Fig. 2.2 

3. Excitação estacionária - cá!culo da variância 

No caso de sistemas lineares com parâmetros constantes, a relação 
entre as densidades espectrais de potência da excitação u (t) e da res
posta x (t) vem dada por [4 - 6] : 

G (w) = IH (w) 1
2 G- (w) 

X U (3.1) 

onde H (w) é a função de admitância complexa do sistema. Tem-se : 

2 1 
1 2 w 2 IH (w) I = --:;: [l _ Ct;/J 2 + 4 ç (wn) 

(3. 2) 
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2 Finalmente, o valor quadrático médio 'I' x da resposta pode ser cal-

culado através da expressão: 

ljl 2 1 ~~ G (W) d w 
X -zT O X 

(3.3) 

Sendo aqui o valor médio nulo, o valor quadrático médio 'I' 
2 coinci 

.- . 2 X 
de com a var1anc1a crx . 

Para o amortecimento ç = 0.025 e o período básico da excitação 

To = 1 seg o valor de 'l'x2 foi obtido introduzindo-se as Eq. (2.6), (3.1) 

e (3.2) na Eq. (3.3) a qual foi avaliada nUméricamente para as frequên-
cias naturais indicadas na Tabela 3.l, onde se apresenta o desvio padrão 

resultante. 

Tab. 3.1 

Frequência do sistema e ~esvio padrão da resposta 

0.25 1.0 1.5 3.0 10 

1.439 0.0306 ~.0244 0.00333 0.285 X 10-3 

4. Aplicação do método de Monte-Carlo 

Uma amostra aleatória da onda foi gerada determinando-se o seu si

nal dentro de cada intervalo com ajuda de uma moeda, até um total Ly=600 

seg, o qual foi considerado suficiente para o sistema atingir um regime 
estacionário. A resposta x (t) foi calculada mediante integração IU.IIIIéri

ca por meio do método de Newmark [7] can um intervalo de integração 

~t = 0.01 seg. Para as mesmas frequêmcias indicadas na Tabela 3.1 obte-
2 ve-se os valores de crx mostrados na Tabela 4.1. 

Tab. 4.1 

Frequência do sistema e ~esvio padrão da resposta 

Wn(cps) 0.25 1.0 1.5 3.0 10 

crx/a 1 . 564 0.0307 0.0241 0.00333 0.293 x 10-3 

Nas Fig. 4.1 e 4.2 estão representadas as funções densidade p (x) 

e distribuição P (x) para as frequênçias consideradas. 
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OISTRIBUIÇÁO DA RESPOSTA 

Fig. 4. 2 

Note-se que a resposta de s istemas com baixa frequência apresenta 

para níveis de probabilidade menores de 0.9 uma distribuição praticamen

te coincidente com a de Gauss. Pode-se considerar que essa aproximação 

é razoável atê 3 ax· Por outro lado, a distribuição da resposta de sist~ 
mas de alta frequência tende ã distribuição da excitação. Consequenteme~ 

te, a hipótese de que a resposta é Gaussiana conduz, neste caso, a uma 

sobre-estimação da resposta par~ x > 1.5 ax. 

S. Conclusões 

Os limitados resultados apresentados confirmam a validade da hipó

tese da distribuição Gaussiana da resposta, no caso de sistemas com um 

grau de liberdade e frequência natural dentro da banda de frequência pr~ 

dominante da excitação. Em sistemas de frequência elevada com respeito à 

frequência da excitação, confirmou~se a conclusão intuitiva de que 

a distribuição da resposta deve tender, a medida que wn cresce, à 

distribuição da excitação. Espera-se que desenvolvimentos adicionais pe! 
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mitam obter fatores de correção da distribuição de Gauss para estes Últ~ 
mos casos. Finalmente, compete advertir que para níveis de probabilidade 
altos, isto é, para x > 2 ax, o erro cometido ao admitir que a distribu~ 

ção da resposta é de Gauss pode ser considerável, ainda no caso de siste 

mas em ressonância. 
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Na nota técnica: " Re.Ômr.:t:ro Ext:':"'usor - vb~er1r;ão de· diagra:r,a::.; 

reolÓgicos" (p.875-8l), na part:e de resultados e conclusões, 
.~ . 

onde esta escrlto: 

leia-se 

... a=l,75eK = c 

.. • C'i = l, 75 e K = c 

0,99 Cj3!); 

0,09 (j3!). 
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MAESfRINI, A., e RIERA, J.D. 

SOBRE A DISfRIBUIÇAO DE PRJBAHILIDADE DA RESPOSfA DE SISTEMAS 

DINÂMICOS SOB EXCITA@ ALEATIJRIA NÃO-GAUSSIANA 

Surnálrio 

Neste trabalho aplica-se o método de Monte-Carla para determinar a 
distribuição de probabilidade da resposta de um oscilador linear sob ex
citação não-Gaussiana. 

Os resultados obtidos mostram que a distribuição de Gauss para va
lores moderados da variância, constitui uma aproximação razoável da dis
tribuição da resposta em sistemas com frequência natural dentro da banda 
de frequências predominantes da excitação. Ver ifica-se que no caso de sis 
temas de alta frequência a distribuição da resposta tende uniformemente 
à distribuição da excitação. 

CN THE PROBABILITY DISfRIBUIIOO" OF THE RESPONSE OF DYNN4IC 

SYSTEMS UNDER NOO"-GA.ll3SIAN RANIOM EXCITATION 

The probability distribution of the response of a linear oscillator 
under non-gaussian random excitation is d.etermined using the Monte Cario 
Method. The results obtained show that, for moderate values of the 
variance, the Gauss distribution constitutes a rasonable approximation 
to the response distribution in systems with natural frequency within 
the range of predominant frequencies of the input. It was also verified 
that as the frequency of the oscillator increases, the response 
distribution tends to the distribution of the excitation. 
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l. Introdução 

O estudo do comportamento dos sistemas mecânicos pode ser desenvo! 

vido por métodos teóricos ou por procedimentos experimentais, sendo es

tas duas formas mutuamente complementares. Sistemas reais, muitas vezes 

complexos, podem ser simulados por outros equivalentes mais simples que 

reproduzem os efeitos principais que se pretende estudar e sobre os 

quais se possa ter um controle adequado. 

O presente trabalho apresenta uma anãlise experimental do comport~ 
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mento de um pêndulo constituÍdo por um recipiente leve contendo uma mas

sa liquida, em função da quantidade de liquido nele contido, submetido a 

uma excitação externa. Imagina-se que este pêndulo possa se constituir 

em modelo fÍsico ~ue represente o comportamento de reservatórios fixos 

ou móveis (carros-tanque, vagÕes tamque) sujeitos a oscilaçÕes. 

Espera-se ainda que o exame dos resultados obtidos permita estabe

lecer um modelo matemático simplifiaado, com poucos graus de liberdade e 

que, com a identificação dos valores dos par~metros envolvidos, descreva 

adequadamente o comportamento do modelo fÍsico estabelecido. 

-~ 

Esta simplificação matemática jâ foi aplicada em trabalhos analíti 

cos 111 onde se estuda um modelo de vagão ferroviário contendo lÍquido.- C] 

2. Montagem Experimental 

Para a realização dos ensaios foi construÍdo e montado o pêndulo 

esquematizado na Fig. 1. O reservatório ~ foi construido com um tubo 

cilÍndrico e placas laterais de acrÍlico visando-se qua tivesse pouco 

peso e permitisse a observação do l)quido em seu interior. Foi reforçado 

com placas de alumínio no seu engaste com a haste ~. constituÍda de uma 

barra cilÍndrica de aço que se engasta na sua extremidade superior a um 

suporte ~ com dois tirantes curtos. Estes se prendem a um cutelo~ su

portado pelo apoio ~ que se fixa a uma estrutura rígida. 

O sistema consta ainda de uma mola h de constante K = 18,5 gf/cm 

e e excitado por um vibrador indutivo E que aplica uma força P pro-

porcional à corrente de alimentação, fornecida por um gerador de sinal G 

e controlada por um amperímetro digital A. O movimento do pêndulo é 

medido por um captador indutivo de deslocamento C acoplado a uma ponte 

amplificadora W. Tanto o sinal da excitação como o da resposta 

ser observados num osciloscópio S de dois canais. 

3. Ensaios, Resultados e Discqssão 

podem 

Excitando-se o pêndulo com uma quantidade determinada de lÍquido 

(no caso foi utilizado âgua) contida no reservatório, observam-se duas 

frequências de ressonância, correspondentes a dois modos de vibrar dis

tintos: na primeira, de valor fnl mais baixo, o lÍquido e o pêndulo es

tão em fase, o que se pode verificar por observação visual, assim como 

os sinais de excitação e resposta observados no osciloscópio; na segun

da, fn2, o lÍquido e o pêndulo estão em oposição de fase e o movimento 

do lÍquido se torna mais notável, embora a amplitude do pêndulo seja me- I 
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s 

Fig. 1 - Esquema de montagem do pêndulo 

e aparelhagem utilizados. 

nor e os sinais de excitação e resposta se mostrem também em coincidên

cia de fase. 
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Variando-se a quantidade de lÍquido contida no reservatório veri

fica-se que a variação dessas duas frequências tem um comportamento co-

mo o mostrado na Fig. 2, onde se observa que, com quantidades decres-

centes, fnl e fnZ convergem para um limite comum fno = 1,70 Hz que e 

a frequência de ressonância do pêndulo totalmente vazio. Aumentando-se 

a quantidade de liquido, fnl decresce segundo uma curva de aspecto ex-

ln ( Hzl 
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Fig. 2 - Frequências de ressonância em função do 
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ponencial desde o recipiente totalmente vazio ate totalmente cheio, en-

quanto fn 2 cresce monotonicamente, conforme indicado na Fig. 2. O au-

mento de fn2 e bastante pronunciado para pequenos volumes, diminuindo 

na região em torno da metade da capacidade do recipiente e tornando a 

acentuar-se quando se aproxima do recipiente totalmente cheio. 

Para uma amplitude fixada da excitação, a amplitude da respvsta na 

segunda frequência de ressonância varia com a quantidade de lÍquido, di

minuindo quando se aproxima do volume total do reservatório, jã não se a 

distinguindo mais para 95% desse volume. A amplitude da resposta na pri

meira frequência de ressonância pouco se altera com a variação da quanti 

dade de lÍquido. A Fig. 3 mostra as curvas de ressonância levantadas p~ 

ra três quantidades de lÍquido: curva ~ para metade da capacidade, b 

para um volume intermediário e ~ para o reservatório totalmente cheio. 

o.e, A[mm) 
~ ~ ~ r I 

o.6r 
I 

0,4 

0,2, 

I 
I o 1,!5 2/) 

Fig. 3 - Curvas de ressonância para três níveis de lÍquido. 

4. ConclusÕes 

Examinando-se os resultados obtidos conclui-se que o sistema pode

ra ser representado por um modelo matemático de dois graus de liberdade, 

pois apresenta sempre duas frequências de ressonância e dois modos de 

vibrar característicos, na faixa de frequências examinada. Observa-se 

também que o comportamento da primeira frequência de ressonância, de as-

' pecto exponencial, talvez possa ser representado por um pêndulo composto 
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onde se acrescente massa na região pouco abaixo do seu centro de gravi

dade. Finalmente, a influência maior do volume nas regiÕes extremas (qu~ 

se vazio e quase cheio) talvez possa ser atribuída â maior variação da 

superfÍcie livre do lÍquido nessas xegiÕes. 

Procura-se atualmente estabelecer um modelo matemático adequado e 

identificar os parâmetros convenientemente para descrever os efeitos 

principais observados, ou seja: a) convergência das frequências de res

sonância para o valor fno correspondente ao p~ndulo vazio (sistema de um 

grau de liberdade); b) comportamento de aspecto exponencial da primeira 

frequência de ressonância; e c) influência da variação de volume nas re

giÕes extremas (abaixo de 1/4 e acima de 3/4 da capacidade do reservató

rio). 
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RODRIGUES F9, F. e WEBER, H.I. 

ANÁLISE EXPERIMENTAL DE UM P~NDULO CONTENDO LÍQUIDO 

Sumário 

Estuda-se o comportamento de um pêndulo constituído por um reser

vatório contendo liquido. O pêndulo é excitado por um ponto intermediá

rio da haste e dotado de duas molas de restituição. Os ensaios são rea

lizados variando-se a amplitude e a frequência da excitação, assim como 

o volume de liquido contido no resenvatório, verificando-se a influên 

cia desses parâmetros. 

EXPERIMENTAL ANALYSIS OF A PENDULUM CONTAINING A LIQUID MASS 

Summary 

The dynamical behavior of a pendulum wich consists of a box 

containing a liquid mass is studied. The pendulum is excited by an 

intermedia'te point of the rod and has two restitution springs. 

Experiences are made by changing amplitude and frequency excitation, 

as well as the liquid quantity contained in the box, with regard to 

the influence of each of the parameters. 
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l . Introduction 

Limit cyc l es are quite often encountered in practice. 

, The most famil i ar one is the Va n der Pol electronic 
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oscillator. This class of limit cycles is easy to synthesize 

and analyse . Mechanical systems, under certain conditions 

of operation, exhibit limit cycles which are triggered by 

dry friction or by anomalies tn the hydrodynamic character

istics of the moving body [1] to [s]. A typical example 

of a mechanical limit cycle is found in the phenomenon of 

"galloping of transmission lines" . 

The objective of this pa~er is to study a set up which 

utilizes dry friction to trig&er a mechanical limit cycle. 

It is also intended to explore the possibility of using the 

set up as an instrument to measure the dynamic friction 

coefficient between moving bo&ies. 

2. The set up and the mathematical model 

Fig. 1 shows a rod restimg on two pulleys which are 

driven in opposite directions by an angular velocity w. 

The pulleys are of equal radii r, and they are 2~ apart . 

The 1eft and right contact points are labelled 01 and 02 
respective1y. 

R r 

r-- f r i 

Fig. 1 - Forces on the oscillating rod 

The origin of the stationary system of axes is tak e n 

at 01 . ln the ana1ysis that follows, we sha l1 consider the 

motor as a "stiff" source of pow er, i.e. as capable of 

meeting the torqu e demand s a t all time s . Thc static a nd 
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dynamic ceefficients ef frictien are dene ted by ~s and ~d 

respectively. 
The right and left reactiens are given by: 

R 
r 

X 
m g TI ancd R R-

H-x 
m g --zr-

The red can have any ef the fellewing medes: 

a) MODE-l: (left relling an<i right slipping) 

ln this mede, relling metien eccurs at 01 and slipping 

occurs at o2 . This mede starts when 

x = rw 

and prevails until the f<Dllewing inequality is violated: 

X 
< 

2R--x 
~dm gTI ~s m g --rr-

The geverning equatiens in this mede are given by: 

iê = o and x = rw 

where dets indicate diff~rentiatien with respect to 

time t. 

b) MODE-ll. (right rolling and left slipping) 

ln this mede, relling metien eccurs at o2 and slipping 

eccurs at o1 . This mede starts when 

x = -rw 

and prevails until the following inequali ty is violated: 

The geverning equatiens jn this mede are given by: 

iê = o and x = -rw 

c) MODE-lii: (left and right slipping) 

ln this mede, s lipping motien eccurs at 01 and 02 
simultaneeusly. The red can be moving from left to 

right or vice versa. The governing equatien in both 
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cases is given by : 

.. X 
m x + ~dm g 21 ; ~dm g 

The rod enters this mode when MODE-I terminates and in 

thi s cas e it stays unti1 x ; -rw. 

The rod can a1so enter MODE-III when MODE-II termin~es 

anu ln this case it stay$ unti1 ~ = r w. 

Th c Jcau cc ntcrs are as sumed to be 1oca ted at x and 
o 

at 22- x
0 

respective1y where x
0 

is an unknown quantity to be 

dcte rmin e u 1atcr . The fo1lowing dimensionless quantiti es 

are introduccd to simp lify th~ ana1ysis. 

X 
X 

21 

T =/~ug 
1

t 
2Q. 

X o 
xo = 21 

B 
~d 

~s 

rw 
; v = 

122 ~ dg 

; 
1- B 

6 = T+s 

(l) 

The cquatio ns t hat govern thc osci11ating rod are sununerized 

in Tablc 1. 

~lO DE GOVERNING EQUATIONS CONDITION CON DI TION 
TO ENT E R TO STAY 

' l 1 X" = O X' = v X' = v X< _1_ , l+B 

II X" = O X' =-V X' =-V X> _ B_ 
1+8 

III X" = - 2x + 1 X > _l_ 
- 1+8 x • > -v 

X < _B_ 
- 1+8 X' < v 

Table 1 - Modas and transitions 

where primes indicare differentiation with respect to the 

dimensionless time T. 

3. Estimation of periodiG time and radius of the 

limit cyc 1e 

Fig. 2 shows the phase plane trajectory of an idcalized 



limit cycle. 

x' 

v 

MODE-III 

MO DE-I 

_{3_ 
1+(3 

23.9 

® 
I 
I 

1 I 
1"+]'" I 

~I 

MODE-ll ® 

Fig. 2 - Phase plane rof idealized limit cyc1e. 

X 

The time 1 1 require d to move from point 1 to point 2 on the 

trajectory is given by: 

o 
1 I ; V (2) 

~ motion from point 2 to polnt 3 on the trajectory i~ 
governed by: 

X" + 2X ; 1 

with the fo11owing conditions at point 2: 

1 
X = 1 +S amd X ' = V 

Solving and app1ying the ini ti a1 and final values of X' , one 

can show that: 

12 

and 

1 
2 

(3) 

(4) 

where 1 2 is the time required to move from point 2 to point 

3 on the trajectory. Using relations (2), (3) and (4) one 

can obtain expressions for the dimensionless periodic time 

TL and the dimensionless radius RL of the limit cycle of 
the oscillating rod. These are given by: 
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26 V + 212' tan- 1 12' V - -6--

RL = i /zv2+62' 

(S) 

The previous analysis also reveals that the condition for 

the existence of a limit cycl~ is given by: 

v < A-62' 
2 

The periodic time tL in seconds and the radius rL 

appropriate units are given by: 

;-rE61R.;Jdl[' _ 1 r w J 
t = 4 ;__:__ + tan 

L lldg rw ôiR.11 dg' 

r L = .Q._/o2+ r2w2 , 
R.!ldg 

in 

(6) 

The condition for the existencre of limit cycles is given by: 

rw< ~ 

For very small values of 6, i.e. when the difference between 

the dynamic and static coefficients of friction isnegligible, 

the dimensionless relations simplify to: 

which yield: 

TL = /1' 11 

tL 211~ 
lldg 

and RL 

and r L 

v 
/'[' 

rwl-12 
lldg 

4. Experimental verification of the phenomenon 

c 7) 

(8) 

An experimental set up was prepared to examine the 

phenomenon. A close-up photograph of the set up is shown 

in Fig. 3. 
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Fig. 3 - Exp~rimenta1 set up 

A variab1e speed 1/6 horsepow~r A.C. motor was used to drive 

the pu11eys through a 1:80 reduction gear box. The pu11eys 

were machined from A1uminum stock to a radius of 3.50 cm. 

each. An a1most semi-circular groove was machined on the 

rim of each pu1ley to receive the rods. The pu11eys were 

mounted in such a way to a11ow the use of different distances 

between their centers. A tension pu11ey was used to take off 

the slack in the driving belt when the distance between the 

pulleys is varied. A stroboscope was used to measure the 

angular velocity of the p~lleys. The rods themselves were 

used to drive the recording pens directly on a strip-chart 

recorder. 

Rods of different materiais (steel, Aluminum and brass) 

were tried. Different weights were attached to each rod. 

The phenomenon was observed and recorded. ln almost every 

combination of materiais, the rod was found to exhibit a 

limit cycle. It was also round that changing the weight of 

the rod has no effect on the periodic time and the radius 

of the limit cycle. 
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A drift and a cyclic wandering of the limit cycle was 

noticed to occur around the geometric center of the setup. 

Repeatability was poor. This Ls attributed to the possible 

misallignments of the pulleys and to the extreme sensitivity 

of the setup to extraneous inputs: variations in motor's 

speed due to load and line voltage, variations in the 

ambient conditions such as humidity, .dust,etc. 

Fig. 4 shows a typical record for a brass rod on the 

Aluminum pulleys. The pulleys were rotating at 30 R.P.M. 
and the distance between their centers was 30.6cm. The 

record shows that the periodic time is 1.80 seconds which, 

when using relation (8), yields avalue for ~d equal to 
0.19 which looks reasonable. 

Fig. 4 - Experimental results 

S. Conclusions 

A mechanical limit cycle, induced by Coulomb friction 

was studied analytically and experimentally. The preliminary 

studies showed that, under controlled conditions of drive 

and surface conditions, one can use the setup to evaluate 

the dynamic coefficient of frjction. For low values of V, 

and for special alloys which exhibit a marked difference 

between the static and dynamio coefficients of friction, 

equations (6) suggest that the setup can be used as a 

lf 

,, 
~ 
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.: 
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a mechanica1 frequency-transformer. 
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SILVA, T.F.C.; TENENBAUM, R.A. and MANSOUR, W.M. 

MECHANICAL LIMI! CYCLES INDUCED 

BY COULOMB FRICTION 

Surnpary 

An analytical-experimental study is presented for a 
mechanical limit cycle. A rod resting on two equal pulleys 
which are driven with the sarne angular speed in inwa rd
opposite directions was found to exhibit sustained 
oscillations. Under controlled conditions of drive and 
surface finish, the measured periodic time can be used to 
evaluate the dynamic co efficient of friction between two 
surfaces. For low driving speeds , the setup can be used 
as a mechanic a l frequency-transformer. 

CICLOS LIMITES MEÇÃNI COS INDUZIDOS 

POR ATRITO TIPO COULOMB 

Sumário 

Um estudo analítico- experimental é apres entado pa ra um 
ciclo limite mecânico. Uma barra apoiada em duas polias iguais 
acionadas com velocidades angul a res iguais e opostas, diri
gidas para dentro, apresenta oscilações auto-sustentadas. 
Sob condições controladas de acionamento e de acabamentos su 
perficiais, o período de oscilação pode ser usado para ava~ 
liar o coeficient e de atrito dinâmico entre duas superfícies. 
Para baixas ve locidade s de acionamento, o dispositivo pode 
ser empregado como um transformador mecânico de frequênc ia. 

1' 
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1. Introduction 

Considerable interest was shown in sliding motion and 

the complications introduced by relaxation oscillations,or 

stick-slip. This phenomenon has been studied by Rabinowicz 
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[t], Sampson [2], Matsuzuki [3] and Kato [4]. The investi

gations were made from a viewpoint of lubrication and 

friction in arder to define the conditions for preventing 

the stick-slip. 

The apparent reduction of friction by applying a 

vibration in the normal direction is well known. For 

example, a stationary object ~n an inclined plane will 

move down the plane when the plane ·is excited normally. 

Earlier work in this area was concisely summarized by 

Godfrey [s], who concluded that friction was apparently 

reduced when the acceleration of the slider approached and 

exceeded the value of acceleration due to gravity. It was 

observed experimentally by Hunt [6] that at low sliding 

speeds stick-slip amplitudes were reduced by imposing 

vibratory forces normally to the contact surfaces at one 

of the structural resonant fr~quencies. 

The purpose of this research is to examine the 

possibility of preventing stick-slip motion by application 

of a periodic acceleration in a direction normal to the 

contact surfaces. 

2. Experiment 

A simple experimental set-up was constructed to observe 

the phenomenon. The schematics of the set-up are shown in 

Figure 1. A constant low velocity is imparted to a slider 

by an accurate driving mechanism through a linear spring. 

The slider itself is composed of two parts connected by 

leaf springs. The upper part has a coil driven by an 

oscillator through an amplifiar to impart a periodic 

acceleration to the slider in the vertical direction. The 

dynamic behavior of the slideT in the sliding direction 

was recorded using a strain gauge transducer which detects 

the deflection of the spring. The natural frequency of the 

spring was chosen to be much higher than the frequcncy of 

the periodic stick-slip motion to ensure a minimum inter

ference between the linear spring and the slider. 

Provision was made for connecting or disconnecting 

the oscillator during the motion of the slider. 
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Fi g. 1. Exper imental set- up 

50 100 150 200 sec. 

Fig. 2 . Ex per ime nt a l rccords of stick - s lip motion 
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The following parameters and values were used: 

- driving speed V= 0,0446mm/sec 

stiffness of the linear spring K 

weight of the composite slider W 
0,038kg/mm 

0,73kg 

A number of experiments were conducted with and with

out exitation in the vertical direction. Fig. 2 shows two 

records of the stick-slip motion. The first parts of the 

graphs denoted by "A" were obtained without applying the 

excitation and they correspond to typical stick-slip motion 

encountered in practice. When the excitation was applied, 

part "B" of the graphs, the stick-slip motion almost vanis.!!_ 

ed. PartA of the graphs pres~nted in Fig. 2 is qualitativ~ 

ly similar to the graphs presented by Kato [~] which were 

conducted using the following valu~s: V = 0,02mm/sec ; 

K = 86,9kg/mm; W = 36,0kg. 

The experiment show that at low sliding speeds stick

slip amplitudes were reduced to negligible values by imposing 

excitation in the verti cal diraction. 

3 . Mathematical Model 

The mathematical model of the stick-slip motion was 

de veloped by Bowden [7] . A siaple model can be obtained by 

considering a solid body of waight W which is pulled along 

a slide-way by a spring. One and of the spring is attached 

to the body and the other end is moved with a constant 

velocity V. The motion of W will be intermittent. The 

equation governing the dynamic behavior of the stick-slip 

motion without exitation of the body W is given by: 

X =-X ~ + JJdg 

for the slip-condition where ~d is the coefficient of 

kinetic friction. 

(1) 

The system will stay in this model if the following 

inequality is satisfied 

X < V (2) 

~I 

r 
i 
.[; 
~:fi. 

'ir 
í. 
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where V is the driving speed. 
The condition of stick is given by 

X v 

For this model the following inequality must be 

satisfied: 

( 3) 

X.k < JJs.W (4) 

where JJs is the coefficient of static friction. 
After application of the periodical acceleration in 

the vertical direction (1) takes the following form: 

X = -X !<j + JJd(g+a sin wt) (5) 

and condition (4) takes the f~rm: 

X.k < 11sw (1 

where 

+ ~ sin 
g wt) 

a = amplitude of the accel~ration (a~ g) 

(6) 

The frequency of the periodic acceleration w is 
chosen to be much higher than frequency of stick-slip motim. 

4. The Analog Circuit 

Figure 3 shows the analog circuit for themathematical 
model. The circuit was sinulated using an EAI - TR48 analog 
computer. The conditions of the stick and aslip are 

controlled by switch S. The logical signal is produced by 

two comparators c1 and c2 . Co!lparator c2 is a latched 

comparator which receives the latching signal from comparator 
c

1
. The application of a periodic acceleration is realized 

by using a manual swith Sm. 

The stick-slip dynamic system was chosen for sillllll.ation 
with the following parameters: V=0,02;~ = 2,0; lJs=0,3; 

w 

}Jd,. 0,2; g sp ( for simulation purposes). 
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Fig. 3. Analrog Circuit 

Note: The swith inverts sign in EAI-TR48 analog computer 

a 2 
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a=g 

-t 
a=O.Sg 

-t 
~a=~ 

-
~I .. 

t 
rig. 4. Records of Analog Simulation 
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The results of analog si~ulation are shown in Figure 4. 

Graphs a, b, c, d correspond to different amplitudes of 

acce l e r a tion in the vertical direction a = 1.0, O.R, 0.6 

a nd 0.4 g r e spectively. The segment 1-2 in Fig. 4a corresponds 

to the period during which the slider is not moving. ·rhe 

f orc e in the linear spring K builds up from 1 to 2. ·, te 

s e gment 2-3 corresponds to the period during which the 

s lide r moves. The first parts of the graphs denoted by "A" 

were obtained wi thout a pplying the excitation and they 

corre s pond to th e f i rst parts of the graphs sho~n in Fig.2. 

The part B of the graphs were obtained wi th excitation similar 

like part B o f the graphs in Fig. 2 . At the point P the 

periodic acceleration was imparted. 

From the g raphs of Fig. 4 it is easy to see that the 

periodic acceleration in the vertical dir ection minimizes 

the stick-slip amp litude. For the amplitude s of acceleration 

a > O. 7 the s ti ck -slip instabil i ty disapp e aJS compl e tely Fig. 

4a and 4b . For smaller amplitwde s of a cceleration, i.e. as 

a gc~ smaller, the g raph s show that th e normal ex c i tati on 

is not as e f fect ive in mi n i miting the stick-slip amplitudes . 

A sma ll amount of oscill a tion$ is noticed in Fig. 4c and 

4d . 

5 . Conclusi on 

The experiment and a nalog computer simulation showed 

that i t is pos si ble to min i mize stick-slip motion by 

introducing a periodical accelerati on in the normal direct 

ion o f motion. The way t o prevent s tick-slip motion presen! 

e d a bove can find applic a tions in situations where it is 

necessary to move or to place very heavy elements or 

structures with high accuracy such as is encountered in 

machines and positioning servos. 
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SCIESZKO, J.L. ; HSU, L. 

ATTENUATION OF THE $TICK-SLIP PHENOMENA 

BY MEANS OF EJTERNAL VIBRATION 

Sum!Jlary 

Experimental observation showed that the stick-slip 
phenomenon is attenuated by the action of externa! 
vibration. An experimental set up prepared to assess the 
role played by externa! vibration in minimizing the stick
slip motion. A mathematical m<Pdel was developed and sirnulated 
using an analog computer. The results were compared with 
the experimentally measure time-history of the stick
slip movement. Good qualitive agreement was obtained. The 
influence of amplitude of vibration on stability of the 
movement was investigated. 

ATENUAÇÃO DO FENOME!)!O DE "STICK-SLIP" POR 
MEIO DE UMA VI!RAÇÃO EXTERNA 

Sumi rio 

A observação exEerimental mostrou que o fenômeno de 
"stick-slip" (oscilaçao de relaxação devido ao atrito de 
Coublom) é atenuado pela ação de uma vibração externa. Uma 
montagem experimental foi prefarada para esclarecer o papel 
da vibração externa na atenuação do movimento do tipo stick
slip". Um modelo matemático foi desenvolvido e simulado em 
computador analÓgico. Os resultados foram comparados com os 
gráficos no tempo do movimento do tipo"stick-slip" obtidos 
experimentalmente. Uma boa co~cordãncia qualitativa foi ob
tida. A influência da amplitude de vibração na estabilidade 
do movimento foi investigada. 
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1. Introdução 
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Porto Alegre, Brasil 

A importância da teoria de vibra.ções aleatórias em aplicações de dinâmica 

estrutural a problemas de excitação sísmica, explosões e impacto em Cen

trais Nucleares, e a problemas relativos a ação do vento e das ondas so

bre plataformas marítimas, é amplamente reconhecida. 

Em casos onde a hiótese de estacionar idade é admissível, a solução 

do problema no domínio da freqUência usualmente apresenta vantagens. O e~ 

foque é bem conhecido [4-6] e foi aplicado intensivamente na última déca

da na análise de estruturas sob cargas sísmicas, do vento ou das ondas. 

Por outro lado, em casos de excitação não estacionária e sobretu-
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do, quando o sistema apresenta parâmetros variáveis ou qualquer tipo de 

~ão-linearidade, uma solução no domínio do tempo constitui a escolha lóg~ 

ca. Este enfoque foi explorado por numerosos autores em relação a proble

mas de excitação sísmica. Uma discus~ão das contribuições neste área cai 

fora dos objetivos do presente trabalho. Deve-se destacar, porém, que ap~ 

sar de que os fundamentos da teoria das variáveis de estado são conheci

dos [t-2] e extensivamente empregados em outros campos, tais como teo

ria de comunicações, o autor não tem conhecimento de desenvolvimentos si 

mi lares na área de dinâmica estrutural. 

As vantagens do método são evidentes. Os resultados de Caughey & 

Stumpf [7], Barnoski & Maurer [BJ, Hasselman [to] e Buchiarell i & Kuo 

[9}, por exemplo, podem ser fac i lmeote generalizados para sistemas com 

multigraus de liberdade. 

Apresenta-se a seguir um breve resumo dos ele~entos básicos necess~ 

rios para compreender a subseqUente dedução das equações que definem a 

propagação da média, do valor quadrático médio e da variância de siste

mas dinâmicos sob diferentes tipos da excitação. O trabalho inclui solu

ções fechadas aplicáveis a sistemas aom parâmetros constantes e, em par,t~ 

cular, âs correspondentes ao problema estacionário. 

l. Aplicação das variáveis de estado a sistemas dinâmicos contínuos 

Considera-se a classe de sistemas dinâmicos contínuos, no sentidooo 

aempo, cujo comportamento é descrito pelo seguinte sistema de equações di 

ferenciais parciais de primeira ordem: 

~ -+ -+ 
x(t) = F(t) x(t) + G(t) u(t) (2. l) 

~ ~ 

onde x(t) representa o vetor de deslocamentos, x(t) o vetar de veloci

dades, ambos de dimensão N, ~(t) o vator de carga, de dimensão R, F(t) a 

matriz do sistema, de dimensão NxN, e G(t) a matriz de carga, de dimen

são NxR. Admite-se que F(t) e G(t) são funções seccionalmente contínuas 

do tempo e que ~(t) constitui um processo aleatório não estacionário, cu

ja média; e covariância \1 são conhecidas e dadas pelas equações: 
u u 

~)tl E {~(t)} (2.2) 

) ó ~ ~ ) \lu (t 1 , t 2 = cov {u(t 1), u (t 2 } ;pu (tl) õo(tl - t2) (2. 3) 
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onde E denota "valor esperado" e õ0(t 1 - t 2) a função delta simétrica de 

Dirac, definida como: 

{ 

~(al/2 
f(b)/2 
f ( t) 

se t < a ou t > b 
se t a 
se b 
se a < < b 

f(T) é qualquer função contínua no intervalo fechado [a, b}. 

O problema consiste na determinação da média ; (t) e da variância 
X 

llx(t
1

, t 2) da resposta ;(t). Se o si~tema tem parâmetros constantes e 

~(t) apresenta uma distribuição gaus$iana de probabilidade, o conhecimen

to da média e da variância da resposta ;(t) permite a definição estatís

tica completa da mesma. No caso de e~citação não-gaussiana, e de sistemas 

com parâmetros variáveis, os dois primeiros momentos não são suficientes 

para definir completamente a distribuição da resposta. Porém, em numero

sas aplicações, admite-se 'a priori' que a distribuição de probabilidade 

da resposta é aproximadamente gaussiana, e conseqUentemente só são reque-
+ 

ridos \Jx e Vx. 

Finalmente, deve-se subi inhar ~ue a forma (2.3) da covariância 

nao constitui uma restrição importante. Com efeito, se a excitação 

v 
u' 

não 

for um ruído branco, o problema pode ser tratado pelo ·método da "amplia.. 

ção" do vetor de estado. Na seção 4 a.pl i ca-se este enfoque a um problema 

de excitação sísmica. 

A seguir resume-se a dedução das equações para propagaçao da média, 

do valor quadrático médio e da variâ11cia apresentadas na Ref. [lJ. Os as

pectos fundamentais da teoria podem também ser estudados na Ref. [2), p. 

150. 

A solução da eq. (2. l) é: 

~(t) "'4>(t, t) ;(t) + ft C!>(t, T) 8(-r) u(T) dT 
o o t 

o 
(2.4) 

na qual a matriz de transição do estado 4>(t, t
0

) é uma solução da equação 

diferencial homogênea: 

(2. 5) 

com condições iniciais: 

(2.6) 
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A equação de propagação da média pode ser obtida de forma di reta 

calculando o valor esperado de ambos os membros da eq. (2. 1), resultando: 

~ ~ ~ 

~x(t) = F(t) \Jx(t) + G(t) lJu(t) (2. 7) 

Eq. (2. 7) indica que a obtenção da m~dia; (t) exige uma análise dinâmica 
X 

equ i v a 1 ente a obtenção da resposta do sistema sob uma excitação "de te.!: 

minística" igual a média ; (t) de ~(t). AI ternativamente, pode-se demons
u 

trar que: 

~ ) ~ t ~ ) JJx(t = Cl>{t, t
0

) JJx(t
0

) + ft c!>(t, T) G(T) IJ:.J(T) dT (2.8 
o 

Eq. (2.8) também mostra que a soluç~o para; (t) é idêntica a solução pa 
X -

ra ;(t), exceto que as variáveis estocásticas são substituídas por seus 

valores esperados na expressão ; (t} . Em geral, a eq. (2.8) não é adequa
x 

da para a avaliação numérica de; (t), sendo consideravelmente mais fácil 
X 

a integração numérica direta da eq. (2.7). 

Obter-se-ã a seguir uma expressão para a propagação do valor quadr~ 

tico médio Px(t) das variáveis de estado do sistema da eq. (2. 1). Px(t) 

é uma matriz simétrica definida pela equação: 

P ( t) = E {i ( t) ;r ( t) } 
X 

(2. 9) 

Diferenciando a eq. (2.9) em r~lação ao tempo: 

P (t) • E {;(t) ;r (t)}+E{x(t) ;r (t)} 
X 

(2. lO) 

Introduzindo a eq. (2. 1) na equaçãp ~recedente; levando em conta a defini 

ção (2.9) e adotando a notação: 

P (t) =E {Ú(t) ;r (t)} 
ux 

(2. 11) 

P ( t) • P r ( t) 
ux xu 

(2. 12) 

a eq. (2. 1 O) fica: 

~11, ' 
'~ ' 
'•\ 
)~ 
--~~ 
-~ 
'i 

1'1 

,. 

P (t) • F(t) P (t) + P (t) Fr (t) + C(t) P (t) + P (t) Gr (t) (2.13) !.i· 
X X X UX XU p 

fl 
~ . 

Substituindo agora na eq. (2. 12) o valor de x(t) segundo a eq. (2.4) e a9 
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0 
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correlação nula entre ~(t) e ;(t ) , obtém-se: 

o 

~ T t u'"'" ~T I' ( t) = 01>( t, t ) 11 ( t ) 11 ( t) + ft 01>( t, T) G (T) llu (T) llu ( t) + 
XU O X O U o 

(2. 14) 

A avaliação da integral na eq. (2.14) conduz a: 

(2. 15) 

Similarmente: 

T 1 ~ T 
I' ( t) = ~ ( t) ~ ( t) + .,.. '!'u ( t) G ( t) 

UX U X L 
(2. 16) 

Finalmente, a· eq . (2.13) resulta em: 

T ~ T 
I' (t) = F(t) I' (t) +I' (t) F (t) + G(t) '!'u(t) G (t) 

X X X 

Eq. (2. 17) permite a determinação do valor quadrático médio da resposta 

para qualquer t ~ t
0

, com a condição inicial: 

(2. 18) 

A relação entre a variância Vx(t) e o valor quadrático médio Px(t) é: 

(2. 19) 

Calculando a derivada em rela~ão a t de ambos os membros da eq. 

(2. 19) e introduzindo (2 . 17) na expressão resultante, obtém-se a equação 

para a propagação da variância: 

V (t) = F(t) V (t) +V (t) FT (t) + G{t) ;u(t) GT ( t) 
X X X 

a qual define a variância do sistema para t > t
0

, se o es tado 

Vx =Vx (t
0

) for conhecido . 
o 

(2 . 20) 

ini c ial 
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3. Determinação da equação fundamentpl do sistema 

As equações de movimento do sistema são: 

:': + + 
ti q ( t) + t q ( t) + I< q ( t) Q (t) (3. I) 

+ + + 
onde ti, te I< representam matrizes quadradas de ordem NL, q, q e q deno-

tam os vetares de deslocamentos, de velocidades e de acelerações genera

lizadas, respectivamente, sendo Q(t) o vetar de cargas generalizadas. A

través de uma equação da forma da eq. (3. 1) pode-se descrever o comport~ 

menta de sistemas excitados por forças externas ou por deslocamentos de 

seus apoios, segundo descreve-se na 6eção 4 . Os coeficientes das matri

zes da eq . (3.1) podem, em geral, ser funções do tempo t. Porém, admite

-se a seguir que ti e I< são positivas-definidas para todo t ~ t
0

. Introdu 

zindo-se as novas variáveis: 

{~1 y ~ q J e y -{:} (3.2 - 3) 

o sistema de NL equações diferenciais de segunda ordem pode ser reduzi

do ae seguinte sistema de 2NL equa~~ diferenciais acopladas de pri~i· 

ra ordem: 

; . [: ~ -~ .-' + -"-: 1 ~ + r~~:'J (3. 4) 

Par a obter um sistema com dimensões homogêneas, é conveniente ,introduz i r 

as coordenadas definidas pela transformação: 

+ 
y 

I: r_•_;_-_ol ~ 
[ tJ ~ .j 

(3 . 5) 

onde wr denota uma frequência constante [rad/segJ de referência.Todos os 

componentes de; tem dimensão [comprimento]. Eq. (3.4) fica então: 

+ 

x ( t) 
l ti- '_ ~ _ -~ _- ~r M-

1 

l~ wr I I O 

.] ~(<) 
{ 

-1 
-ti 
wr -

+ - õ 

Q(t)! 

--J (3. 6) 

~ 
!i ;! 
:1 
~} 

'Í 
li 
.n 

' 
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O vetar das ações externas Q(t) pode ser exprimido da seguinte forma: 

(3. 7) 

onde De uma matriz que define a distribuição "espacial" da excitação,ou 

seja, tem coeficientes constantes com dimensão [orça/comprimento]. A e~ 

(3.6) fica então: 
+ + + 

~( t) cF x( t) + G u(t) (3 o 8) 

onde: 

[~ ~-· ( : __ 1_ "-I "1 t ~' -:-~ ~] F 
1 w r .: .. I -

I I) 
r I -

(3.9 - 10) 

Eqs. (3.8 - 10) definem completamenu o comportamento do sistema estrutu 

ral e permitem a utilização di reta dms resultados da Seção 2. 

4. Consideração de diferentes tipos ~e exci taÍão 

Será discutida nesta Secção a f~rma que adota a equaçao de movimen

to (3. 1) nos casos de maior interesse prático. 

a.. Sistema excitado por cargas ellt.ermas. Aplica-se a eq. (3.1), resulla!! 

do em consequência a s matrizes definidas pelas eqs. (3.9) e (3.10). 

b. Sistema excitado por movimento da base como corpo rígido. Admite-se 

que os apoios do sistema em estudo apresentam pequenos deslocamentos co

mo parte de um corpo rígido. O movimento da base e especificado pelo ve

tar 1(t). Os componentes do vetar ;(t) representam os tres deslocamentos 

e os tres giros da base em elação a um sistema fixo de coordenadas. Pode 

-se_ demonstrar que a eq . (3.1) e ainda válida se q, ~e q são considera

dos como deslocamento~, velocidades e acelerações relativas a base, res

pectivamente . O vetar de carga_s resulta igual a: 

Q(t) = - H-l D ~(t) (4. I) 

onde o vetar D ~(t) contem as componentes das acelerações da base na di

reção de cada coordenada general izad1 q. Porem, torna-se necessário mo

dificar a matriz G para manter a homogeneidade dimensional da eq. (2. 1). 

Tem-se: 

Q(t) = - w 2 M-l 
r 

+ 

D ~ ( t). 
2. 

w 
r 

+(t) l(t) 
u .. ·---z e G" ( 4. 2 - 4) 

w 
r 
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As equações precedentes simplificam-se para movimento unidirecional z(t) 

da base, hipótese esta empregada com frequência na anã! i se sísmica de es 

truturas. Neste caso tem-se: 

.. 2 
u(t) • z(t)/wr e 

G ·l": 'J (4. 5 - 6) 

c. Sistema excitado por movimento sísmico unidirecional da base. Na Se

ç~o 2 foi antecipado que quando a excitaç~o · n~o i um ''ruído brancd', o 

problema pode ser resolvido pelo mitodo da ampliaç~o do estado do siste

ma. O procedimento será ilustrado para o caso de excitaç~o sísmica unidl 

recional. Nesta apl icaç~o , a densidade espectral de potência (f.d.e.p.) 

da resposta de um oscilador 1 ineár amortecido submetido a uma aceleraç~o 

(ruído branco) da base constitui uma boa aproximaç~o para a f.d.e.p. da 

aceleraçao do solo medida durante sismos com distâncias epicentrais in

termediárias e grandes. Consequentemente, a excitaç~o u(t), que na deri

vaç~o das equações fundamentais da Seç~o 2 foi considerada um ruído bra~ 

co, será filtrada atravis de um asei lador com parâmetros ( ç
5

, w
5

) . As~ 

trizes de massa, amortecimento e rigidez do s istema original serão iden

tificadas a seguir mediante o sub-índice o. A equação de movimento fica: 

rHi~-~j{-~o-}J~~~ - - ~-j {-~~} + ~~+-:] {-q~} =--\:Jz(t) lo 1 1 :1 lo I 2 Ç W Z l~ I W Z 1 o 55 o 5 o 

(4. 7) 

sendo : 
... 
r = H 

o 
d q ={-~o-} 

\ zo 
O:= -{-~-} z(t) (4. a - 1o) 

o sistema (4. 7) pode ser exprimido na forma bãsica (3 . 1). A ordem das ma 

trizes H, t e K i agora (NL + 1), e a da matriz Fi 2(NL + 1). 

5. Solução do problema estacionário via variáveis de estado 

Nos sistemas com parâmetros constantes submetidos a excitações est~ 

cionárias, as matrizes F e G n~o variam com o tempo e o/= constante= o/ 
o 

para t > O. Se o sistema i estável, para valores de t suficientemente~ 

des a variância Vx pode ser obtida da equaç~o (2.23) fazendoVx a O. Re

sulta ent~o : 

F V + V F T + G o/ GT = O 
X X O 

(5 . 1) 

Introduzindo a notação: 

A= G o/ GT 
o (5.2) 
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obtém-se o seguinte sistema de equações algébricas: 

F Vx + Vx FT + A = O (5.3) 

que permite calcular os coeficientes da matriz de variância Vx. Na solu

ção de eq. (5.3) é conveniente levar em conta a forma das matrizr,,s F e G 

eq. (5. 3): 

(5.4) 

, Sistema excitado por cargas externas. Neste caso as matrizes Fij e A1 1 
são também simétricas. Será apresentada a seguir a solucção completa das 

equações precedentes para o caso em que as equações de movimento 

tenham sido previamente diagonal izadas . Ter-se-á então: 

,., 

(3. 1) 

[ [ 2 çn wn J 
I< [w2 l 

(5 . 6 a-d) 

n T ..,. 
~(t) "qn Mr{t) 

n 

onde wn e Çn representam a frequência (rad/seg) e a razão de amortecime~ 

to crítico correspondente ao modo de vibração q . ;(t) são as cargas no 
n 

sistema original (acoplado) de coordenadas e Mn a n-ésima massa general.!, 

zada. A transformação precedente é possível quando a matriz de coeficie~ 

tes de amortecimento satisfaz o critério de Coughey e, em particular qua~ 

do ela é uma combinação 1 inear das matrizes de massa e de rigidez [3] 

[4]. A hipótese de estacionaridade da excitação exige que 

-;.-(t) =; u(t) (5.7) 
o 

onde os coeficientes de ;o são constantes com dimensão [força/deslocame~ 
to] e u(t) constitui um processo aleatória estacionário com dimensão 

[deslocamento] caracterizado pela função de autocorrelação ~(t)a~0ô 0 (T). 
Segundo as eqs . (3 . 7) e (3. lO), obtém-se para a matriz t.

1 1, os coeficien 

tes: 

(..,. T ; ) (..,. T -; ) 
qm o qn o 

(5. 8) 
Mm Mn 



Pode-se obter sem dificuldade: 

v
11 

(m,n) 
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Ali (m, n) '!'o 

2 (çm wm + çn wn) 
(5.9) 

&epois de al~mas manipulações algébricas obtém-se a correspondente ex

~ressão para as variâncias dos deslocamentos: 

v22 (m, n) 

Os termos diagonais sao: 

Ali (m, n) '!'o 

l; w + l; w 
m m n n 

w 2 
.r 

w 2-+~--2 
r r 

I Ali (n' n) \11 o w r 2 
v22 (n, n)=7i r; w <w-l 

n n n 

A solução precedente é completa e permite logo calcular as 

das coordenadas acopladas. 

6. Sistema 1 inear com um grau de 1 ibfrdade 

(5. 1 O) 

(5. 11) 

variâncias 

Será determinada a seguir a propagação da variância num oscilador 

1 inear com amortecimento viscoso sob a ação de uma força aleatória com 

covariância '!' = '1'
0 

o
0

(T). Adotando a frequência de referência wr igual a 

frequência natural do sistema wn' a eq. (2. 23) toma a forma: 

[> ~"]· [-2<w, ~'] [v11 v12
]• [v 11 v121 ["w, :J . 

v12 v22 wn v,2 v22 v,2 VnJ - w n 

• [w:' :J '• f(<) (6 .1) 

onde denota a razão de amortecimento crftico do oscilador, A eq. (6.1) 

pode ser submetida ao seguinte rearr~njo: 

{ 
it } l -{ } ~ 2} 

11 -4çw -2 w O V 
11 

w 

~ 12 • w
0 

" _,,.,: ~J v12 , ; '
0 

f(<) 

v22 o 2 wn o] v22 o 
(6.2) 

Aplicando a ambos os membros da eq. (6.2) a transformação de Laplace, ob 

têm-se para variância inicial nula: 

.. 

I 
I 

I ., I 
I 

: 
I 

I 
H 
F 

i 
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sendo Vjl (s) e f(s) as transformadas de Laplace de Vjl (t) e f(t), respe;:_ 

tivamente. Interessa particularmente a variância do deslocamento x(t), 

isto é, v22 (t). Sua transformada de _aplace v22 (s) é, da eq. (6.3) 

4 
2wn '1'

0 
t(s) 

v22(s) = -s~3_+ __ 6_ç_w_n __ s~z-+~4-(-l~+--2~ç2~)--w-n~z--s-+ __ 8_ç_w_n~3 (6.4) 

A transformada inversa da eq. (6.4) resulta: 

'I' w 2 t 
v22 (t) = 

0 ~ f exp [-2çw (t - 1)] [1 - cos 2p (t - 1)] f(T)dT(6.5) 
2 ( l-ç ) o n n 

A eq. (6.5) descreve a propagação da variância do deslocamento com o tem

po, para qualquer evolução f(t) da covariância da excitação. Se f(t) co~ 

titui uma função salto unitário na origem a avaliação da integral (6.5) 

por partes conduz a: 

'l'o wn exp(-2Çwnt) [ 2 r-----7 J v22(t) = ~ {1 - 1 - ç cos 2pt + ç 11 - ç- sen 2pnt } 
1 - ç (6.6\ 

A eq. (6.6) mostra claramente o crescimento da variância da resposta com 

o tempo, até atingi r no 1 i mi te o valor correspondente ao problema esta

cionário, isto é, '1'
0 

wn/4ç. Este valor coincide logicamente com a conhe

cida solução do problema estacionário no domfnio da freqUência [5], [6]. 

Observe-se que, nas referências citadas, as constantes em lugar de '1'
0 

r~ 

referem-se ã amplitude da função de densidade espectral de potência de

finida entre o e +oo (one-sided power spectral density function), sendo 

'1'
0 

a amplitude da função definida entre -oo e +oo (two-sided powerspectral 

density function). Uma aplicação imediata da eq. (6.7) é a determinação 

do tempo td necessário para que a re6posta atinja uma porcentagem dada 

do valor correspondente ao problema estacionário, questão de importância, 

no caso de excitação sísmica. A eq. (6.7) coincide com resultados Jbti

dos por Caughey e Stumpf [7] e por Bernoski e Maurer [B], para sist ·.mas 

com um só grau de 1 iberdade. Estes procedimentos porém, requerem a 3va-

1 iação de integrais ~plano complexo e possivelmente não permitar ~ ex

tensão dos resultados a sistemas com muitos graus de 1 iberdade. 

7. Integração numérica da equação de propagação da variância 

Nos problemas com parâmetros variàveis, soluções do tipo apresenta-
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do não são em geral possíveis e devem ser empregados então métodos de i~ 

tegração numérica di reta das eqs. fundamentais (2. 7), (2.20) e (2.23). ~ 

xistem numerosos procedimentos de integração da equação de propagação da 

média, problema que não oferece dificuldades especiais. Por outro lado, 

a integração das eqs. (2 . 20) ou (2.2~) não pode ser realizada de maneira 

direta com base nos procedimentos usuais. Por razões de espaço este tema 

não será discutido neste trabalho. 

8. Conclusões 

O método das variáveis de estado fo i empregado para determinar equ~ 

ções de propagação da média , do valor quadrático médio e da variância de 

sistemas estruturais sob diferentes tipos de excitação dinâmica. Várias 

soluções das equações resultantes foram obt .idas para sistemas com parâm~ 

tros constantes, em particular aqueles correspondentes a excitações esta 

cionárias. 

E sugerida uma forma de aplicaçéo do método ao problema de excita

ção sísmica. Aspectos relacionados a integração numérica direta das equ~ 

ções de propagação não são discutidos por razões de espaço, porém deve -

-se salientar que este é um ponto fundamental no desenvolvimento do mét~ 

do. Uma segunda área onde serão necessários trabalhos adicionais refere

-se a dedução das equações de sistema adjuntos para aplicar o método de 

ampliação das variáveis de estado. 

j) 
r 
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RIERA, Jorge D. 

APLICAÇAO DO METODO DAS VARIAVEIS DE ESTADO AO ESTUDO DE 

SISTEMAS DINAMICOS SOB EXCITAÇOES ALEATORIAS NAO-ESTACIONARIAS 

Sumário 

O método das variáveis de estado foi empregado para determinar equ~ 

ções de propagação da média, do valor quadrático médio e da variância de 

sistemas estruturais sob diferentes tipos de excitação dinâmica. Várias 

soluções das equações resultantes foram obtidas para sistemas com parâ~ 

tros constantes, em particular aquelas correspondentes a excitações esta 

cionárias . 

APPLICATION OF THE STATE VARIABLE METHOD TO DYNAMIC SYSTEMS 

UNDER NONSTATIONARY RANDOM EXCITATION 

Summary 

The method of state variables was employed in the derivation of e

quations for the propagation of the mean, the mean square value and the 

variance of structural systems under different types of dynamic excitati 

on. Some closed form solutions are obtained for constant-parameter sys

tems, in particular those corresponding to stationary inputs. 
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l. Introduction 

Several investigations [1,2,3,4] have been reported 

recently on the dy namic stability of articulated and 

continuous p ipes conveying pulsating fluid. These studies 

were motivated by recent industrial conce rn about the 

r e s pon s e of cylindrical components to flow di s turbances 

typical with heat exchangers, nuclear reactor internais, 

piping in proces s plants and others. 

All of the aforementioned investi gations were 
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r~stricted to c•ses of idealized end support conditions of 

the pipes. The need to study the more realistic case of 

pipe supports, possessing some degree of flexibility, 

motivated the work reported here. Furthermore, since 

previous studies (see (3] for comprehensive review) 

demonstrated the close dependence of the pipe's dynamic 

behavior on its support conditions, this investigation 

provides an opportunity to examine that dependence as related 

to the parametric and combination resonances of the pipe 

conveying pulsating fluid. Within the context of the subject 

of dynamic stability of parametrically excited elastic 

systems, this study may assist in gaining more i nsight into 

the role of end supports in the behavior of such systems. 

2. The System 

Consider a uniform flexible pipe of len ght L, 
flexural rigidity EI and mass per unit lenght mt, conveying 

incompressible fl~id of mass per unit lenght mf which is 

flowing with a periodically varying velocity U=U
0

(l+E cos wt), 

where U
0 

is the mean velocity and E is a small parameter. 

The pipe is built-in atone erd and elastically supported at 

the other with both translational and rotational springs of 

stiffnesses K1 and K2 respectively. The initial straight 

axis of the pipe coincides wi7h the x-axis while the 

transverse motion of the pipe, y(x,t), where tis the time, 

is measured in the direction of the y -axis perpendicular to 

x. The clamped end of the pi?e is taken at x = O. 

The nondimensional equatjon of small motions for the 

pipe can be shown to be given by [s] 

a4 
- a5 

2 --& + y ~ +[u
0

(l+E 
dV dV d T 

c os 2 1/2 . d 
2

!) 
nT) -(l-V)Enu

0
8 SlnnT] ;)\/2 

112 a2 
- a a2 

+ 26 u (l+EcosnT) ~ + ~ ~ + ~2 o (l) 
O aVaT oT dT 

with the boundary conditions 

!) 
dl) 
a v o at v O, a n d 

____L 

,, 
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o at v 1 ( 2) 

The dimensionless parameters in equations (1) and (2) 

are 

X 
v = L' n a = ' T 

( 3) 

where ~ is the coefficient of external viscous damping and y 

i s the coefficient o f inte rnal dissipation of the a ss umed 

Kelvin-Voigt type for the pipe's material. 

In order to investigate t he stability of the continuous 

pipe, utilizing the methods described in f o llowing sections, 

it is necessary to reduce the system to a discrete one. Let 

m 
n<v,T) = L ~ (v).q (T) 

r=l r r 
( 4) 

where qr(<) is generalized coordinates,~r(V) are the eigen

functiobs of the abbreviated pipe-fluid sys te m (u=~=~= ~) 

and m is t he retained number of terms in the a ss umed solution 

(4). Substituting (4) into (1) and applying the Gale rkin' s 

method yields, 

where Q is the vector {q
1

, q 2 , ••• , qnJ, H is a diagonal 

matrix with elements a
4

, a being the s th dimensionless 
s s -

eigenvalue of the abbreviated p rob lem, E i s the unit matrix 

and A, B and D are m x m square matrices whose elements are 

respectively 

b = 1 
rs t1r 
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drs 1 11 rr- ~r~~ dv , where 
r o 

M = 11 (~ )2 dv 
r r o 

( 6) 

In the above, capital letters are used there and throughout 

the paper to denote matrices and vectors. A dot anda prime 

denote differentiation with respect to T and v re spectively. 

A new method for the stability analysis based on an 

extension of the method of Hil1's infinite determinants is 

brief1y out1ined in the fo11owing section. 

3. The Genera1ized Hi11'q Method 

The system of equations (5) can be written in the form 

2 
Q + L 

q=-2 

. • 2 . 
elqTr Q + L elqTG Q 

q q=-2 q o ' 
. 2 
l -1 ' 

(q) (q) 
where r = f and G = g are constant m x m q r s q rs 
matrices and T = nT. A so1ution vector of (7) may be 

written as 

QCT"> = e"-i' I 
n=-oo 

c einT 
n 

where À is a characteristic constant and C are constant n 

( 7) 

( 8) 

co1umn matrices of rr. rows. Substitution of (8) into (7) with 

a shift in índices and col1ecting the 1ike powers of 
e(À+in)T , yields 

2 
O+inl 2 c+ L [O+i(n-q)} r + G J c 

nq=- 2 q q n-q o ' ( 9) 

Each of 

matrix [-n
2E 

solution if 

the equations (9) is mu1tip1ied by a constant 

+dia G -(dia r /2) 2]-1 without altering the 
o o o o 2 

2 equa1 to n 

the cases where any of the grr- (frr/2) are 

are exc1uded. This a1tered system wi11 be 

~ 
a 
ti 

ti 
~ f; 
~·~ 
{( 

represented by the matrix equation ~ 

z.c = o (10) 

where Z is the infinite square matrix compo s ed of the s ub

matrices Z , C i s the infinite co1umn matrix of s ubmatricies np 
C and p = n-q. 

p 



273 

The diagona l and off diagonal e l e me nt s of t he matrix Z 

may be s h o wn to be respectively 

(A+inl 2+( A+inlf 0 +g 0 

rr rr 

(À+ip)f n-p+g n - p 
rs r s 

where fn-p = gn-p = O whe n ln- p i > 2 , and n , p 
rs r s 

1,2 .. . while r, s = 1,2, ... , rn . 

( lll 

(12) 

... , -2,-l, O, 

A necessary con d i tion for the existence o f a nontrivial 

solutio n of (1 0 ) is that det. Z=O. The det Z wh i ch wi ll be 

denoted a s ó(A) rnay be written as 

60) 
rn k 

61 o) ;; lirn n 
r=l k-+00 n=-k 

( 13) 

or using the p roduct expansion for t he sine function it can 

be shown , af t e r s o me manipulation, that 

( 1 4) 

The e1ements o f 6
1

(À), formed by factor ing o ut of each row 

of 6(A) the eleme nt on t he principal diagona l, a re 

1 (15) 

(À+i p l f n-p+~ n- p 
r 9 t.'rs ( 16) 

I n [ 6J , the convergence of 6 1 (A) wa s shovm by prov ing a 

t heorem on the co n ve rgence o f inf i n i te determinants be l on r i ng 

' t o t he c las s o f 61 (À ). Th e converge n c e of 6() ) fo l lows from 

tne fact til a t it i s e q u a l to the p r od uct o f 6 1 ( À ) and a 
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finite number of sine terms. Since its convergence is 

estab1ished, the determinant ó(>.) may be expressed in a 

c1osed formas fo11ows. ó(>.) is ana1ytic everywhere in À as 

may be seen from its e1ements (11) and (12). However, 6 1 (>.) 

has simp1 e po1es at 

r 
À1,2 -f 0 /2+i ~ 0 -(f 0 /2) 2 . rr - grr rr 

Constants K~ and K~ may b e chosen so that the function 

m 
Ó(>.) = 41 (Ã)- I~~ cot i nc>.->.~)-K~ cot i 

r=1 
no->.~l] 

(17) 

(18) 
1 
;) 

i 
wil1 have no s imp le po1es at the points >.r, or >.~. Since it ~ 
may be seen that 11

1 
0) and t h <e terms in bracke ts i n (18) are ·:; 

periodic functions of the sarne period i, it fo11ows that 

Ó(>.) i s a1so periodic of peri0d i. Since Ó(>.) has no po1es 

Àr Àr · h 1 Àr · Àr · at 
1 

or 2 , 1t as no po e s a t 1 ± 1n or 2 ± 1n. 

Furthermore, Ó(>. ) is obvious1y bo un ded as Re (>.)++oo (Re 

stands for real part) and s ínce í t is ana1 y tic, Ó(>.) is 

constant according to Lio uvi 1 te' s t h eorem [7]. Th i s 

constant may be shown to be e~ua1 t o un ity so that 

rr. 
I 

r=1 
(Kr - Kr) 

1 2 o and 

m 
11 1 (>.) = 1+ I [ K~ cot i nC>.->.~ )- K~ cot i nc>. - >.~l) 

r=1 

(19) 

( 2 o) 

It is of interest to note that if the >.r 's and >.~ 's are 

complex, then 11(>.~) and K~ are the conjugate s of 11(>.~) and 

K~ respective1y. S ubs t it uti o~ of (20) into (14) yields 

m s in i TI(>.->.r)Ein i fi(>.->.~) 
11(>.) = (-1) m n 

m 

r=1 sin2 [n/g o-(f o/2 )2 ] 
rr rr 

{1+ I [Kr c o t i no->.~)- K~ c ot i no->.~)]} 
r=1 

Expression (21) is the closed form representation 

sought for the genera1ized Hil1' s de t erminant 11 (>.), its 

( 21) 
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roots determine the nature of the solution for system (5). 

It remains now to determine the constants K~, 2 in (21). 

To this end, equation (20) is written as 

m 
(TI ~----~1~-----)~~(À) = 
r=l À

2
+ Àfr~ + gr~ 

1 + 

where ~~(À) is formed by multiplying the m rows of the 

central submatrices (n=O) in ~l(À) by the corresponding 

À 2 + Àf o + o 
rr grr r = l, 2, ... m. 

(22) 

Consequently, the elements of ~~(À) will be the sarne as 

those of ~l(Ã) except where n = O, and ~~(À) will have no 
r r s s poles at the À1

1 s and À2
1 s. The constants K1 and K2 may be 

determined by successive l y multiplying (22) by 

{sin i IT(À-À~).sin i IT(À-À~)} and letting Ã+À~ and Ã+À~ for 

s = 1,2, ... m, yielding 

c s 
rr.~1<À1 2> m l 

r~ l ( \ s ) 2 \ s o o 
"1 2 + f\1 2 f + g rf.s , , rr rr 

4. Determination of the Characteristic Exponents 

( 2 3) 

The characteristic equation, ~(À) = O, is transcendental 

in the complex variable À. In order to determine its roots, 

a method on the Argument Principlein Complex variables 

analysis of analytic functions is adopted. The Argument 

Principle [8J gives the following relation (increase in arg 

~(À) on path Cw) = 2TI n
0

, inside CÀ , where CÀ is a simple 

. closed path in À-plane, Cw is the corresponding path in ~(À) 

plane and n
0 

is the number of roots. Relation above was 

conveniently utilized to loca1e the roots as follows. 

A rectangle CÀ is selected with the proper extent for 

' the fluid-tube s ystems studied here. for each po i nt À on CÀ, 
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the corresponding ô(À) is calculated from (21). As the path 

CÀ is traced by increments of À, Cw is also traced and the 

change in arg ô(À) is calculated for each increment of À. As 

a demonstration of the method consider the case shown in Fig. 

1 where only one root is loca,ed within the selected domain. 

Upon tracin g CÀ once (a,b,c,d in Fig. l (a)), Cw i s also 

traced once (Fig.l (b)) resulting in a 2IT change in arg ô(À). 

The rectangle (a,b,c,d) is than divided into four equal 

rectangles whose boundaries are tràced in turn. A change of 

2IT in arg ô(Ã) around a rectangle (say e,f, g ,h) indicates 

existence of the r oot within that rectangle. That rectangle 

Im(N Im6(À) d 

d h c,g 

HI a 

e t Re 

a C>-
cw 

(a) !-.-plane b (b) 6(!-.)-plane 

Fig.l - Locatin g the roots of 6(Ã) 

is further divided and the process is continued till the 

root is located within a rectangle whose si ze depend s on the 

desired accuracy. 

It should be noted that since the purpose is to 

inves tigate s tability, the search for possible roots is 

confined to the ri ght half of the À-plane, where Re (Ã) i s 

positive. Thus , if the initial tracing of CÀ points to at 

least one root, the system is unstable otherwise it is 

stable. However, if the nature of the instability is also a 
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concern, the search should cortinue till the values of all 

roots with positive Re (À) are determined. If some of the 

roots are complex conjugates, the instability is of the 

combination resonance type other wise it is of the parametric 

resonance type. 

5. Computations, Results and Discussion 

Two computer programs were utilized for the stability 

analysis. The first program, based on the extended Hill's 
c r r method, calculates the values of A1 <A 1 2 ), K1 2 from (23) 

! ' 
and exponents A from (21). Sufficient number of submatrices 

is taken to approximate the infinite banded square matrix 

(band width 3m-l) whose determinant A~(A) is sought. The 

second program utilizes a "Numerical Floquet analysis" [2,4, 

5], where the m equations (5) are reduced to 2m first order 

equations and then integrated over one period of the 

coefficients. The solution vectors obtained with 2m initial 

conditions mak e up the mondromy matrix of which the 

logarithims of its eigenvalue3 are proportional to the A's. 

For selected values of the fluid-pipe parameters, u
0

, 

6 , ~ and y, the second program described above was first 

used to obtain t he pipe's frequenci es n. (imaginary parts of 
J 

AJ under steady flow conditio~s . The A's in this case are 
J 
the eigenvalues of the constant coefficients matrix of the 

first order equations of (5), with E = O. For assigned 

values of spring constants R1 and R2 , the program was also 

used to determine the steady flow velocity at which the pipe 

first loses stability by buckling or flutter. The values of 

aj and $j and the integrals of (6) were evaluated for the 

selected values of R1 and R2 ~tilizing the results given in 

(5J for the abbreviated problem. 

For a cantilevered pipe with steady flow, the introduc

tion of linear or torsional s~rings at the free end was 

found to be stabilizing or destabilizing depending on the 

value of 8. The pipe first loses stability by flutter if 

R1 or R2 are below a certain value and buckles for higher 

values, as s hown in [9] for translational springs, and in 

[ 5] for bo th kinds of springs. 

For a pipe with periodic flow, results were obtained 
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using, for the most part , the Hill's program and by the 

Floquet's program. A stability map in the 11-E plan~ is 

presented here for the selected parameters, u
0

=4.S, B=O.l2S, 

y=O.OOl and ~=0. For the sarne parameters, Table 1 shows the 

ca1cu1ated frequencies of the pipe and the critica1 f1ow 

ve1ocities at steady f1ow conditions. 

Tab1e 1 - Results with steady flow 

R1 R2 u critical 111 112 113 

o. o. 5. , f1utter 5.60 15.07 53.83 

25 . o. 6.25, f1utter 5.04 19.33 54.93 

100. o. 4.7 , Buck1ing 3. 54 27.09 58.46 

100. 10. 5.8 , Buck1ing 7.80 27 .80 65. o 2 

Figure 2 shows the resonance regions for 11 in the range 

0 - 20. 

20 /~~ 
\ 3 

Rro .• R,~o. 
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As in [3,4] no parametric res~nance (Q near 2Q./K; where j 
J 

and K are integers), either primary (odd j) or secondary 

(even j) was observed which is associated with the first 

mode of cantilevered pipes. $oth first mode primary and 

s econdary parametric ins tabilities appeared when a stiffness 

o f R1 = 25 is introduced at the free end. With further 

increase of stiffness <R1 = 100) the instab ility regions 

moved significantly closer to ~ -axi s while further addition 

o f a rotational s tiffness <R2 = 10) caused the regions to 

move back to the r ight . This is consistent with conclusions 

in [2,3] of the instabili t y regi ons being closer to n-axis 

f or higher ratios of mean velocity o f periodic flow to that 

o f critica! steady flow (co nsult Table 1). The regions of 

c ombination r esonance in Fi g .2 (Q near ( Q.!Q.)/K)show the 
]_ J 

c antilevered pipe with a r e lative l y extensiv~ area of the 

differenc e type i nvolvin g the first two medes, the region 

almost va n is hes with R1 = 25 ~nd chan ge s to a small area of 

th e sum t y pe with R1 = 100. Thi s is contrary t o the belief 

that co mb i nation r eg i o ns are more p ronounced with mean 

velocities o f periodic flow approaching the critica! steady 

ve loc ity . 

The stability map for higher values of Q(20 -6 0) is shown 

i n fi g . 3 . It may be obse rved t hat the principal primary 

re gion of pa r ametri c resonanc~ ( Q near 2n 2 ) for a cantileverec 

pipe lies nearest to the Q-axis although the criti c a! steady 

flow velocity of t hat pipe is not as close as that of some 

o t he r case s of s uppo rt to the mean velocity of the periodic 

flow cons i de r ed . It is inter~sting to notice with R1 = 100, 

th e f avorable condi tion of. se cond and third primary 

instabilities sharing the sarne region, reducing the likelihooc 

o f instability. 

Some final remarks are in arder. Contrary to statements 

in (3,4] a bo u t parametri c instabilities being unlikely to 

occur below u 
o 

4 for cantilevered pipes this author has 

obtained result s of parametric resonances occuring for 

B = 0 .125 and 0. 3 25 with flow velocitie s a s low as 1. 2 5 for 

E greater than O .4. As pointed out in [2], the double role 

played by the corioli s forces 0 being both stabilizinf, a n d 

destabilizing t o the pipe, calls for more study to a ss e ss 
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6. Conclusions 

(l) While for cantilever&d pipes parametric resonances 

are selectively associated with on l y some of the modes of 

the system, existence of some stiffness at the free end 

increases the number of modes with which resonance may occur. 

This may be attributed to reductions in the "dragging" motion 

of the pipe by introduction of the springs. 

(2) Due to the above and to other observations of this 

study it appears that a classjfication of the pipe systems 

conveying pu l sating fluid according to whether they first 

lose stability by divergence or flutter under steady flow 

conditions may not be valid. 

(3) The method of infinite determinants utilized here 

proved superior, in most cases studied , to the numerical 

integration scheme with regards to computer time and 

accuracy . Mo re st udy is needed however before the two 

methods are fully ass es sed in comparison to each other . 

(4) Altho ugh no new information concerning the effects 

of damping and fluid to tube mass ratio B were noted in 

connection with this study, it is recommended that some 

case s b e examined for values of B > 0.3 where the springs 

have destabilizing effect and damping might p1ay a 

significant role. 
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NOUH, S. 

DYNAMICS AND STABILITY OF ELASTIC 

PIPES CONVEYING PULSATILE FLOW 

Sum!llary 

This investigation concerns the dynamic stability of 
clamped-elastically supported pipes conveying pulsating 
fluid. The resonance behavior of pipe systems with pulsatile 
flow was not expected to be directly characterized by the 
manner of which the systems lose stability under steady flow 
conditions. This was observed by carrying out a stability 
analysis utilizing an extension of llill's method of infinite 
determinants as well as a numerical Floquet analysis. 
Regions of parametric and com~ination resonances are presented 
for pipes with different amount of flexibilities at the 
supports. 

DINÂMICA E ESTA~ILJDADE DE TUBULAÇÕES 

SUJEITAS A ESCOAMENTOS PULSANTES 

Sum.j.rio 

Esta investigação analisa a estabilidade dinâmica de 
tubulações elasticamente engastadas sujeitas a escoamentos 
pulsantes. O comportamento de ressonância de tubulações com 
escoamentos pulsados não era esperado que fosse diretamente 
caracterizado pela maneira co~ que estes sistemas perdem 
estabilidarle em condições de regime permanente. Isto foi 
observado executando-se uma análise de estabilidade utilizan 
do-se uma extensão do m~todo de llill de determinantes infini 
tos as~im como uma análise nua~rica de Floquet. Regiões de
ressonancias param~tricas e combinadas são apresentadas para 
tubulações com diferentes flexibilidades nos suportes. 
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1. Introduction 

ln this paper a method is proposed in order to 
' assess the dynamical behavior of autonomous systems near 
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a bifurcation condition. The method is direct in the sense 

that no integration or "a priori" knowledge of 
of the solution is needed. 

the form 

The main idea consists in bringing the differential 

system to a normal form which is simpler than the original 

form. The remainder of the analysis is based an 

theore.tical results [1] to [s] . 
existing 

The normal form is obtained ·nurnerically by using 

essentially the results of [6] . The computer program is 

of sirnple irnplernentation and this is an irnportant aspect of 
this paper. 

Many problerns of praticai interest can be treated by 

the proposed rnethod e.g., nonlinear flutter of structures 

[8], resonance phenornena in satellite motions [9] , the 

three-body problern and the buckling of structures. 
ln arder to give an idea of the progress accomplished in 

this paper reference is made to the recent paper [8] on 

nonlinear flutter. The present method contains the results 

of [8] as a particular case. 

2. Basic Notation 

~ , ~ , etc ... o r I xj ~ , I zj~etc ... vectors; 

v= (vl' v2, ... , vn) • "'= ("'1' "'2· ... , "'.t) 

\)i. "'j ~ o are integers; lvl= L v. 
i 1 

l~-'1 =L: 
j "'· J 

\=(À 1 ,À 2 , ••• ÀR.) A •"' =L o i 
À i "'i A • ll - À • = X ; 

o J !l j 

L L 
À • 
ll]=O 

l~-'1=2,3, ...... 
( !l such that >. .=0) 

ll] 

X \I \11 \12 \ln 
xl xz ... xn ô = delta of Kronecker mn 

Í ! 

" 
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C6r,l • .... , 6I,n) 
L: (v)~ L: 
I,J J=l, ... ,n 

I=l, ... ,n; vi 'I O 

* denotes "conjugate" 
p,q q=p, ... ,n 

p=l, ... ,n 

2: 2: ; p<q<r l•l' p,q,r r=q, ... ,n ô =2! ; p=q<r o r p<q=r q=p, ... ,n pqr 
p=l, ... ,n =3! . p=q=r 

3. The Normal Form: 

Let us consider the system 

d~/dt = A(a) ~ + _!:(~.a) , _!:(Q.,a) = O 

where ~· f (" Rn , A is a nxn real matrix, 

parameter, i is analytical in its arguments and 

only terms of degree not lower than two in x. 

( 1) 

is a 

contains 

Let us suppose that for a =a 0 the matrix A( a)=A0 

is critica!, i.e., some of its roots have zero real parts 

whereas the others have negative real parts. The roots on 

the imaginary axis are supposed to be distinct ( or , more 

generally, simple). 

The following notation is adopted: 

f -{t 
lvl=2 

v v} <1>. (a)x 
J -

1, 2, .•. ,n (2) 

(I) By means of a linear çhange of variables (see 

Appendix I) (1) with a = ao, can be reduced to the form: 
"' 

d~/dt /t.z + 
{ 1~2 fc "o) c~.r)1 o-

"' 
dr_/dt A22 (ao)r_ + { t1.z -v v} 1/-k(ao) (~.r_) ( 3) 
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where ~E cl , 'i... E Cm, m:n-l , l. = number of roots of Ao wi th 

zero real parts, j=l,Z, ... ,l; kzl,Z, ... ,m and Ao is the 

l x l diagonal matrix: 

Ao= diag (,\i) Re (À.) = o 
J 

( 4) 

(II) Then, following Malkin · s procedure [1] for cri tical 

stability problems we perform the substitution y_ ~ n 

!J.. = y_ + { L M~ (ao)~\.1} (5) 
lll I .. z 

where the coefficients M~ are found by requiring that no 

second order terms independent of ~ appear in the right 

hand side of d!J../dt. This leads to the following linear 
algebraic systems (E is the l x l identity matrix) : 

(A22 Cao)-(Ao.IJ) E) {Mk}={f~} 1 llll=2, v=(IJ,O, ... ,O) (6) 

Since all roots of .A22 (no) have negative real parts 

the systems (6) ha~e always unique solutions for {M~} 
NOTE: From now on all ~xpressions are wrítten for 

a = ao , in this sectíon. 

dz 

dt 

one 

lt should be noticed tnat in the new system : 

=1\z +l f <1>~ (z,n)v I; 
- lvl=2 J -- Í 

dn - l ,"!.... v} 
-IT=Ã22!l+ .L....

1 

'~'~ C~.!J) 
IV =2 

has {CÍlj} = {~j} for lvi"'Z whereas {'~'~}=Q for 

and v=(v 1 ,v2 , ... ,vl,0,0, ... ,0). 

( 7) 

lvl=2 

(III) We now seek for the elimínatíon of the terms of the 

second order, independent of !l , in the fírst set of 
equations (7) by means of the substitution ~--->- s_: 

S. = ~ + {L: B~z\.1}; j = 1, ... ,l 
lll I =2 J-

( 8) 

By similar procedure as in [~1 we get 

Bj=-rj I Ã\.lj , llli=Z, v=(u1 ,1J 2 , ... ,1Jl,o, ••• ,O) (9) 

• 
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Of course terms such that À . •0 cannot be eliminated unless 
~J 

they are zero from the beginning (eq.(7)). These terms are 

called resonant and play an important role in the stability 

problem. Since these terms ar~ invariant under (8) we can 

set B~=O when ~ 0 ~-À.=O 
J J 
Actually steps (II) an• (III) can be replaced by one 

sing1e step consisting of the substitution (~.l) -+(§..!J.): 

(~) (!) 
.., 

l L B~ ~~ 
/ p/=2 J -

(lO) 

where 

B ~. ( }• 1 2 °) . • b ( 9) ·, J = • , .... "'- 1s g1 ven y 

Bj=O(j=l,2, ... ,R. ·À . =O) • ~J 
=M~(j=R.+l, ... ,n). c 11) 

The new coefficients of the third arder terrns are 

given by [6] : 

v 
q, NEW J • 

-v 
<Pj 

L(v) 

I' J 

v-ô 
Bj I (l+liiJ) ; /v / =3, 

j =1. 2 •. ... .e.. 

(12) 

The steps (II) and (III) can be repeated for the new 

system with a substitution of type (10) by only changing 

1 ~ 1 =2 to 1 ~/=3. The resulting system is of the form (3) 

where the second set of equations has no te~ms independent 

of z up to the third arder and in the first set, the only 

terms of the second and third order independent of z are 

those satisfying the condition A 0 .~-Àj=O Cl~/=2,3). 

The sarne procedure cou1d be carried out indefinite1y 

but for the present purposes we restrict ourselves to 

examining second and third or.er terms only. 

The system (3) is said to be in Normal form if it 

can be written as : 
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where ~(~.Q) = Q. and rc~ . .Q) = Q_ and both z and y 

contain only ~erms of a higher order than one. 
ln the above a formal ~rocedure for transforming 

any system (3) into the normal form (13) has been presented. 

Of course the computations be~ome quickly awkward as higher 

order terms of the normal form(l3) are to be obtained. ln 

practice, at least for the prGblems which are here in view, 

we only have to find the G's for l~f = 2,3. These quantities 

are given explicity by: 

~ -v ~ jJ. I I G.=4>.(J~I=2) ; G.=ct>. NEW( JJ. *3) 
J J J J ' 

v= (I', O , ••• , O) ( 14) 

4. Numerical Aspects 

For calculating the G's(j=l,2, ... ,!) with 1~<1=2,3 

the following procedure has been used: 

(a) Computation of the ~·s and f's of the equations 
(3) by using Appendix I (a= <>o). 

(b) Computation of the M's of the transformation ( 5) by 

solving the linear algebraic equations (6). 

(c) Computation of the B's of (10) f.rom (11) and (9). 

(d) Computation of the G's CIJJ.I =3) from {14) and (12). 

This procedure is of easy implementation 

digital computer. 

S. Criticai Stability problems 

in a 

As a consequence of a theorem by Malkin (1] [2] if 

the reduced system of {1): 

d~/dt= !\.0~ +l _ ~ _ Gj z# 
À .-O,IJJ.I-2,3 

JJ.] 

(15) 

is asyrnptotically stable (or unstable) according to the thi rd 
approximation, then the complete system (1) is also 
asymptotically stable (or unstable) for a =a. 

Thus if the stability ~f (15) is defined by the 
terms of a lower degree than 4, then the criticai stability 

problem (a= a.) related with (1) is solved by only 

â 
ft 

finding the G's for IJJ.I =2,3. 1 

The stability in the criticai case a=a. is important 
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for the concept of practical stability and the concept of 

dangerous and non-dangerous frontier of stability (Bautin) 

[lO] 
This will be discussed later in Sec. 6. 

Internal resonance of canonical systems can be 

studied by the proposed approach. ln this case one generally 
has .f.= n (even), for any Cl contained in a certain interval of 

interest. Internal resonance can happen if K.A0 =0 for some 

non trivial K=(k 1 ,k 2 , ..• ,kn)' ki integer. The application 
of the normal form approach to the study of resonance 

phenomena of canonical systems can be found in many 
references (see Ref. of [6] ) . Here a numerical method 

is given for obtaining the coefficients G (j~J=2,3) of the 

normal form. Therefore the usual cumbersome analytical 

expressions appearing in such kind of problems are avoided 
[ 6] . 

6. Post critica! behavior and flutter problems 
In this section we suppose a= a o +i a 2 + O ( .~ 

where • is a sufficiently small (real) parameter. 
Let us first consider the case such that for•=o(a=oo) 

t=2 and Àl = -À 2=jw
0 

o~o and such that for • >O two roots of 

A(a ) have non-zero real parts whereas the n-.f. remaining 

roots have strictly negative real parts. 
I f instead of the variab les ~ we use • x then the 

equations (3) take the form 

dz/dt= A~ +{•L: cP~( c ) (z,r} 
- /v/ =2 J -

+ • 
2 .2:: cP ." (a) ( z, y.f +, , , 
/v/ =3 J -

} 

where (16) 

A= Ao +< 21\2 + o C • ~) ( 1\ diagonal) ; 
( 17) 

We can easily show that: 



{\ 
- Àl 

2-
(

(2) 

o 
oM\ 
À2') 

(2) 
À, 

(2)* 
À2 
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(2.) 
À! 

T 
v 0 A2 11 0 c 18) 

where A2=aAia. 2 J ~=O and v 0 T,u 0 are respectively the left 

and right eigenvectors of A(a 1 ) corresponding to Àl as 
definined in Appendix I ( v~T. uo =1). 

The following results ~an be shown: 

I- ln (13) all the G's CI~J=2) are zero. 
II- The reduced system (15) takes the form: 

d z I d t = ( À + • 2 À 
12

) ) z + • 2 G C 2 ' 1) (a ) z 
i 1111 O I 

• * 
z 2 + O( •); z1=z 2 (19) 

f. Note: we are using •1 instea~ of 

Let us use the notatioa (2,1)_ (2)_ 
Gl(ao) -r and À1-b. 

III- If Re j r f <0 then for a=a 0 (critica! case), the 

so lu tion ~ ( t) =Q_ is asymptotically s tab le [ 1] [ 2 J 
IV- If Re l r f <O and Re{b} >0 a stable limit 
ey~le exists for (1) around the ttnstable equilibrium x=O , 
for sufficiently small • [3] . - -

V- The limit cycle is giv~n within an error of the 

order •' (in the variables C!•l) ) by: 

Z•=EZ(t)-< 2 {L B~(a 0 )z{t)} (j=l,2); 
- - I~< I =2 J -

,t=-• 2 {2..: Mk(ao)i,h)} (k=l, ... ,m) 
1~<1=2 

where z (t) is a non trivial periodic solution of 

dz ldt=(Àl+ < 2 b)z + • 2 r 
I 1 zl z2 ; z2 = zl 

ln the order to find the non trivial 

solution ~f (21) we write (from (21)): 

z 2 C dz 1 I d t) =(À 1 + E 
2 b) z 1 z 2 + E 2 r . 

2 2 

zl z2 

* • 2 2 
z1 (dz 21dt)=(->.1 +< 2 b ) z1z 2 + • 2 r z1 z2 

* 

(20) 

c 21) 

periodic 

c 2 2) 

f) 
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Denoting the positive quantity z1z2 
one gets from (22) 

da 
li 

and 

d8 
dt 

= • 2 Re { b !a + 

ln fact we 

d8/dt=i.
1
;z

1 -

• 2 Re { r } a! 

can wri te z =z ·=aej 8 
1 2 

i.zlz.z comes: 

by 

( 23) 

Then from ( 21) 

( 24) 

The non trivial solution z is thus given by 

z; = ao exp(j not) where 

a o = ~ - R e l b I I R e { r } 

The result V has been obtained taking into account 

the expressions (17) and the fact that all the G's(J~J=4) 

from the normal form (13) are zero. 

VI- I f Re{ r } >O 

~(t)=Q is 
Re { r I >O 

then for a =a 0 (criticai case) the 

solution unstable [1] [z]. 
VI 1- 1f and Re{ b \<O then an unstable limit 

cycle exists for (1), around the asymptotically 

equilibrium, for sufficiently small • [3] . 
stable 

We now discuss the above problem in connection with 

the non linear flutter phenorne~a which are characterized by 

the crossing of two roots of the linear part rnatrix A(a ) 

through the irnaginary axis (frorn the left). 

lf the hypothesis of III is satisfied then we have 

benign flutter, that is, a=a 0 is a non-dangerous frontier 

of stability. From V and the correlated literature one 

concludes that even if the boundary of stability is crossed, 

rnotions of (1), starting in a sufficiently small 

neighborhood of zero will tend asymptotically to the lirnit 

cycle. If the amplitude of this lirnit cycle is srnall one 

has practical stability. 1-lowever, this amplitude should be 

known in order to study the fatigue of elastic structures 

for instance [n] . 
Explosive flutter occurs when the hypothesis of VI 

is satisfied. The crossing of the boundary of stability 

leads to relatively unbounded motions which in practice 



294 

grow until the failure of the structure. The boundary of 

stability is dangerous because even if all the roots of 

A(a) have negative real parts (linear stability) from VII 

one may arrive to the conclusion of practical instability. 

This results from the fact that the limit cycle mentioned 

in VII may be very near the equilibrium which has therefore 

a very "small" domain of stability. 

More general problems concern1ng the crossing of the 

imaginary axis by more than two roots (from the left) can 

also be investigated by the proposed method [1~ 

Buckling is generally related with the crossing of 

the imaginary axis by one real root, through zero. This 

problem can also be investigated in a similar way as in the 

first problem of this section. 

7. Example 

of [13] 
To illustrate the proposed method 

(Fig.l) with a follower force of 

we use the example 

the type a(l+tJq,') 
2 

17•[>+ • ..;] 
m2=m 

c[ <1>2-<I>J +bi4>2-<i>J 
m1=2m 

//llj/"11//1 

MODEL WITH TWO DEGREES 
OF FREEDOM. 

FIG.l 

for K=l,2. If K=l quadratic 

terms appear in the differential 

equations of the system. If K=2 

on1y "odd" terms (i. e, linear, 

cubic,fifth order, etc ... ) are 
present. The case K=2 leads to 

similar results as those of [14). 

The case K=l is a1so inc1uded here, 

For equation (1) we have set 

x1=~1 • xz=~1 • x3=<Pz • x4=~z. 

The 1inearity of Re(Gi 1) xtJ in 

case •=2 is quite predictab1e 

in case K=1 a corresponding 

quadratic characteristic is also 
predictab1e. 

The fo11owing expression has been obtained from the 
computer resu1ts and the properties just mentioned (F is 

the parameter corresponding to the system (1)): 

3-K 2 F= F o + (E o + E, t3 ) 4 a 0 K =1, 2 (26) 
~ 
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where E o= +6.41019 E = +162. 803 E2= -44_:~.:n2 1 
Fo = 2.08573 (B 1=10 B2=0.l F=o.!/c Bi=b/.t .Jcm ; the 

time sca1e h as been multiplied by prril2). 
If the coefficient of a~ in ( 26) is positive 

(negative)the 1imit cyc1e is s tab 1e (unstab1e). 

8. Conc1usion 

A very general method for the dynamica1 ana1ysis of 

a non1inear system near a bifurcation condition has been 

elaborated. Many important mechanica1 prob1ems can be 

trcated thereby; to mention a few of them: satellite motions 

[9], three-body prob1em, panne1 and airfoi1 f1utter in a 

supersonic stream [s] [12] , rotor dynamics, etc ... 

It is worth mentioning that the present method leads 

to the sarne resu1ts as those derived by c1assica1 averaging 

methods such as the Krilov-Bogo1iubov method, in a pure 

a1gebric manner. This point deserves further investigation 

[s J . 
One main advantage of the normal form approach is 

i ts adequacy for numerical imp1ementation in a computer.Thus 

the writing of awkward analytical expressions ( which may 

also be derived by the above method) is avoided [6] . 
Extensions of this work might be oriented towards 

systems with periodic excitation (parametric excitation). 

Some basic ideas for such an extention are contained in [~. 
When the excitation is "small" simplifications are probab1y 

avai1able. 

Appendix I: Suppose thatl.is even and all ÀiS in (4) 

are pure imaginary. Let Ài=-Ài+ 1 ; (1,3, ... !-1) ( the 

extension to other cases is straightforward). We define the 

linear change of variables ~-+(~.r) as fo11ows : 

S= (sll s12) 

5 z1 5 22 

where ( s .. ) 
1) 

and 

S(n x n), s 11 (! x !) , s 22 (m x m) are complex matrices. The 

i-th 1ine of S(i=1, ... !) is the 1eft-eigenvector (transposed) 
of A(o.o) corresponding to À . . Let s-l = SI and 

1 
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çl 
SI =(Sill 

SI21 

SI12) 
E mxm The mxm identy matrix 

E mxm 

The i-th column of çl (i=l, ... , Q, ) is the right

eigenvector of A(a
0

) corresponding to À .• Furthermore let 
~(i)r. !:!.(i)= 1 where ~(i) and !:!.(i) are 

1 
the left and right 

eigenvectors of A(a
0

) respectively, corresponding to À · , 
( i) (i+l) * (i) (i+l) * . 1 

y = y and o .'::!. = .'::!. (I=1,3, .... ,l.-l) ; then: 

5 21=-SI21 5 11 

-1 
SI12=-Sll SlZ 

5 zz=Emxm - SI21 5 12 

~ -1 
Az2=A22 - Azl 5 11 5 12 

Note : s~i can be supposed to be defined. If this is not 

true with variables x then a reordering of the components 

of ~ is possible su~h that s~i exists (this reordering 

can be made automatically in the computer program). 

The coefficients ~ , r of (3) are obtained as 
follows: 

Let us write (1) as see Sec. 2 for the notation) 

dxldtsA~ + { L Qi ,p ,q xpxq + 
- p,q 

L: 
p,q,r 

C. X X X 1,p,q,r p q r 

If the linear substi tution ~ -~ is gi ven by .X 
the new system is: 

+ ... } 

Sx then 

dxldt=sAç
1 ~ +{ L Qi P q 

- p,q •• 
X X + p q L c. X X X + ... } 1,p,q,r p q r p,q,r 

where 

lq ! = sJQ ! 1 i,p,q i,p,q . jc. ! = s j c. ! l,p,q,r 1,p,q,r 

Q. = 1,p,q L Q. L J K ( L SL SJ ) L,J 1, • , (p,q) p q 
I (l+ ópq) 

c. = L c. c L s s s ) I ópqr 1,p,q, r L J K 1,L,J,K ( ) Lp Jq Kr ' ' p,q,r 

The inner sums in ij and t are performed over all 

M 
~ 
li 
~ 
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permutations of (p,q) and (p,q,r) respective1y. 
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liSU L., e TAVARES G.A. 

A DIRECT METHOD FOR TIIE ANALYSIS OF CRITICAL AND POST-

-CRITICAL BEHAVIOR OF NON~INEAR MECHANICAL SYSTEMS 

Sum~aary 

A method is proposed for studying the dynamic 
behavior in the vicinity of an equilibrium state, supposed 
to be near a bifurcation condition (e.g. buckling, nonline~ 
flutter, resonance, etc ... ). 

The method consists essentially in bringing the 
differential equations of the system to a Normal Form . An 
algorithm is given for the obtention of the Normal Form 
since formal computations are cumbersome. 

Generally, the Normal form leads to the determinatian 
of the amplitude and frequency of post-critical oscillations, 
the stability in the critica! case, internal resonances,etc. 

The application of the method is illustrated by a 
concrete example. 

UM ~TODO DIRETO PARA O ESTUDO DO COMPORTAMENTO CR[TICO 

E POS-CR[TICO DE SISTEMAS MECÂNICOS NÃO LINEARES 

Sumário 

Propõe-se um método para a determinação do comporta
mento dinâmico em torno de um estado de equilÍbrio , suposto 
prÓximo de uma bifurcação (por ex. flambagem, "flutter" não 
linear, ressonância. etc ... ) . -

O método baseia-se na obtenção de uma forma normal 
para as equações diferenciais do sistema. Um esquema numéri 
co é elaborado para se chegar a forma normal pois os cálcu 
los formais envolvidos são extremamente complexos. -

Geralmente a forma normal permite determinar: a am
plitude e frequência de oscilações no estado pós-crítico, a 
estabilidade no caso crítico , as ressonâncias internas, et~ 

A aplicação do método i ilustrada por um exemplo con 
creto. 

,, 
I 
f 
t· 
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1. Introdução 
No desenvolvimento de métodos gerais de análise de estruturas sub

metidas a ação do vento, a possibilidade de instabilidade aeroelástica 
por galope deve ser levada em conta por duas razões: (a) fortes oscila
ções laterais auto-induzidas podem se apresentar para velocidades do ve~ 

to maiores que uma certa velocidade "crítica" - "onset velocity" na lit~ 
ratura de lingua inglesa - e (b) o comportamento da estrutura sob a ação 
do vento com velocidades inferiores à crític~ também é influenciado pelo 
referido fenômeno, que introduz um amortecimento aerodinâmico negativo. 

As oscilações por galope, devidas a instabilidade aerodinâmica da 

seção transversal do corpo, foram descritas inicialmente por Den Hartog 
[lJ. O problema , com relação às vibrações de linhas de transmissão elé

tricas foi estudado, entre outros, por Richardson [2] e Richards [3]. 

Scruton (4] e Parkinson (s - 9] estudaram as vibrações em prismas 
de seção transversal retangular e quadrada a partir do enfoque "quase-e~ 
tático". A validade desta hipótese foi confirmada por numerosos traba-

lhos experimentais. Desenvolvimentos posteriores, devidos principalmente 
a Novak, permitiram a análise do fenómeno em estruturas prismáticas, con 

siderando inclusive o efeito da turbulência [10 - 16]. 

Estes resultados, porém, são dificilmente aplicáveis à determina
ção da velocidade crítica no caso de estruturas complexas, não prismáti
cas ou assimétricas. Por outro lado, freqUêntemente estruturas sensíveis 

a ação dinâmica do vento apresentam caráter misto -por exemplo, torres 
em concreto providas de uma agulha de aço - Neste caso, além da forma 

não-prismática aparece o problema do amortecimento não-proporcional, ou 

seja a não-existência de modos de vibração no sentido clássico, fato es

te que invalida o procedimento energético empregado nas Refs. [10 - 11 -

14 - lSl para sistemas contínuos. 

Neste trabalho apresenta-se um método para determinar a instabili
dade aeroelástica por galope, em estruturas de barras, de forma e amort~ 
cimento arbitrário. Além da determinação da velocidade crítica, o proce

dimento permitirá a adequada consideração do amortecimento aerodinâmico 
negativo a ser levado em conta nos métodos gerais de análise dinâmica de 

estruturas excitadas por desprendimento de vórtices e/ou pela energia de 

rajadas, atualmente em desenvolvimento no Laboratório de Aerodinâmica 

das Construções, Universidade Federal do Rio Grande do Sul. 

2. As forças do vento e o fenômeno de galope 

Se um obstáculo é colocado na trajetória do vento de maneira que o 
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ar em mbvirnento é parcialmente detido ou desviado de sua trajetória ori

ginal, parte da energia cinética da massa de ar é transformada em ener

gia potencial de pressão que, atuando sobre a superfície do obstáculo, 

resulta em urna força aerodinâmica. Esta força global é, no caso de flu

xo bidimensional, decomposta em duas componentes, uma na direçi.io da cor

rente, dita força de arrasto Fa , e outra na direção normal a mesr,. ,, dita 

força lateral Ft . 

(2.1) 

(2.2) 

onde Ca e Ct são coeficientes adimensionais determináveis experimental

mente,~ a pressão dinâmica do vento igual a i pi, sendo p a densida

de do ar, e V a velocidade do fluxo não perturbado, e A a área de umas~ 

perfície de referência. Os coeficientes Ca e Cl são funções do Número de 

Reynolds , da forma do corpo, do ângulo de incidência do vento e também 

das características da turbulência do fluxo. 

Se um corpo, ~1erso em um fluxo bidimens ional, com velocidade não

-perturbada V, se desloca com velocidade y na direção no1~al à direção 

do fluxo, a força aerodinâmica que age sobre ele será função da velocida 

de relativa entre o fluxo e o corpo, Vrel 

y~ 
V rei 

o 

y 

Fig. 2.1 

Fo ------::. 
X 

Forças do Vento 
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Segundo Fig. 2.1, o ângulo de ataque da velocidade relativa V rel 

é: 

a = are tan y/V (2 .3) 

No procedimento "quase -estático" aceita-se que durante as vibra

ções a f orça aerodinâmica é a mesma a que estaría sujeito o corpo duran

te um ensaio estático com o mesmo ângulo de ataque a. A força total atu 

ante sobre o corpo pode ser agora decomposta· nas direções Ox e Oy: 

F x = Cx '\:, A 

F y = Cy 'lo A 

Em vis ta de (2. 1 - 2) tem-se: 

F 
y 

1 2 
- 7 P Vrel A (Ca sen a + C! cos a) 

Sendo : 

v - \' rel - ' sec a 

obtém-se finalmente : 

cy (C.e sec a + Ca tan c< sec a) 

(2 . 4) 

(2 .5 ) 

(2 . 6) 

(2. 7) 

(2 . R) 

A eq. (2.8) indi ca que Cy é uma função de y/V , e ·pode portanto ser 

desenvolvido por uma série de potências da fonna: 

CY = n~ l cn (y/V)n (2 . 9) 

A seguir se considera apenas o caso em que c1 > O, no qua2. o sis t e 

ma passa a ser instável a partir da pos ição inicial não de fonnada . 

3. Equações de movimento e condições de ins t abi lidade 

As equações de movimento do sistema são: 

... + 

My+ll}· +Ky y (3 . l ) 

1 
: 
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onde y é o vetor de deslocamentos generalizados, M, t: e K são as matri

zes de massa , de amortecimento e de rigidez, respectivamente , e Y o ve

tor de forças generalizadas, cujos componentes Yj estão dados por: 

1 2 
Y. =L P VJ. AJ. C cos S; 

J yj 
(3. 2) 

Na eq. (3.2) v. representa a velocidade da corrente nEo-perturbada, 
J 

A. a área de 
J 

aerodinãmico 

referência do elemento j, C o correspondente coeficiente 
Y· 

e s. o ângulo compreendido J entre a coordenada generaliza 
J -

da yj e a direção do fluxo . !~ando só o t ermo linear é retido na série 

( 2 .9) , a eq. (3.2) fica : 

YJ. = 4 P vJ. AJ. cos s. c1 y. 
J j J 

(3 . 3) 

Introduzindo a eq. (3.3) na eq. (3.1) obtém-se: 

-+ ~ ~ -+ 

Jv1 y + [t: - Bj y + K y = O (3 .4) 

Onde 1\ é l.Uila matriz diagonal wjos elementos diagonais são os coe

ficientes de y. na eq. (3.3). 
J 

Com a troca de variáveis: 

(3. 5) 

a eq. (3.4) pode ser expressa na fonna : 

... ... 
x=Fx (3.6) 

onde : 

(3. 7) 

O sistema (3.6) é estável se as partes reais de todos os autovalo

res da matriz real F são negativas [17] . 
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Se os termos não-lineares de eq. (2 . 9) são mantidos na expressão 

de Y, a eq. (3.6) toma a forma: 

~ + ~ ~ ~ 

x = F x + g (x1 , x2 , ... xn) g (O, O, ... O) = O (3. 8) 

na qual as componentes gj do vetor g são séries de potenciais expandidas 

ao redor da origem das variáveis x1 , x2 , ... , ~· começando com os ter

mos de segundo grau. Diz-se então que (3.6) é a "primeira aproximação" 

ou "parte linear" de (3.8). O seguinte teorema, devido a Liapunov [19], 

permite extender à (3.8) a condição de estabilidade de (3 .6): "Se a eq. 

(3.6) é assintóticamente estável na origem , também (3.8) é estável. Se 

(3.6) é instável , isto é, se F tem pelo menos wna raiz característicacan 

parte real posit iva, então (3.8) é instável" [18, 191. 
Em consequência, para estabelecer o estado do s i stema basta calcu

lar o espectro da matri z F. No caso de sistemas com nuitos graus de li

berdade, a determinação da velocidade crítica exige a r eiteração do pro

cesso para diferentes níveis da excitação . 

4. Determinação dos autovalores 

A equação (3 . 6) pode ser resolvida, por meio de um processo itera

tivo de maneira a fornecer os autovalores e autovetores co1nplexos do si2 

tema amortecido . Utiliza-se para estabelecer a converg~ncia um teste so

bre o quadrado da amplitude e sobre a parte real do autovalor [201. A 
convergência deste método se dá primeiramente para o autovetor correspo~ 

dente ao autovalor de maior valor absoluto e os consecutivos autovalores 

e autovetores são obtidos a partir da condição de ortogonalidade dos au

tovetores. 

S. Exemplos 

Foi considerada wna barra reta de alumínio, engastada-livre (exem

plo A) e bi-rotulada (exemplo B) com as propriedades: 

E 

y 

5 2 7,2 x 10 kgf/an 

2,7 x 10-3 kgf/an3 

1427,14 cm4 

2 
A= 19,84 an 

c1 = coeficiente do primeiro termo da série (2.9) 

e com as dimensões : 

1,91 

• 
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nv r B1 30 Clll A em 8 em 

1 
20cm 

Fig. 5.1 

A matriz de amortecimento é proporcional a matriz de massa resul

tando um coeficiente de amortecimento crítico para o 19 modo de 1%. No e 

xemplo A foi admitida uma variação da velocidade com a altura segundo a 
lei: 

~ vj v0 (;)P 

bnde V
0 

é a velocidade a altura de referência z
0

, igual a 10m, zj deno

ta a altura do elemento sobre o terreno e p o coeficiente de variação da 

velocidade com a altura, tomado igual a 0,28. 

As cargas consideradas foram: 

Al A2 A3 Bl 82 

Fig. 5.2 

A fig. 5.3 mostra a variação da parte real dos autovalores nos E

xemplos Al - 3 em função da velocidadle básica do vento V
0

, permitindo a 

imediata determinação da velocidade crítica. 
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Na Tabela 5.1 comparam-se velocidades críticas obtidas com base no 

presente trabalho com os valores que resultam da aplicação das equações 

13, 69, 70, 71, 75 e 76 da referência [14}. 

TABELA 5.1 

Segundo método de Novak [14 J Presente trabalho 

Al v. = 12,7 j = l v. = 12. 4 j = l 
J J 

A2 v. = 13, 5 j = l v. = 13 .o j = l 
J J 

Bl v. = 30,6 j = l 00 v. = 30,5 j = 1,8 
J ' J 

Bz v. = 61,2 j = 1~ CQ v. = 61,3 j = 1,8 
J J 

L 

6. Conclusões 

Foi apresentado um procedimento para a obtenção da velocidade crí

tica (oiL_set velocity) por galope de estruturas lineares arbitrárias sob 

a ação do vento. A comparação dos resultados obtidos em exemplos simples 

com os correspondentes ao enfoque de Novak [14} demonstram a aplicabili

dade do método que pode ser empregado em estruturas complexas e com amor 

tecimento não proporcional sem nenhuma dificuldade. 
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DENARDIN, M.L., NASCIMENTO, J.A. e RIERA J.D. 

DETERMINAÇÃO DA VELOCIDADE CRfriCA POR GALOPE 

DE ESTRUTURAS CQ\1 AMORTECIMENTO ARBIT~IO 

Sumário 

Neste trabalho apresenta-se um método para a determinação da insta 
bilidade aeroelástica por galope em estruturas de barras de forma arbi~ 
trária e amortecimento não proporcional que além do estabelecimento da 
veloc idade crítica permite a adequada consideração do amortecimento aero 
dinâmico negativo na análise dinâmica de estruturas exc itadas por des~ 
prendirr~nto de vórtices e/ou pela energia de rajadas. Inclui-se un1a com
paração dos resultados para exemplos simples com os baseados no procedi~ 
-mento energético empregado anteriormente por Novak e outros autores . 

DETERMINATION OF THE ONSET WIND VELOCITY DUE TO GALLOPI NG CF 

LINEAR STRUCTURES OF ARBITRAY SHAPE AND NON -PROPORTIONAL DAMPING . 

Summary 

A procedure for studying the aeroelastic i nstability due to 
galloping of linear structures of arbitrary shape and non-proportional 
damping under wind action is described. ln addition to the determination 
of the onset wind velocity the approach is directed at the corret 
evaluation of the negative aerodynamic damping in the analysis of 
structures subjected to vortex shedding ru1d/or turbulent wind forces. 

A comparison of results obtained for simple examples with those 
based on the energetic procedure proposed by Novak "et al" is also given. 
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1. Introduction 
Accurate knowledge about the mechanics of human bal

ance is of interest in the field of rehabilitation medicine 
since such knowledge can lead to better equipment and tech
niques for the treatment of a wide variety of neurological, 
muscular, ar skel etal disorders. The static equilibrium 
portion of balance may be treated in terms of the location 
of the center of gravity for a standing human subject. ln 
this context a standing subject may be considered to be in 
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equilibrium when the vertical projection of his center of 
gravity passes through the floor area bounded by his f ee t 
and any other supporting members such as a cane, crutch, or 
walker. As the human subject l e ans or is s ubj ect e d to exter
na! loads, the location of the center of gr avi ty can move. 
The task of maintaining equll ibrium is the process whereby 
the subject adjusts hi s configuration to kecp the center of 
gravity proj ec t ion within th e suppor t area. Thc adjusting 
process may be accomplished by a variety o f mean s including 
a change in the static configuration of thc head , upp er 
body, and arms or by repositioning the fe et to enlarge thc 
support a re a. Regardless of what me a ns are utili zcd, eac h 
adjusting technique ha s its physical"limitations. Inasmuch 
as the use (or lack of use) of the arms can be a s igni f i
cant fa ctor in balance compensation, it is thc objective 
of this paper to pr e s en t an analytical derivation of the 
center of ma ss l oc us provided by the normal configurations 
of one or two arms. This analytical mod e l is applied to 
anthropometric data for a 50 pe rc en tile mal e s ubjcct and 
the significant conclusions provided by thc analytl c al 
results will be discusscd. 

2. Background 
The neurological ba s i s for malntaining balance may 

be viewed a s a fe edback control sy s t em having multiple 
feedback paths. The physiological bas i s f o r the standing pro
cess ha s been wel l documented in the physiology literature 
(Mountcastle [6]). The ve rtic a l or i en tation of a stand-
ing body is maintained by the interplay of a gr oup of muscle 
reflexes in the body se gme nt s (Hellebrandt & Franse en [4]). 
The sensations that regulate postural tone are au t omatic. 
The mind is seldom conscious of the postural compensatio n 
process. It ha s bee n demonstrated (Wiggers [ 9]) that the 
r e fl ex circuits for po s tural tone are we ll protectcd sincc 
the system ha s mutliple r e fl ex paths. A def i ciency in one 
rcflex circuit may be compensatcd for with those remaining; 
however, a deficiency in mor e than one postural rcflcx u s u
ally abolishcs normal s tanc e . Th e ability to maintain 
cquilibrium while standing erect is accep t ed as a clinical 
procedure in tcsting for the integrity of thc nervous sys tem. 

Since the location of the c en t er of gravity i s of 
prime importance to the process of human balance, it i s not 
surprising tha t this topic has received considcrablc a tten
tion in the rehabilitation lit erat ur c. Brown [l) has 
studied th e correlation between bod y type and static pos 
ture. Murray and Peterson [ 7) have s tudied the weight di s 
tribution between the feet during normal standing. Cureton 
and Wicken s [2) have discussed the r e lat ions h ip between con
ter of gravity location and physical fitness. Skoagland [8) 
has discussed the phenomenon of pos tural sway and its rela
tionship to the position o f the feet. 

Severa! investigators havc und er t a kcn the mathematical 
modeling of the human body as a structure. llu sto n a nd 
Passerello [5) have deve lop ed a practic a l mathemati c al 
mode l of thc human body in terms of simp l c geomc tri c shapes . 
The parts of the body are a ssum ed to bc conucctcd by hin gcs 
and ball and s oc ket jo i n ts . Ha navan [3] ha s used a model 
similar to th e one providcd by llu s ton and Passcr c ll o [ 5), 
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a1though this model is presented in the form of a computer 
program capable of calculating the center of gravity and 
mass moment of inertia for various configurations of the 
human form. Hanavans model is personalizeJ since it is 
based on anthropometric measurements. 

3. Analysis 
The human model to be considcred in this analysis is 

shown in Figure 1. The assumptions are as follows: 

1. The mass of each of the two arms is equal . 
2. Thc human body is symmetrical in sh~pe 

(from l eft to right) and the two arms are 
of cqual physical Jimensions. 

3. The arms do not bend at thc elbow. 
4. The shoulder joints can be modeled 

as ideal ball and socket joints. 
S. The center of mass o[ the body (exclusive 

of thc arms) remains fixcd in space. 

An additional assumption is employcd for the one-arm case: 

6. Th e inactivc arm hangs in a vertical 
position. 

With these assumptions in mind, simplified moJels may be 
derived . 

CENTER OF 
MASS LOCUS 

Figure 1 The standing subjcct with 
moveable arms. 



The Ma~~ Locu~ P~ov~ded Two A~m~ 
If the st an 1ng su J CC t p1cture in Figure 1 is per

rnitted to move only his ar rn s , the location of thc overall 
center of rnass of his body will be deterrnincd from the con
tribution of the two moving anns a nd from the fixcd contri
bution of the remaining portion of his body. As the arms 
move to all possiblc positions, thc locus of a ll correspon
ding rn ass cent er s will occupy a bounded vol ume in sp a ce . 
This rnass c en t er locus will now be describcd analytica ll y 
in terms of i t s position in space and in tcrms of its 
boundaries. Thc simplif i cd modcl for this case is shown in 
Figure 2. Herc a threc-dirnensional coordinatc sy stcm ha s 
been drawn with its origin a t thc mas s c onter for thc 
a rmlc ss body. Thi s coord ina t c sy s tcm has it s vertical axis 
aligncd with the vertical axis of th c body, and thc y ax is 
is para ll el to a line through the shouldcr· s . The toal mass 
of the body will be denotcd a s "M" and thc mass o f cach arm 
will be denoted a s "m". Thc mass center of t hc lcft arm 
will bc thc_point (xl, Yl• zl) and thc mass co nt e r of th c 
r1ght a rm w1l l bc the po 1nt txz, y z, z2). Thc lcft 
shou lde r will be at the point (c, b, a) and t hc right 
s houlde r will be at (c, -b, a). S incc thc sh ou ld cr j o.int 
is assumed to act as a ball and socket joint, th c arm 
masses will bc on sphe r cs of radius R having thcir ccntcrs 
a t the shoulders. These spheres will be: 

2 2 2 2 (x
1 

- c) + (y
1 

- b) + (z
1 

- a) ~ R 

z 

RIGHT ARM LEFT ARM 

Figure Z 

(~.~~z~::.-_~_-_-_ 
~ 

' I 
I I 

I a. 

_;~·'o•'oi 

; ' 
I o 

a, ' 

FOR 

BODY 

y 

An analytical mod el o[ thc standing 
body with two moveablc arms. 
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I 
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for the left arm, and 

2 2 2 2 (x 2 - c) + (y 2 + b) . + (z 2 - a) = R (2) 

for the right arm. The coordjnates of the center of mass 
for the total body (x,y,z) can be determined from the appli
cation of the general formula: 

-
u 

1 k 
M- L (ul. ml.) 

i=l 
For the model shown in Figure 2, the coordinat es will be: 

- m 
+ xz) X M(xl 

y ~(yl + Y zl and 

- m 
z = Me z 1 

+ z 2) . 

For purposes of simp lification, the ratio "m/M" wi11 be 
denoted as "d". 

Equation l1) can be rewritten as: 

(3) 

(4) 

( 5) 

(d(x1 + c) - Zcd) 2
+ (d(y 1 - b)) 2

+ (d(z 1 + a) - 2ad) 2 = R2ct 2 (6) 

:Equations (3), (4) and (5) can tre used to find expressions 
for x 2 , Yz and z 2 in terms of x, y, z, x1 , y1 , and z 1 . 
These are: 

X (7) xz d - x1 

Y2 l. y1' and (8) 
d 

= 
z (9) z z (f - z 1. 

Substituting these into cquatjon (2) giv e s: 

- 2 - 2 - 2 22 (x - d(x1 + c)) + (y - d(y
1

- b)) + (z - d( z1+ a)) = R d (10) 

This expr e ssion i ndicat e s that thc coordinates of the cen
ter of ma ss wil1 be on a sphere of radius "Rd". The ccnter 
of this sphere wi11 be at the point: 

(d(x 1 + c), d(y
1 

- b), d( z
1 

+ a)). 

Equation (6) ind ic ates that the 1ocus of a ll of these 
s phere centers is anoth e r spherc with r adius "Rd" and 
center a t the po i nt: 

(Zcd, O, Zad). 
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SPHERE 

z 

y 

CENTER OF MASS LOCUS 

(SPHERICAL BOUNDARY) 

Figure 3 The mass center locus provided 
by two movíng arms. 

The geome try of this situation is illustrat ed in Figure 3. 
If one considers the locus of all points on a sphere (10) 
as its center moves on another spherc (6) it becomes 
obvious that the ma ss locus is bounded by a third sphere 
having radius "2Rd" and center at the point: 

(Zcd, O, Zad). 

Since the radii of sphere (10 and 6) are the sarne, every 
point inside the outer spherical boundary is an achievable 
mass center. It should be not ed that both the boundary 
center and boundary radius are depcndcnt on the ratio 
d = m/M. 

The Ma~~ Loeu~ P~ov~ded by One A~m 
rr-the stand1ng subject p1ctured in Figure 1 is per

mitted to move only one of his arms, the location of the 
overall center of mass of his body wil l be determined from 
th e contribution of the movable arm and from the fixed 
contribution of the remaining portions of his body. As the 
single arm moves to all poss ibl e positions, the locus of 
all corr esponding mass centers will occupy a surface in 
space rather than a bounded volume. It is the purpose of 
this section to describe ana lytically the mass center locus 
in terms of its shape and position in space. For this 
situation, the simplified model shown in Figure 4 will be 
used. Here a three-dimensional coordinate system has been 
drawn wi th its origin at the mass center for the armless 
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RIGHT ARM 
(INACTIVE) 
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ao 

ARMLESS 

FOR 

BODY 

Figure 4 An analytical model of the standing 
body with one moveable arm. 

y 

body. As before, this coordinate sys tem has its vertical 
axis aligned with the vertical axis of the body, and the y 
axis is parallel to a line through the shoulders. 

Th e mass center of the aoving left arm will be the 
point (x 1 , y 1 , z 1 ) and the mass center of the right arm wi11 
be at the fiX ed point (c, - b, a-R). The 1eft shou1der will 
be at the point (c, b, a). Since the shou1der joint is 
assumed to act as a ba11 and socket joint, the 1eft arm mass 
center wil1 move on a sphere ~f radius R of the form : 

(11) 

The coordinates of the center of mass for the total body 
(x, y, z) can be found using the expressions: 

x d(x 1 + c) (12) 

y d(:rl b) (13) 

z = d(11 + a- R) (14) 

If the ~oordinat es (x~, y 1 , zl) are written in terms of the 
c:x. y, z) val ue s by u ing equ tions ( 12) ' (13) and (14) they 
may be substi tut ed into equat ion (11) to give: 
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ex - zcd) 2 
+ (y) 2 

+ (z - Zad + Rd) 2 
= R2d 2 (15) 

This expression indicates that the center of mass locus is 
a spherical surface with centór at: 

( 2 cd , O , 2 ad- Rd) 

and a radius of Rd. Unlike the situation for two arms, here 
only points on the surface of the mass locus s phere are 
achievable mass centers. lt 9hould again be noted that both 
the sphere radius and sphere center are d e pendent on the 
ratio d = rn/M. · 

Even though this formulation has been based on the 
rnovement of the left arm, the overall CG locus result would 
be the sarne if the roles of the two arms were reversed. 

4. Discussion 
Although the three-dimensional axis system used in 

the foregoing derivations was ideal for demonstrating the 
shape of the body CG locus, it is not well suited for clin
ical practice owing to the fact that all measurements must 
be rnade from an origin located somewhere within the body. 
Thus a new, external coordinate system will be defined for 
convenience. The new system is illustrated in Figur e 5, 
and has its Y-Z plane as the plane of the hurnan back. The 
X-Z plane corresponds to the plane of symmetry for the 
standing body, and the Z-coordinates are measured downward 

X y 

z 
z 

Figu re 5 The external coordinate syst em. 
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from the top of the head. This new coordinate system is 
similar to the one utilized by Hanavan (1964) and allows 
Hanavan's computer method to be used as an independent 
check on the validity of the ~revious mathematical develop-
ment. 

Since the vertical proj~ction of the center of grav
ity is the information of imp@rtance in balance, the top 
view of the center of mass locus is of most interest in 
this investigation. The maximum horizontal location of the 
center of mass locus will define a boundary indicating the 
limits of the compensation abllity of the arms. Clearly, 
the maximum horizontal contribution of two arms will exist 
when the arms remain parallel and move in a horizontal 
plane at the shoulders. The maximum horizontal contribution 
of one arm will exist when that arm moves in a horizontal 
plane at thc shoulders. Utilizing anthropometric data for 
the 50 pcrcentile male (Hanavan [3]) and the computer 
technique of Hanavan, the top view of the human center of 
mass locus has been generated for thc one and two arm 
cases. This information is presented in Figure 6. Just 
as the theory predicts, the locus boundary in each case 
is a sphere, the top view of which is a circle. The radius 
of the boundary is 3.15 cm for the "two arm" case and 
1.57 cm for the "one arm" cas~. Since the radius of the 
"two arm" locus is twice that of the one arm locus, the 
balance compensation area is reduced by a factor of four 
whenever one of the arms is inactive. 

ln a rehabilitation situation it may be dcsirable to 
mwify the balance compensation ability of the arms. Such 

CG LOCUS 
(TWO ARMS) 

2 

4 

X 
FRONT 

(Cml 

CG LOCUS 
(ONE ARM) 

Figure 6 The top view of the mass center locus for 
the 50 percentile male subject. 
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~ modification might t ake the form of a movcment in space 
of the location of the mass lGcus sphere or it might take 
the form of a change in diameter of the mass locus sphe r e . 
The previous analytical models for one and two a rm compen
sa tion illustra te how the parameter "R" contributes to the 
size of the sphere and how th~ parameter "d" contributes to 
both the size and locat ion of the sphere. Thus, additional 
a rm compensation could be achieved by a ttaching add i tional 
mas ses to thc arms to provide an increase of both "d" and 
"R". The application of this principie i s illustrated by 
the tightrope walker who uses a long pole to as sis t in th e 
balance process. A creative adaptation of this scheme could 
prove us efu l in rehabilitati on ther apy. 

5. Conclusions 
Th e mas s center locus fo r the human body has been 

demonstrated to be a spherically bounded volume when two 
arms are being used to compensate for a change in balanc e . 
The mass center locus of the human body with on e arm immobi
lized has been s hown to be a $pherical s ur face in spacc. 
The dimensional size of the "two arm " boundary has been 
demonstrated to be twice the $ize of the bounda ry for the 
"onc arm" case. Anthropomorphic data has been app li ed to 
the computer model of Hanavan to illustrate the top view of 
the center of mass locus for the two cases considered. 

Although it is beyond the scope of this investigation, 
this s tud y suggests the need for further investigation of 
the stati c significance of other body se gments in ma intain
ing balance. In addition, future studies of the combined 
s tati c and dynamic "D'Alembert" contributions to human 
balance would prove useful. 
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SHOUP, T. E., VARGA, R., ANO FLETCHER, L. S. 

THE STATIC SIGNIFICANCE OP HUMAN ARM CONFIGURATION 

lN MAINTAINTNG BALANCE 

SUI!U1Jary 

The importance of the center of mass location to the 
process of human postural balance is discussed. The mass 
center locus provided by the repositioning of the human arms 
is discussed within the context of s.tatic stability. An 
analytical derivation of the oenter of mass locus provided 
by the normal configurations of one and/or two arms is 
presented. Anthropometric data of the 50 percentile male 
is utilized to illustrate a typical mass center locus. 
The conclusions provided by tl)e anal.ytical model are dis
cussed with a view toward their significance to rehabili
tation physiology. 

LA SIGNIFICATION STATIQUE DE LA CONFIGURATION DU BRAS HUMAIN 

DANS LE MAINTIEN DE L'EQUILIBRE 

~ 

Discussion de l'importance de la situation du centre de la masse 
dans le maintien de l'équilibre posttural humain. La situation du 
centre de la masse résultant de la nemise en position des bras humains 
est discutée dans le contexte de la stabilité statique. La dérivation 
analytique du centre de la masse fournie par les configurations norma
les de l'un ou des deux bras est prâsentée. La situation générale du 
centre de la masse est illustrée par des données anthropométriques pro
venant d'une proportion 50% mâle. 1es conclusions dérivées du modele 
analytique sont discutées du point de vue de leur signification dans 
le domaine de la physiologie de réhabilitation. 
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1. Introdução 

O presente trabalho tem por objetivo ilustrar as téc 

nicas e modificações necessárias a serem introduzidas num 

programa de computador, desenvolvido para a análise dinâml 

ca linear de estruturas, a fi~ de permitir efetuar análi~ · 

ses de sistemas de controle e retroação em estruturas fle

xíveis. O ponto de vista apresentado consiste em conside

rar o sistema de controle como um acessório da estrutura e 

nao o contrário. Deste modo as propriedades dos meslOCls são 
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expressas no formato ~s 2 
+ ~s + ~ (s = d/dt) da análise 

dinâmica, sendo as variáveis adicionais (voltagens, posi
ções de válvulas, etc.) consideradas como variáveis extras 

e reunidas ao vetor dos deslocamentos da estrutura. 

2. Definições e Conceitos Fundamentais 

Para a finalidade deste trabalho, um "sistema de co!! 

trole" [1, 2] pode ser consideraqo como um conjunto de 

componentes físicos, conectados ou relacionados de manei

ra a comandar, dirigir ou regular a si mesmos ou a outros 

sistemas. Um sistema de con1 role é di to de "malha fecha;_ 

da" quando a ação de controle depende, de algum modo, da 

saída do mesmo. Entende-se pvr "retroação" a propriedade 

do sistema de controle de malha fechada que permite a sai 
da (ou alguma outra variável controlada pelo sistema) ser 

comparada com a entrada para o sistema (ou para outro co~ 

ponente situado internamente ou sub s istema) de modo que a 

ação apropriada de controle possa ser formada como ~ fun 

ção da saída e da entrada. 

A essencia da engenharia de sistemas de controle é 
a consideração de dois problemas : a análise e o projeto. 

A análise é a investigação das propriedades de um sistema 

existente. O problema do projeto é a escolha e disposi

ção dos componentes dos sistemas de controle para desemp~ 

nharem uma tarefa específica. 

O presente trabalho restringe-se ao problema da an~ 

lise. A ilustração das diversas técnicas propostas será 

feita através do exemplo apresentado na Figura (1), qu e 

mostra uma versão, bastante simplificada, de um sistema de 

controle remoto para um braço mecânico (repetidor). O br~ 

ço é representado, simplesmente, por uma haste flexível 

com uma massa concentrada numa extremidade e acionada por 

um servo-motor na outra. O servo-motor é comandado por 

um circuito controlador, de tal forma que a sua 

angular e corresponde sempre a posição angular 

uma referência, situada a distância e existindo 

conexões elétricas entre ambos. 

posição 

ed de 
apena s 
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FIGURA 1 - SISTEMA DE CONTROLE DE UM REPETIDOR 

As perdas elétricas nos diversos circuitos da Figu

ra 1 sao desprezadas, bem como os efeitos da força gravi

tacional sobre os diversos componentes. Os amplificado

res utili zados no circuito controlador são do tipo "ampli_ 

fic ador de voltagem", projetados para produzir uma volta

gem de sa ída v proporcional a voltagem de entrada ve , 

isto é 

(1) 

O modelo físico, correspondente ao sistema de con -

trole apresentado na Fig ur a 1, ficará, portanto, com o as 

pecto indicado na Figura 2. 

R, 

R 

L 

Km "1: 
~ ':' 

FIGURA 2 - SISTEMA DE CONTROLE - ~IODELO F!S ICO 
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No modelo físico do servo-motor (SM) R e L re

presentam a resistência e a indutância dos seus enrolamen 

tos. A constante de proporcionalidade Km permite esta

belecer as relações entre o ~orque do mesmo e a corrente 

elétrica e entre a queda de voltagem (força contra-eletro 

motriz) e a velocidade angular do rotor, isto é: 

Tm Km i e V· m K "' m 
(2) 

Observa-se que Km será numericamente igual nas duas re

lações anteriores, caso sejam utilizadas unidades apropri~ 
das, por exemplo, o sistema MKS. 

As equações diferenciais do movimento do servo- mo

tor são obtidas, aplicando-se a lei das voltagens de Kir

chhof na malha do circuito elétrico e atra vés de uma equ~ 

ção de equilÍbrio de momentog para o sistema mecânico, re 

sultando: 

L~+Ri+K a=v ut m 

K i - J a - b ~ m M 
m 

(3) 

(4) 

onde J e b representam a inércia e o amortecimento do 

rotor e Mm é o torque (líquido) fornecido pelo servo-mo

tor. 

O ângulo e , que caracteriza a posição da haste em 

relação à origem das coordenadas angulare s (eixo y na Fi 

gura 2), é calculado a partir da relação: 

e = - u
6

; ~ (5) 

onde u6 é o deslocamento da extremidade da haste, supos

ta dividida em 6 elementos, e ~ é o comprimento da mes

ma. As escalas dos potenciômetros foram feitas iguais a 

l volt/rad para o potenciômetro da refer ência e - l volt/ 

rad para o potenciômetro do servo-motor. 

De aco rdo com a Figura 2, observa-s e que a represen

tação matemática do sistema de controle é obtida adi c ionan 

'll 
l 
' 
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do-se, ao sistema de equaçoe$ diferenciais do movimento da 

estrutura (haste), o conjuntG de equações: 

1 
(v e - vb) + C( v e vb) 

1 (6) 
R1 

-
R2 vb 

L di 
+ R i + K êl = (7) dt v m 

v = K vb (8) 

v e 8 ~ 

e 8d - 8 (9) 

onde 8
1 

finido em 
representa a rotação do nó 1 da haste e 8 é de 

(5). O torque Mm , produzido pelo motor, é ap1l 
cada em 81 , ou seja: 

M m Km i - J ~ 1 - b 81 (1 O) 

O modelo matemático será formado, portanto, pela adi 

çao das relações (6) a (10) nas equações diferenciais do 

movimento da haste flexível, resultando o sistema de equa

çoes expandido: 

onde U 
-n 

tor U -e 
criadas 

u 
-n 

u 
-e 

ú -n 

ú 
-e 

+ [:nn :"'] 
-en -ee 

u -n 

u 
-e 

p 
-n 

p 
-e 

(11) 

é o vetar uos deslocamentos da estrutura . No v~ 

estão reunidas as duas variáveis extras que for am 

para representar a corrente elétrica i e a volta 

da saída da rede de compensação em avanço da Fig~ 

ra 2, ou seja: 

i e (12) 
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Desta forma, (6) a (10) podem ser escritos como: 

L U + R U 
el el 

+ I e - K u = o m 1 e 2 
(13) 

R c~ Rz 
,} u6 + c Rl Rz üez + C~ + Rz) uez - i u6 

Rz 8d + c~ Rz 8d (H) 

J a + b e - K u = - M 1 1 m e1 m ( 15) 

Os dados correspondentes aos primeiros membros de (13) 

e (14) podem ser fornecidos a@ programa de modo sistemático 

através do formato : 

N 
(b + b1s + b2s 2

) u. + l: (a + a 1s + a 2s 2 ) u. = o (16) 
o 1 j=l CJ) J 

que representa uma equação diferencial de segunda ordem on

de os coeficientes b
0 

, b1 e b 2 são, respectivamente,os 

termos diagonal das matrizes ~ , ~ e ~ na linha corre-s

pondente a Ui e os coeficieates a
0 

, a 1 e a 2 são os 

termos situados na intercessãC~~ da linha correspondente a 

Ui e da coluna Uj nas mesmas matrizes. Desta forma po
derão ser fornecidos os valores numéricos para os elementos 

das matrizes expandidas da equação (11). O segundo membro 

de (14) é equivalente a uma carga transiente composta de 

duas parcelas e aplicada em Pe 

Observa-se que as equaçõe~ (13) a (15) provocam a pe~ 
da de simetria das matrizes em (11). Neste caso, em deter-

minada etapa do cálculo da re$posta dinâmica, 

rio resolver um sistema de equações do tipo: 

[:·· ~"'] 
-en -ee 

u -n 

u 
-e ! :· -e 

onde os elementos das matrizes A , A e -ne -en 
responsáveis pela falta de simetria da matriz 

será necessá-

Ã - e e 
A 

c 1 7) 

sao os 

A solu-
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ção de (17) i obtida, então, ~fetuando-se o produt~ matri

cial indicado: 

A U + A U -nn - n ·ne -e 

A U + À U -en -n .ee -e 

p 
-n (18) 

p 
-e (19) 

A seguir, resolvendo-se o sistema de equaçoes (18) em rela

ção a ~n , obtém-se: 

u -n P - G U -n -ne -e 

onde ~ne e ~n são obtidos a partir de: 

e 

A P -nn -l!l 

A -ne 

p 
-n 

(20) 

(21) 

( 22) 

Observa-se que a matriz A i simétrica, podendo ser re
-nn 

solvido , por exemplo , pelo metodo de eliminação de Gauss pa 

r a matrizes simétricas. Levando·se (20) em (19), resulta : 

A u p (23) -e e -t -e 
onde 

A Ã - A G (24) -e e -e e -en -ne 
e 

p p ~en p ( 2 s) 
-e -e -n 

o s i s tema de equaçõ~s (2 3) é resolvido pelo método de 

e limina ção de Gauss para matrizes não-simétricas, devido a 

fa lta de simetria da matriz ~ee Observa-se que,na maior 

parte das vezes, o número. de graus de liberdade em U é 
-n 

bastante superior aos de ~e Nestes casos o procedimento 

adotado torna-se muito eficiente, pelo fato de explorar a 

s imetria da matriz A 
~ nn 

3. Exemplo Numérico 

Vo l tando-s e ao probl ema da análise do sistema de con-
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trole da Figura 2, supõe-se qae as características do cir

cuito controlador e do servo-motor são dadas por: 

R1 = 5000 , R2 = 2000 , C = 10- 5 
, K = 2300 

R 106 , L 2 Km 31,4325 • b 2 e J o. 2 5 

Para a haste são adotados os seguintes valores para o 

seu comprimento, área e momento de inércia da seção trans

versal, m6dulo de elasticidad~ e massa concentrada na extr! 
midade da mesma: 

9. 5. , A 1. 0,0$3 , E 210000 . , m 0,03 

A resposta dinâmica do 3istema de controle (Figura 2) 

a uma variação súbita de 8° para a variável 8d , ou seja : 

8d = 80 ed o ( 2 9) 

foi calculada com o auxílio da linguagem LORANE DINA [4 , 5] 

que ê uma linguagem orientada para a análise dinâmica de e~ 

truturas. O LORANE DINA emprega o método dos elementos fi

nitos como principal ferramenta de discretização do meio co~ 

tínuo, permitindo a análise da resposta dinâmica linear de 

estruturas submetidas à solicitação de carater determiníst~ 

co ou aleat6rio e colocando a disposição do usuário uma sé

rie de facilidades tais como, entrada de dados orientada e 

em formato livre, cálculo de frequências naturais e modos de 

vibração, condensação de grau5 de liberdade, a possibilida-

de de expressar certas propri~dades dos sistema dinâmicos 

através de funções de transferência, o uso de restrições g! 

neralizadas, a representação de partes componentes de uma 

estrutura pelos seus modos de vibração, etc. 

Na análise do presente problema utilizou-se o método 

de Newmark [3] para a integração do sistema de equações di

ferenciais . A estrutura, propriamente dita (haste) , foi 

discretizada pelo método dos elementos finitos. As variá

veis adicionais (12) (voltagens e correntes) foram declara-

t~ :f 

_j! 

~ 
t 
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das como variáveis extras e as equações (13) e (14) foram 

fornecidas ao programa atravé$ do comando "Funções de tr ans 

ferência", cujo formato está indicado em (16). Os resulta

dos obtidos estão indicados na Figura 3, que representa a 

variação do ângulo 8, definido em (S), com o tempo. 

e, 

•• 

•• 

.2 . 4 •• .. t(s ) 

FIGURA 3 - VARIAÇÃO DO ÂNGULO 8 COM O TEMPO 

4. Conclusões 

No trabalho apresentado, procurou-se ilustrar as téc

nicas e adaptações que devem $er feitas num programa, desen 

volvido para análise dinâmica de estruturas, a fim de perm! 

tir efetuar análises de sistemas de controle e retroação de 

estruturas flexíveis. ~ importante salientar que o exemplo 

apresentado restringiu-se apenas a análise da resposta no 

domínio do tempo e não ao projeto, propriamente dito, cujo 

objetivo é determinar as características mecânicas e elétri 

cas do mesmo, a fim de sa.tisfazer as "especificações de de

sempenho", que reúnem as propriedades desejadas para o sis

tema, em termos da velocidade da resposta, estabilidade re

lativa e erro permissível. 

Estas técnicas encontraD-se incorporadas à linguagem 

LORANE DINA, que foi utilizada para obtenção dos resultados 

numéricos do presente trabalho. 
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PRATES DE LIMA, E.C. 

ANÁLISE DE SISTEMAS DE CONTROLE E 

RETROAÇAO EM ESTRUTURAS FLEXIVEIS 

Sumãrio 

O objetivo do trabalho é ilustrar as técnicas e modi
ficações necessárias a serem introduzidas num programa de 
computador, desenvolvido para a análise dinâmica linear de 
estruturas, a fim de permitir efetuar análises de sistemas 
de controle e retroação em estruturas flexíveis. O ponto 
de vista apresentado consiste em considerar o sistema de con 
trole como um acessório da estrutura e não o contrário. Des 
te modo as propriedades dos mesmos são expressas no formato 
Ms 2 + Bs + K (s = d/dt) , sendo as variáveis adicionais (vol 
tagens: posições de válvulas, etc.) consideradas como variã 
veis extras e reunidas ao vetor de deslocamentos da estrutu 
ra. Para a obtenção dos resultados numéricos utilizou-se ã 
Linguagem Orientada LORANE DINA. 

Summary 

FEEDBACK AND CONTROL ANALYSIS OF 

FLEXIBLE STRUCTURES 

The purpose of this paper is to present the techniques 
and modifications to be made in a dynamic analysis computer 
for the control analysis of flexible structures. 

The general viewpoint is taken that the control sys
tem is an adjunct of the stru~ture, rather than vice-versa. 
Thus, the properties of the c~ntrol system are expressed in 
the quadratic format Ms 2 + Bs + K (s = d/dt) of dynamic 
struótural analysis. -The aaitional variables (voltages,vol 
ve positions, etc.) are assigned degrees of freedom, that 
are called extra points, and merged with the degrees of fre 
edom at structural gridpoints, For the numerical resu~ was 
used the Problem Oriented Language LORANE DINA. 
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1. Introdução 

O aspecto da fadiga de metais é um campo onde muita 

pesquisa já foi feita, mas ainda exige um certo grau de em

pirismo na resolução de problemas práticos. Com o surgimen 

to da mecânica da fra tura, passou-se a dar mais atenção a 
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ce.rtos aspectos até então relegados quase que totalmente. ll 
o caso da trinca de fadiga, em termos da nucleação e da sua 
propagação. O objetivo do trabalho é aplicar a mecânica da 

fratura a um dado material e levantar os dados de propaga

ção da trinca. Foram ensaiados vários corpos de prova em c~ 

da nível de forma a obter-se alguma informação da disper

sao. 

2. Mecânica da fratura e propagação de trincas 

Na mecânica da fratura linear, um modo de definir o 
estado de tensões no extremo de uma trinca solicitada, é o 

fator de intensidade de tensões, que de uma forma geral é 
dado por 

K a 

onde Y - fator geométrico 

a
0 

- tensão nominal 

Y a
0 

liiã 

a - dimensão característica da fissura 

(1) 

Para os objetivos deste trabalho, há mais interesse 

no fator de intensidade de deformações, dado por 

K =Yr. /iiã 
E O 

(2) 

Em solicitações dinâmicas, o modo usual de falha é 
por fadiga do material. Se o corpo contiver alguma trinca 

inicial, a totalidade da vida de fadiga será usada para a 

propagação. No caso de um material isento de defeitos, boa 

parte da vida é usada na nuclaação da trinca e após então, 

no crescimento. 

A velocidade de propagação da trinca é correlacionada 

com a faixa de variação do fator de intensidade de tensões, 

nK , sendo a função normalmente da forma 
o 

• m 
a = c nK 

o 

com C e m constantes determinadas experimentalmente. 

(3) 

Neste estudo, o teste é feito com um nível de deform~ 

ção constante ao longo do ensaio, sendo interessante usar 

K e não K . Isto também se baseia no fato de que K se a-
E O O 

n 
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plica para um comportamento elástico do material, o que nao 

ocorre na maioria dos testes efetuados, ond e foram permiti

das deformações plásticas apreciáveis. 

3. Plano dos ensaios 

Para ensaiar os corpos de prova sob deformação cons

tante, foi adaptada uma máquiaa de ensaio de fadig a em fle

xão plana, pela substituição da mola dinamométrica por um e 

!emento rígido. Desta forma o deslocamento do exc~ntrico 

produz uma deformação angular entre os extremo s do corpo de 

prova, constante ao longo de todo o ensaio, indep endente 

da s características de encruamento cíc li co do material. 

Foram programados quatr~ grupos de teste, com nove 

corpos de prova cada. Estas séries foram ensaiadas para qu~ 

tro valores diferentes de def~rmação. A deformação que atua 

na zona central do corpo de prova foi determinada experime~ 

talmente através de strain-gauges de 3 mm de comprimento a

tivo, após dez ciclos de carga, de forma a haver uma respo~ 

ta essencialmente constante. A tabela abaixo resume os da-

dos, onde h é a espessura da chapa 

Série 1 2 3 4 

h mm 2 '5 2,3 2 '4 2,5 

f1E .l0 3 2,4 4,4 6,9 9,6 

4. Material e eguipamen)o 

O material usado nos testes foi um aço carbono, do ti 

po SAE 1020, normalizado a 90~°C durante dez minutos. Para 

fornecer um ponto de início da trinca os corpos de prova fo 

ram furados no centro, de modo que a trinca se propague a 

partir do furo. 

A dimensão da trinca foi obtida por observação dirct a 

através de uma lupa de 24x de aumento, dotada de um a escala 

calibrada . Desta forma, o tamanho da trinc a usado na obten 

ção dos dados é o tamanho s uperfici a l. Como critério de fa

lha, foi adotado o de que ao menos um dos ramos da trinca 

t enha atingido a superfície lateral. A máquina de ensaiou-

·sada foi uma Shenck modelo PWO. 
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Fig. 1 - Corpo de prova utilizado nos ensaios. 

As principais propriedades mecânicas do material usa

do, no estado normalizado, são : 

Tensão de ruptura 330 MPa 

Tensão de escoamenao 251 MPa 

Dureza 52 HRB 

S. Resultados 
As curvas de crescimento da trinca, ao longo da vida, 

estão na fig . 2. Os dados foram sintetizados em termos da 

média e do desvio padrão, sendo representada a curva média 

e as curvas que definem o intervalo de mais ou menos um des 

vio padrão. 

30r------,mr------~~~-----------r~--y-,-----------------,----,,-------r------rn 

SEtiE-1 

20 I III I I I I I I I I I I I li I 

o 
N 

lO I "' !H I :~'// I I/ / ,L I I 

OL-~--~--~~---L~~~~-L--~--~----~------~r-------L-------~ 
lO zoo· 

Fig. 2 - Curvas de crescimento da trinca. 

Os resultados finais de~em ser expressos em termos de 

a = f(óK ) e assim é necessário calcular K para vários ta-e: e: 
manhas da trinca. O fator geométrico é o Único parâmetro da 
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equação C2) que necessita ser obtido. O método usado na sua 
' determinação foi a superposiçào de duas soluções que exis

tem. A geometria pertinente aG problema está definida na fi 
gura 3. 

2b 

Fig. 3 - Geometria da trinca de fadiga. 

Para o caso de uma placa infinita sob flexão, Roberts 

e Rich [7] apresentaram os valores de Y para uma trinca ema 
nando de um orifício circular, em função de L/r. Para v = 

1/3, uma aproximação razoável é dada por 

Yb = 1,369CL/r)- 0 ' 119 . c 4) 

Por outro lado, uma trinca em uma placa de largura fi 

nita, sob tração, o efeito do contorno é dado por 

c 5) . 

onde À = a/b. 

O fator geométrico para uma placa finita sob flexão 

foi considerado como sendo, numa boa aproximação, o produto· 

C6) 

~om esta expressão de Y, então t.KE foi calculado por 

llK 
E 

C7) 

e trabalhando com as curvas dada pela figura, os dados refe 
rentes à função C2) foram obtidos. A figura 4 mostra os re

sultados dos testes, em termos de~ e de t.K .E. 
E 

A função de ~ na forma (3) se justifica plenamente, 

pois os coeficientes ajustados para as linhas médias, bem 
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como o coeficiente de correlação r
2

, sao 

Série 

C.10 12 

m 
r2 

l 

1,88 

4,285 

0,9971 

2 

216 

3,3$2 

0,9939 

3 

154 

3,307 

0,9919 

4 

0,0135 

4,934 

0,9967 

lo' 1000 

LIKs.E 

[MPo'llii) 

lO 

Fig. 4 

10- 5 

-

6. 

IÕ
4 

Velocidade de 

Conclusões 

·~AÇO DOCE TRAÇÁ(>-COMPRESSÁO 
(--ZONA PLÁSTICA) (6) 

500 

100 

50 

lO 
10-· 10-· 10-1 (mm/ciclo) I 

ci 

crescimento da trinca função do K 
E: 

L 
~ 

Os resultados atualment~ disponíveis fornecem uma in- ~ 
dicação de que o conceito do fator de intensidade de ten- .. 

sões pode ser generalizado para deformações e aplicado mes-

mo no caso de que o corpo de 9rova tenha se deformado plas

ticamente. Tal se baseia no fato de que a velocidade de pr~ 

pagação da trinca se correlaciona bem com 6K
0 

apenas quando 

a zona deformada plasticament~ está restrita às proximida-

des do extremo da fissura. Como houve uma Ótima correlação, 

de á com 6K , o conceito do fator de intensidade de deforma 
E: 

ções parece ser adequado mesm~ para altos níveis de deforma 

ção plástica. 

Uma possível justificativa deste efeito é de que a 

distribuição de deformações não é substancialmente alterada 

com o escoamento. Já a distribuição de tensões fica compl~ 

tamente desfigurada tornando sem efeito o conceito de inten 

sidade de tensões. 

De forma a obter mais informações, é conveniente es-

tender a solicitação mais para dentro do regime elástico, 
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de modo a ver if icar se existe alguma transição no comporta

mento de ã, ao passar do regille elástico para o regime plá~ 

tico. Com os dados disponíveis esta transição parece não o

correr, já que a série 1 foi solicitada elasticamente e as 

3 séries restantes, plasticamente. 
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ROSA, E.da e SANTANA, J,L. 

ALGUNS RESULTADOS $OBRE A PROPAGAÇÃO 

DE TRINCAS DE FADIGA, EM FLEXÃO PLANA 

Sumi rio 

Foram obtidos experimentalmente curvas de crescimento 
da fissura de fadiga, em aço $AE 1020 normalizado, para qua 
tro níveis de solicitação, em termos de deformação. A curvã 
da velocidade de propagação d~ trinca função do fator de in 
tensidade de deformações parece indicar ser este um parâme~ 
tro adequado para analisar o comportamento do material. Is
to se aplica mesmo quando a d$formação plástica é predomi
nante, ao contrário do fator de intensidade de tensões, que 
é válido apenas para um meio $lástico. 

SOME RESULTS ABOUT THE FATIGUE CRACK PROPAGATION, 

UNDER PLA~~ ~ENDING 

Sumpary 

Curves of the crack prowagation was obtained from 
tests of a carbon steel, type SAE 1020, normalized, for 
four strain levels of deformation. The crack propagation 
rate curve, as a function of the strain intensity factor, 
give some indication that thi$ factor is a valid parameter 
for the analysis of the material behaviour under cyclic 
loading. This is true also if the strain is essentially 
plastic, opposite to the stre$s intensity factor, which is 
valid only if the continum is elastic. 
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1. Introdução 
Na montagem de dois cilindros com interferência há uma 

concentração de tensões nas extremidades. A teoria de Lamê ' 
(6} possibilita o cálculo da distribuição de tensões em ci
lindros sob pressão interna, supõe o cilindro de comprimento 
infini~o. o que a torna utilizãvel na prática somente para 
regiões afastadas das extremidades. 

Neste trabalho foi determinado um "Fator de Concentração 
ie Tensões", que multiplicado pelo valor da tensão nominal de 
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Lamé dará o valor da tensão máxima no cilindro externo. 

VILCHEZ (1] determinou a distribuição de tensões na r! 

gião próxima das extremidades do modelo, para uma relação de 

diâmetros igual a 2,64 e diferentes posições do cilindro in

terno. Utilizando a mesma técnica experimental, determinou

se a distribuição de tensões para outras relações de diâme

tros. 

O modelo estudado foi um cilindro oco, feito de mater -

rial fotoelâstico. Este matertal possui a propriedade de po

der congelar as tensões, quando carregado acima da temperat~ 
ra crítica (2] (3). 

O material fotoelástico utilizado, bem como o método de 

preparação, é o indicado por GOMIDE {4) sob a formulação CY

Z05-ZlPA-25MA. 

A pressão interna foi provocada pela interferência obt! 

da pela diferença entre os diâmetros do furo e do cilindro ' 

interno, sendo este introduzido atê uma distância Z da ex-o 
tremidade do cilindro externo. Esta montagem provoca o apa -

recimento de uma concentração de tensões no cilindro oco pr~ 

ximo a posição Z
0

, enquanto que em pontos mais afastados das 

extremidades, as tensões tendem para os valores previstos P! 

la teoria de Lamé. A figura 1 mostra a disposição dos cilin

dros e a região de estudo. 

11 
_j_ 

FIG. 1 DISPOSIÇÃO D~S DE ESTUDO. 

Foi usado o método da diferença das tensões cisalhante s 

(2],(3] {5) para determinação do estado de tensões. 

Para se ter parametros adimensionais, os valores das 

tensões foram divididos pela pressão interna P, provocada pe

la interferência. 
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2. Resultados Experimentais 
Foram analisadas as relações de diâmetros D/d = 1,7 

D/d = 2 e D/d = 3 e em cada uma delas diversas posições do 

cilindro interno. Para cada um destes casos, foram levanta

das as curvas de tensões no contorno interno, do cilindro ' 

externo, onde ocorrem máximas tensões. A partir destas cur

vas foram obtidas as tensões máximas e a concentração de 

tensões em cada modelo. 

t=: "-1.4 a: 
1:> -1.8 

-2.2 

-2.6 

-3.0 -.. 
-~4~--~-J--J-~--~~--~ 08~--~~L--L--L-~--~~~ 

3 5 7 11 11 Zo1tmm1~- 3 5 7 11 11 Z~3(m~~-
FIG.2•MAX. TENSÕES RADIAIS. FIG . 3 ·MAX. TENSÕES TANGENCIAIS. 

Os fatores de concentração de tensão sao definidos co 
mo sendo a relação entre as máximas tensões que ocorrem no 

modelo e as tensões nominais obtidas pela teoria de Lamé 

[7) 

Portanto: 

a = 0 

aR 
max 
~ nom 

0 0max 
0 0nom 

0~~--~~~~~~~~~~ 
1 3 5 7 11 11 13 15 

Zo(noon)-
FIG .4• FATORES DE CONCENTRAÇÃO 

OE TENSÕES RADIAIS. 

0.11 

(1) 

(2) 

~~~3~-5~~7~-~~~-,~~1~3--~15~ 
Zo(mm)

FIG .5· FATORES OE CONCENTRAÇÃO 
OE TENSÕES TANGENCIAIS . 
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J. Conclusões 
A análise dos resultados encontrados para os casos es

tudados, permitem fazer algumas observações. 
Os valores do fator de concentraç~o de tensões radiais 

aR crescem inversamente i relação de diâmetros, e pode-se 
supor que para relações D/d muito grandes (tubo de paredes' 

muito grossas) aR tende para valores próximos de 1. 

Os valores de aRcrescem com a distancia Z
0 

em que foi 

efetuado o carregamento, atingindo um valor máximo, para de 

pois diminuirem at6, provavelmente, estabilizarem-se. 

Os valores de aR e a 0 tendem para 1 n<' regi~o próxima a 
extremidade do cilindro externo, isto é, para a distancia ' 

Z0 se aproximando de zero. 
Os valores de aesão mais baixos que aR 

O fator de concentração de tensões tangenciais a 0 pas

sa por valores máximos entre D/d = 3 e D/d = 1,7. Isto oco! 
re devido ao comportamento n~o linear da tensão tangencial' 
nominal, dada pela cquaçio de Lam6. 

BIBLIOGRAFIA 

[1] - VILCHEZ, C.H.M., "Distribuição de Tensões prÓximo das 
extremidades de dois cilindros montados com interf~n 

cia", Tese de l-lestrado, PUC/RJ, 1972. 

[2j - DALLY, J.ll'., RILEY, lV.P., "Experimental Stress 

lysis ", HcGraw-Hill, 1965. 

[3] - FROCHT, H.H., "Photoelasticity", Vol. I, II, 

Wiley & Sons, Inc, 1965. 

Ana-

John 

[4] - GOf,IIDE, II.A., "Descnvolvimer,to de um material para fo 

toelasticid:1de tri-dimensional", Tese de Mestrado, 
PUC/RJ, 1972. 

[5] Stress Ana-

[6] 

- KUSKE, A., ROBERTSON, C., "Photoelastic 
lysis", John Wiley & Scms, Inc., 1974. 

- TIMOSHENKO, S.P., GOODIER N.N., "Theory of Elasticity'; 

!vlcGraw-Ilill, 1970. 

[7] - JUVINALL, R.C., "Stress, Strain, and Strength" 

McGraw-Hill, 1967. 

[s) - BALTHAZAR, J.C., "Estudo da Concentração de Tensões na 
extremidade de cilindr~s ocos montados com interferên
cia usando Fotoelasticidade Tri-dimensional", 
Tese de mestrado, POC/RJ, 1975. 



347 

BALTHAZAR, J. C. 

CONCENTRAÇÃO DE TENSOE$ NA EXTREMIDADE DE 

CILINDROS OCOS MONTADO$ COM INTERFERENCIA 

Sumário 

A concentração de tensões nas extremidades de cilin
dros montados em interferência ê muito pouco conhecida. Nes 
te trabalho estudou-se a concentração de tensões na extremí 
dade do cilindro oco. Foram analisadas virias relações di 
diâmetros e diferentes posições do cilindro interno, utili
zando o método fotoelástico tri-dimensional. Os modelos fo
ram construidos usando resina epoxi e anidridos ftálico e 
maleico como endurecedores. A?Ós o congelamento das tensões 
retirou-se fatias para análise no polariscópio. Para o cál
culo das tensões foi usado o método da diferença das ten
sões cizalhantes. 

STRESS CONCENTRATION AT END OF TRICKWALL 

CYLINDERS WITH INTERFE~ENCE ASSEMBLAGE 

The stress concentratiQn at end of thickwall cylinders 
with interference assemblage is unknow yet. ln present work 
the stress concentration has been analysed for several 
diametral relations and differents positions of inner cylin
der. The photoelastic method Mas been used, the models was 
constructed with epoxy re~in msing phthalic and maleic anhy
dride as curing agent. After $tress freezing prodedure the 
model was sliced to polariscope analysis. ror stress calcu
lations the shear difference method was used. 
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l - Introdução 

Há diversas causas que caracte riz am a prob lemática de ' 
falhas mecânicas destacando-se, como de gran de significado 

a concentração de tensões, a qua l é, geralmente,um fenôme 

no superf icial. Testando um modelo de projeto proposto, a' 
fotoelasticidade dará as tensões superficiais e elas podem 
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auxiliar nas evidencias de como a superfÍcie poderá ser al

terada para dar uma distribuição de tensões mais uniforme e 

adequada. 

Devido a grande Importância de se obter os fatores de' 

concentração de tensões com em talhe s dtJ placas, mtJdiu -se 

neste trabalho, os fatores de concencração de tensões,para' 

entalhes em U, com carregamentos de tração s1mples e flexão 

pura ap licados sep a radam ente a placas como a da figura l.Na 

figura, Q é a maior largura das placas; i a menor largura ' 

das placas, ou largura das placas na seçao de en talhe inter 

me diário e r o raio do en talhe intennediário!_UAOSº-!/j 

í -R.6ld._, . I 

- t{~ - -~~H -M-
''-'--R6(rl 

1- 76,2 + l6,2 --1 
J...11.,4_j_ 20.3,2 ~ 

~ - Plccas P-1 a r-!, com um ~n ico entalhe cm U ' 

sendo variável, entre e las a dimensão d. 

Para a obtençao do a lívio de tensoes fo ram considerados 

o s traba lho s de Durelli, Lak c c Phillips \5\ qu e demonstra

ram a importância de ent a lhes a djac e ntes na diminuição do ' 

fator de concentração d e tensões (Kt) e os trab a lhos de rr~ 

cht \1\ onde r'= Zr obtido li s cu stas de uma diminuição de 

d ( d' < d) produ Zl ndo uma ele'fação de rel açã o D/ d oca s ionan 

do um a variação para mais no valor de Kt. 

!\pÓs estas observaçóes , procurou-se então como solução' 

manter o novo d' aproximadamente I gu al ao d(u' = d + 2mm) e 

aumenta r o novo r' de um valor Igual ao dobro do valor de ' 

r (r' = Zr), conforme a figura 2, sendo d' 

placas na scção dos entalhes extremos e r' 

talhes extremos. 

largura das 

o raio dos en-

O presente traba lho analisa a i nfluencia de e ntalhes a:! 

jacentes na concentração de tensões cm placas, com entalhe s 

de diferentes diamet ros, submetida s ã tl exão pura c tração' 

simples separadamen te. 

I r 
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I· b ·I 4 FUROS 0 1/4-

R12(rJ 

76.1__ ··1 
~12.4-J- 203,2 - - ---- - -+1ll.J 

Fig. 2 - Placas P-S a P-H, com os 3 (três) entalhes adjacen-

tes. 

2 - Resultados e Comparações 

A motivação deste trabalho proveio de um estudo reali

zado por Frocht 111 que, trabalhando com método de congela

mento de tensões, estudou a Influência de entalhes adjacen

tes no alivio de tensões de eixo submetidos à tração pura. 

Utilizou para os entalhes extremos r' = 2r e d' = d. Face ' 

aos resultados dos testes, considerados incompletos e incon 

clusivos, frocht sugeriu maiores estudos na .arca. 

Para placas com um número finito de entalhes de mesmo' 

diâmetro, a concentração de tensões devida aos entalhes mé

dios, isto é intermediários, é consideravelmente reduzida,A 

máxima concentração de tensões ocorre nos entalhes extremos 

segundo trabalhos de Du relli, Lake e Phillips IS I. Entretan 

to, embora a concentração de tensões no entalhe intermediá

rio seja reduzida, no seu todo a placa aÍnda possui nos en

talhes extremos fatores de concentraçáo de tensões com valo 

res prÓximos àqueles obtidos nas placas com um só entalhe. 

Foram obtidos fatores de concentração de tensões para' 

os modelos P-1 a P-8. Para cada um destes modelos obtiveram 

se os fatores de concentração de tensões relativas aos car

regamentos de tração simples e flexão pura. Nas figuras 3,4 

5, e 6, encontram-se em gráficos os resultados obtidos, 

Com os resultados obtidos, observa-se a diminuição do' 

fator de concentração de tensões no entalhe intermediário e 

ao mesmo tempo menores fatores de concentração de tensões ' 

nos entalhes extremos. 
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3.- Conclusões 

Pelo que fo1 apresentado neste trabalho, pode-se con-' 

cluir que os resultados obtidos com valores de r• > r para 

entalhes ad jacentes em placa9 bid1mensiona1s provocam alí

vio de tensões considerável constituindo-se em uma just1f!_ 

cativa para os mesmos, complementando os trabalhos realiz! 

dos por Frocht e considerados então inacabados e inconclu

sivos. 

Nos entalhes intermediários i s to e, nas regiÕes de 

maior concentraçao de tensoes foram obt1das reduções de ' 

21% para tração e 17,5 "õ para fl exão . lsto mostra que no 

projeto de elementos com entalhes em U, sujeitos ã tração' 

e flexão, o uso de entalhes adjac en tes com raio superior ' 

ao ex is tente d1minu irá sensiv elm ente a concentração de te!!_ 

sões • . No t a - se que toi dado um pequeno passo na melhoria do 

projeto e portanto uma contr1buição para o melhor desempe

nho cte placas com entalhes em u, su j e1 t as ã tração simples 

e tlexão pura. 
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SMITH NETO, P. e FERNANDES, O. C. 

ALIVIO DE TENSOES EM PLACAS COM ENTALHES 

Et<l U, SUBMETIDAS A TRAÇJlO SIMPLES E FLEXÃO PURA. 

SumáJio 

Neste trabalho, determinou-se primeiro o fator de con 
centração de tensões em placas com entalhes em U, submeti ~ 
das à tração e flexão, separadamente. Os resultados experi
mentais obtidos comprovam a eficiência da técnica fotoelás
tica empregada bem como da instrumentação utilizada. Novos 
modelos com entalhes adjacentes, são sugeridos para alívio 
das tensões. Uma considerável redução na concentração de 
tensões obtidas demonstra um notável aperfeiçoamento em pro 
jetos e strutura is na engenharia mecânica e uma valiosa con~ 
tribuição em métodos de f a bricação. 

RELIEVE STRESS IN PLATES WITH U NOTCHES 

SUBMITED TO SIMPLE TENSION AND PURE BENDING. 

Sumqary 

Stress concentration factors were determinedonplates 
with U notches, submitted to tension first an then bending. 
The results obtained from the experiments showed efficiency 
of the photoelastic t ecnique which was used, as well as the 
instrumentation utilized. New models with adjacent notches 
are suggested to relieve stress. The considerable reduction 
of stress concentration obtained, demonstrated a notable 
improvement for structural design in applied mechanical 
engineering and a valuable contribution in manufacturing 
methods. 
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1. Introduction 

One hardly needs to emphasize the irnportance of under

standing the behavior of composite materials under varying 
temperature conditions inasmuch as the composite materiais 

are inherently heterogeneous materiais. The components of 
a composite will, in general, have different ~·s, different 

· modulus of elasticity and different propensity for slip etc. 
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Thus, they are very likely to suffer thermal stresses during 

fabrication and/or during service conditions (1-5). 

2. Experimental 

Various composite systems (metal matrix as well as 

polymer matrix) were subjected to thermal cyc1ing. The 
thermal cyc1ing procedure invo1ved heating the samp1e to 

a peak temperature, ho1ding there for about 15 minutes and 

then coo1ing by means of a fan. 

Scanning e1ectron microscopic observations were made, 
before and after a pre-determined number of cyc1es, to 
examine the microstructura1 changes occrring in the compo

site due to therma1 fatigue. 

3. Results and Discussion 
On thermal cyc1ing a composite, both the components, 

the fiber and the matrix, experience therma1 stresses. 

However, as a resu1t of these thermal stresses a number of 

changes in microstructure may resu1t. The microstructural 
changes observed in the various systems are described be1ow: 

1. The weaker component (generally the matrix) may 

deform p1astica1ly and thus relax the thermal stresses. 

The plastic deformation will be indicated by the appearance 

of slip 1ines on the pre-polished surface of the matrix. 

This was observed in systems 1ike A1/B, Cu/W, Mg/B etc. 
Slip markings in the matrix indicating occurence of p1astic 

deformation, i.e., the yie1ding of the matrix, appeared 

after on1y a few cycles. ln the case of Mg/B, there also 
occured mechanica1 twinning which is a we11 known mode of 

p1astic deformation in H.C.P. metals 1ike Mg. If cyc1ed 

long enough, the continued plastic deformation will lead 

to cracking in the matrix as shown in Fig.l, which shows 

slip markings and cracks in Mg after 2000 cycles and a 

<'>T=240°C. 
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Fig.l: Slip markings in Mg matrix of Mg/B. ZOOO cycles, 280 
to 40°C. 

Z. If the matrix lacks the ability to deform plasti

cally in response to the thermal stresses generated on cy
cling then two things can happen, viz.: 

(a) the interface fibre matrix fails and there occurs 

sliding of one component past the other. Note that this 

can occur in the case 1 above provided the interface 

:Z.l<>-) 2.(b) 

Fig. Z: (a) Interface decohesion and pushing out of 

ber in Po1yester/B. ZOO cyc1es, 115° to 

(b) Interface decohesion in Po1yester/G1ass. 
cyc1es, 115° to 25°C. 

the B fi-
250r.. 

zoo 



358 

strength is less than the matrix yield strength. An example 

of this mode of thermal stress relaxation in polyester boron 
is shown in Fig.Z(a) after 200 cycles between 115°C and 
ambient. The boron fiber has pushed out of the surface 
after the separation of polyester and boron at the interface. 
Fig.Z(b) shows this phenomenon for the system polyester/ 
glass. Notice the interface decohesion. 

(b) if the interface is reasonably strong then a part 
of the thermal stresses can go toward introducing a micro 

crack or even fracturing the brittle matrix. This is shown 
inFig.3 which is from the system polyester/tungsten after 
100 cycles between 115°C and 25°C. 

Fig.3: Cracks in the polyester matrix. Polyester/tungsten 
100 cycles, 115 to 25°C. 

3. ln the case of metal matrix composites the thermal 

stresses can also be relaxed by grain boundary sliding (GBS). 
The GBS can, in addition to cause plastic deformation, lead 
to the formation of cavities at the grain boundaries which in 

turn can coalesce by means of further grain boundary sliding 

and/or Nabarro-Herring type diffusion: thus, forming 
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microcracks (3,4,6,7). On thermal cycling to high peak 

temperatures, there will occur grain boundary migration 

(GBM) and the migrating boundary sweeps away all the 
defects (dislocations, vacancies etc.) produced by plastic 

deformation; leaving in its wake the virgin metal capable 

of undergoing more plastic deformation on further cycling. 
Which is to say that GBM would lead to an improved thermal 

fatigue life and this has been corroborated experimentally 

in Al/B (4), Cu/ steel (6), and Cu/W (7). 

S. Conclusions 

In composite materiais, which are by definition hete

rogeneous materiais, one cannot avoid thermal stresses 

under changing temperature conditions. The metal matrix 

systems have the advantage that the ductile metallic matrix 

can undergo plastic deformation in response to the thermal 

stresses generated while a brittle polymer or ceramic matrix 

will crack under the sarne circumstances. 
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CHAWLA, K.K. 

THERMAL FATIGUE DAMAGE IN COMPOSITE MATERIALS 

Summary 
Composite materiais, cons1sting as they do of materiais 

having different elastic constants and different coeffi
cients of thermal expansion, are inherently heterogeneous. 
Therefore, when such materiais are submetted to a tempera
tura change, even in the absence of temperature gradients, 
one would expect them to experience thermal stresses. 
These thermal stresses can attain ·a sufficiently high 
magnitude to deform plastically one of the two components; 
and, in the case of a lack of plasticity in the components, 
these thermal stresses can cven cause cracking. Examples 
are given of the various composite systems that demons
trate this phenomenon of thermal fatigue damage. 

DANOS POR FADIGA T~RMICA EM MATERIAIS CONJUGADOS 

Sumário 
Os materiais conjugados, consistindo de materiais com 

diferentes constantes elásticas e diferentes coeficientes 
de expansão térmica, são inerentemente heterogêneos.Assim, 
quando submetidos a uma variação de temperatura, mesmo na 
ausência de gradientes, é de se esperar que experimentem 
tensões térmicas. Tais tensões podem atingir um nível su
ficiente para deformar plasticamente um dos componentes ou, 
no caso de falta de plasticidade em um dos componentes, até 
trincamento. São dados exemplos em vários sistemas que de
monstram a ocorrência deste fenômeno. 

~ 
~i 
l'i 
t! 
l1 
tí 
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1. Introdução 
No presente trabalho se descreve o trabalho de medi

ção das deformações específicas por meio de extensômetros 
de resistência em reservatórios de plástico reforçado com 
fibra de vidro. Essa tarefa foi efetuada sob encomenda e em 
condições de campo. 

No total mediram-se deformações específicas em 128 

pontos distribuídos em três tanques diferentes. 
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A seguir serã descrito, basicamente, o procedimento 

da medição no tanque maior, tendo 16 metros de altura e 2 

metros de diâmetro e capacidade de quase 45000 litros, com 

fundos abaulados e com um total de dezesseis flanges. 

Foram efetuadas medições em 74 pontos, a grande maio

ria dos quais se encontrava na superfície externa do tan

que. O esquema do tanque é dado na figura 1. 

O trabalho a efetuar apresen~ava lim i tações de nature 

za econômica e prática: 

- Toda a preparação dos pontos de medição, inclusive do fi

lamento, foi efetuada na posição horizontal do tanque, 

dentro da fábrica, mas, para o teste com pressão hidráuli 

ca interna (com medição simultânea), o tanque t inha que 

ser colocado fora do prédio e erguido à posição vertical 

de trabalho. 

Os guindastes próprios para o erguimento do tanque for am 

trazidos de uma distância de ZOO km e tinham que es per ar 

o fim da medição (para co locar o tanque, hori zontalment e, 

sobre os reboques de transporte), pagando-se uma taxa el~ 

vada de prontidão. 

Fac e aos perigos e dificuldades de e rguimen to , a repeti 

ção do mesmo ou quaisquer manipul açõ es adic ionai s com o 

tanque tornaram-se inviáveis. 

- Erguido o tanque, o acesso aos pontos de medição para e

ventuais consertos, ficou praticamente imped ido pela alt~ 

ra do tanque. 

2. Preparação da medição 

Durante a preparação, o tanque repousava hor izontal 

mente sobre dois apoios com roletes que permitiam um giro 

limitado. Prevendo-se as influências externas e do tempo(i~ 

solação, vento, et c .), os pontos de medição foram ag rupados 

em seis grupos, denominado s de A atê F, de tal maneira que 

pontos de medição de um mesmo grupo sofressem influências 

comparáveis. 
Dada s as grandes dimens ões do tanque e a experi ência 

prévia dos au tores, optou-se para cada grupo de ex tensõme 

tros, pel a fiação econômica "em paralelo" cujo esqu ema tÍpi_ 
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co encontra-se na figura 2. 
Como se observa, cada gru

po tinha um compensador próprio 

de temperatura ("dummy gage"),c.9_ 

lado numa chapa à parte do mesmo 
material do tanque, e fixada,sem 

solicitação mecânica, perto do 

grupo de extensômetros correspo~ 

dente. 
Tendo em vista a maior se

gurança, colocou-se para alguns 

grupos, um compensador avulso c.9_ 

mo garantia e, além disso, algu

mas ligações chaves foram dupli

cadas deixando-se uma delas como 

reserva. 
Procurou-se manter , para 

cada grupo, e para todos os ex

tensômetros do mesmo grupo, o 

mesmo comprimento. dos condutores 

entre os extensômetros e o res

pectivo nó por um lado e dos ex

tensômetros e nó até a chave se

letora de canais pelo outro. Ex

cluíram-se, deste modo, os erros 

relativos aos diferentes compri

mentos dos condutores. 

O equipamento de medição 

foi colocado sobre um andaime a 

5 m de altura do solo; apesar 

disso, o comprimento dos conduto 

res era da ordem de 12 m. O fio 

usado era de cobre, rígido, de 

diâmetro 1 mm, simplesmente re

vestido, sem blindagem. 
Os condutores foram bem i-

mobilizados sobre a parede do 

tanque com fita adesiva especial. 
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FIG. 2 -ESQUEMA DAS LIGAÇÕES 

Nos pontos de medi

çao preparou-se a superfi 
cie por lixamento grassei 
ro e dois lixamentos sub
sequentes, mais finos.Nos 
pontos de medição inter
nos foi permitido apenas 

q lixamento fino e leve, 
já que toda a superfície 

do tanque é revestida por 

uma camada especial . 
Numa posição conve

niente ·dentro de cada i
res lixada foram colados 

terminais para extensôme
tros e em seguida soldados neles os condutores. Nesta fase 

do trabalho foi verificada, também, eletricamente, a quali
dade das soldas e conexões. Os extens ômetros foram colados 

ao final de todas as operações preparatórias para se evitar 

uma eventual danificação mecânica. Colados os extensômetros, 
os mesmo, bem como todas as juntas, foram protegidas contra 

intempéries, usando-se sempre, pelo menos dois processos di 
ferentes. Ao todo foram usados: verniz especial contra a u
midade, massa protetora mole, placas de borracha autovulca

nizivel e dois tipos de vedantes à base de silicone. Os me

lhores resultados, mesmo em situação de imersão direta, fo

ram obtidos com os primeiros dos materiais acima listados , 

(verniz e massa), de fabricação Hottinger Baldwin. 

Os extensômetros usados foram do modelo SR-4, tipo 

FAE-50-125 36EL de fabricação BLH (USA)(Baldwin Lima Hamil
ton) destinados ao uso com materiais plásticos (com coefici 

ente de dilatação térmica a= 36.10- 6/°C). Foram colado~ 
com cola tipo rápido Eastman 910. 

A posição dos extensômetros depois da colagem foi me

dida com precisão de ±5 mm, sabre a superfície do tanque, o 

que, dadas as dimensões do tanque, pode ser considerado al
tamente satisfatório. Para isto usou-se o método de "mapea

mento". Sobre a superfície do tanque marcaram-se linhas de 
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referência, por meio de cordões finos esticados. Por cima 

destas linhas e por cima dos extensômetros colados coloca

ram-se, em seguida, folhas de papel vegetal de tamanho ade

quado a copiaram-se nestas as referências bem como os con

tornos dos extensômetros. Posteriormente, na sala de dese

nho, foram medidas as cotas dos extensômetros, a partir das 

referências. Em alguns casos exigiu-se a medição em certos 

pontos externos e nos pontos correspondentes na superfície 

interna do tanque. Colaram-se pois, extensômetros externos 

e a posição correspondente ioi projetada através da parede, 

por intermédio de um feixe de luz forte, concentrado, apro

veitando-se a semitransparência do material da parede. 

3. Medição 

Erguido o tanque, e ligados e zerados os aparelhos, 

procedeu-se ao enchimento do reservatório com água, durante 

o qual já se efetuaram leituras prévias. 

O carregamento do tanque por pressao interna efetuou

se várias vezes por intermédio de uma bomba manual, lendo

se a pressão interna num manômetro. Um ciclo .de carregamen

to a partir da pressão hidrostática até a pressão máxima, 

com 3 leituras intermediárias e a volta subsequente ao esta 

do inicial, também com 3 leituras intermediárias levou apr~ 

ximadamente quatro horas. 

Uma parte do ensaio foi prejudicada em face das condi 

ções atmosféricas bastante variáveis em que o mesmo se rea

lizou: houve alternativamente instantes de sol intensivo a

tuando diretamente sobre alguns grupos de extensômetros,in~ 

tantes nublados , com chuvas e fortes rajadas de vento. Ape

sar de cientes das condições extremamente adversas continu

ou-se a tomada de dados, dada a premência absoluta de efetu 

ar-se as medições ao abrigo ou em tempo mais favorável. Os 

melhores resultados foram obtidos por volta da meia-noite 

do primeiro dia, quando a temperatura do ar se mantinha em 

23°C e a temperatura da agua usada no bombeamento variava 

entre 20 e 23°C. 

Dadas as características do material do tanque, to

mou-se cuidado de manter a razão do carregamento constante 



366 

no tempo. Pequenos problemas mecânicos com a bomba prejudi

caram duas vezes o desenrolar uniforme do teste o que se 

fez notar imediatamente nos valores lidos. 
Além disso a baixa condmtibilidade térmica do mate

rial do tanque contribuía para o fato de que o sistema da 

compensação térmica (por intermédio do "dummy gage") não 

conseguiu compensar eficientemente as variações locais de 

temperatura. 

Mais ainda, a equação para o erro provocado pela tem

peratura (deformação aparente em função da temperatura) que 

o fabricante oferece na forma 

E a -32,35 + 1,987T- 2,~1.10-ZT 2 + 7,~0.10-ST 3 

- 4,98.10-ST 4 (T em °Fahrenheit) 

mostra a influência acentuada da temperatura sobre as leit~ 

ras. Infelizmente era impossível aproveitar eficientemente 

os dados do fabricante dos extensômetros, já que era inviá

vel medir no momento da leitura também a temperatura real 

~ local de cada extensômetro; m&diu-se apenas a temperatu

ra média da parede do tanque e do ar. 

4. Processamento de dad~s e resultados 

No local de medição foram anotados, em planilhas pre

viamente preparadas, os valores brutos lidos, processando

se imediatamente apenas uma amostra pequena dos mesmos, co 

mo lembrado acima. 
No escrltôrio calcularam-se diferenças de deformação 

correspondentes aos estágios crescentes de carga, bem como 

descrescentes, e foram calculadas as médias de diferenças, 

que foram representadas graficamente e interpoladas, também 

graficamente, por retas. 

Na interpolação, levou-$e em consideração também a r~ 

presentação gráfica exata das leituras em cada ponto de me

dição a fim de se avaliar as tendências dos acréscimos. 

Os resultados assim obtidos, foram considerados como 

muito satisfatórios pelo cliente que, no entanto, não os 

liberou para publicação. 



367 

KOZEL, J., TRAUER, R.O. e BACK, N. 

MEDIÇÃO DAS DEFORMAÇOES ESPEC!FICAS (E) 

EM RESERVATCRIOS DE PLÃSTICO REFORÇADO COM FIBRA DE VIDRO 

Sumário 

B descrita a sequência de operação no levantamento da 
v a riação do est ado de deformações, durante o carregamento 
e o descarregamento em um grande reservatório de plástico , 
reforçado com fibra de vidro. Todo o tra balho preparatório, 
também é minuciosamente descrito. 

MEASUREMENT OF SPECIFIC STRAINS IN FIBRE-REINFORCED 

PLASTIC RESERVEOIRS 

Summary 

The sequence of operation is described in the measure 
ments of the ch anges in the state of strain- during loading
and unloading of a large fibre-re i nforced plastic reservoir. 
The preparatory work is a lso minutely described. 
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1. Introduçao 

A investigação de modelo$ fotoelásticos com mÓdulo de e 

lasticidade variável tem larga aplicação na simulação do co~ 

portamento mecânico de elemen~os estruturais e de máquinas. 
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Em geral a solução de problemas de análise de tensões é sim- ' 

plificada quando são utilizados modelos fundidos porque não 

simulam os processos de conformação a que foi sujeito o ele

mento a analisar - recentes trabalhos tem sido desenvolvidos 

neste sentido. Spooner e Me Connel jlO J simularam o compor- , 

tamento da pá (alumÍnio) e rotor (aço) de um compressor uti

lizando Bakelite (BT 61-893) e Araldite, conseguindo razão 

de mÓdulos de elasticidade prÕxima do real. A análise foto~ 

lástica foi feita à temperatura ambiente. Dixo n J21 utili

zando-se de Araldite (CT-200) com diferentes partes em peso 

de endurecedores estudou o comportamento mecânico da biela, 

pistão e pino de um motor de combustão interna. Para evitar 

os efeitos de temperatura no "congelamento de tensões" obte

ve as curvas de dilatação térmica, verificando não serem li-

neares. Durelli, Miller e Jones 141 utilizando borracha de 

poliuretano desenvolveram um material com mÓdulo de elastici 

dade variável, mas de uso restrito a fotoelasticidade p lana. 

No presente trabalho foi utilizada a resina e poxi como 

material básico J7J. Pela sobreposição dos nomogramas de 

temperatura crítica e coeficiente de dilatação térmico a es~ 

ta temperatura foram obtidos materiais, construido um modelo 

fotoelástico e analisando seu comportamento durante o aqueci 

mento até a temperatura crÍtica. Este trabalho visa o dese~ 

volvimento de modelos fotoelásticos com mÓdulos de elastici-

dade variável para análise e "congelamento das tensões" por-~' 

tanto, com aplicação a fotoelasticidade tri-dimensional. · 

i! 2. Obtenção do Modelo ~-

1 A variação das quantidades em peso (p.p.) dos endurece- , 

dores anidrido ftálíco (PA) e anidrido maleico (MA) junto a 

resina epoxi (ARALDITE CY-205) modificam as propriedades fÍ

sicas do material fotoelástico J7J. Ass i m, pode-se constru

ir um modelo composto a partir da colagem de dois ou mais m~ 

teriais com mÓdulos de elasticidade diferentes e, para tanto 

foram obtidas as constantes ff s icas temperatura crítica (T.c) 

coeficiente de dilatação térmico (a) e mÓdulo de elasticida

de (E) ambos à temperatura crftica, para cada material Jll. 

A técnica de "con gelament o das tensões" cons is te em a-

v 
t 
t 
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quecer o modelo até uma deter~inada temperatura (temperatura 

crítica), carregar o modelo e resfriá-lo lentamente até a 

temperatura ambiente quando são fixadas as deformações (ani

sotropia Ótica). No presente trabalho, por tratar-se de um 

modelo composto, além das tensões causadas pelos esforços e~ 

ternos surgiriam tensões térmicas devidas aos diferentes com 

portamentos dos materiais a djlatação térmica. Com objetivo 

de eliminar ou minimizar estes diferentes comportamentos e ~ 

bter o "congelamento das tensões" no material composto devi

do apenas a solicitações externas, os materiais que comporão 

o modelo devem possuir mesma temperatura crítica e mesmo co~ 

ficiente de dilatação térmico à temperatura crítica. A so

breposição dos nomogramas de temperatura crítica e coeficie~ 

te de d i latação térmico, apresentados a fi g .l, fornece as 

composições dos materiais que possuam as características pa 

ra formação de um modelo composto. 

--COEF.OIL. TERMICO 
----TE MP. CRITICA(14d'C) 

2~ 

20 

·~ 

lO 

~!5------~-----IT5--~~2~0~~~2r~------3r0-----,3-5__J 

p.p, de PA 

Fig.l- Sobreposição dos Nomo gramas de temneratura 

crítica (140 °C ) e coeficiente de dilatação 



372 

Experimentalmente verifi~ou-se que a temperatura críti

ca de l40°C i a que fornece maior n~mero de interseç~es 111. 
-5 o -A curva correspondente a a = 9.0 x lO I C e a que possui 

maior n~mero de interseções - 6 pontos - mostrando a possib~ 

lidade teórica de obter-se um modelo composto por 6 diferen

tes materiais fotoelásticos. À Tabela I são apresentadas as 

composições desses materiais ~ seus respectivos mÓdulos de ~ 

lasticidade. 

PONTOS MATERIAL E(Kg/cm2 l 

A 25.0PA- 22.4MA 485 

B 29.4PA - 27.lMA 400 

c 8.8PA- 32.5MA 450 

D 8.3PA- 34.3MA 450 

E 33.3PA- l9.5MA 418 

r 32.0PA- 23.5MA 400 

Tabela I - ·Composição e MÓdulo de Elasticidade dos 

Materiais com Te = 140° e a = 9.0xl0- 5!°C 

2.1 - Colagem dos Materjais 

Alim de alta rigidez, a cola para modelos fotoelásti

cos deve ser capaz de transmitir tens~es de forma a não mu

dar a direção das franjas na região de transição entre os m~ 

teriais. Espessura da cola, ~ressão entre as partes a colar 

condições de acabamento e geometria das superfÍcies são os 

principais fatores envolvidos na escolha da cola IBI. 
No mitodo de ''congelame"to das tens~es" os modelos sao 

cortados e analisados a temperatura ambiente, o que torna i~ 

viável o uso de um dos materiais fotoelásticos como cola. 

Dentre a grande quantidade de cimentos citada nela literatu

ra especializada 16,81 foi utilizado o composto por 100 par

tes em peso de resina epoxi (Araldite CY-205) e de lO partes 

em peso de Trietileno-tetramirna (HN-951) por apresentar ca

racterísticas de não reagir quimicamente com os materiais e 

endurecimento em espaço de tempo relativamente curto (14 ho

ras) à temperatura ambiente (25°C). 

I 
{' 
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2.2 - O Modelo Composto 

Para construção do modelo fotoelástico com multi-mÓdu

los de elasticidade, foram esaolhidos os materiais correspo~ 

dentes aos pontos A e B da Fig.l por apresentarem a maior di 

ferença nos mÓdulos de elasticidade dentre os apresentados à 
Tabela I. ApÓs a colagem dos materiais e, para que fosse o~ 

servado o comportamento dos materiais e da cola, foram usina 

dos dois discos; um deles composto pelos materiais A e B 

(disco AB) e outro formado pol" duas partes do material B 

(disco BB ). A comparação entre os valores dos nomogramas e 

experimentais para os mat eriais A e B é apresentada à Tabela 

II. 

Material No mo grama Experimental Dispersão 

Temp. A l4 0°C 142°C 1,5% 

Crítica B 140°(' 13 7°·c 2. 5% 

MÓdulo A 475 kg/c-m 4 87 kg/cm 2,5% 

de Elast. B 390 kg/cm 2 404 kg/cm 2 3,6% 

Coe f. Dil. A 9.0xlo- 5;"c 9 . 22xl0- 5 /°C 2,4-t 

Térmico B 9.0xl0- 5!°C B.65xl0- 5!°C 4,6% 

Tabe la II - Comparação entre valores dos nomo gramas 

e experimentais 

Durante o processo de aquecimento foi observado o com

portamento dos dois discos até uma temperatura pouco superi

or à crítica (l45°C) e o aspeoto dos discos ã temperatura a~ 
biente , após o resfriamento . Inicialmente a 25°C, o níve l 

de tensões nos materiais apre9entou- se baixo (0.15-0.25 fran 

ja) causado ou pela usina~em áos modelos ou pela pressao 

exercida sobre os modelos no processo de colagem dos materi

ais. À temperatura de 95°C o modelo AB ainda não apresenta

va nível significativo de tensões porque a diferença dos co~ 

ficientes de dilatação térmico era pequena bem como a esta 

temperatura, os materiais não encontravam-se ainda na zona 

crítica - alto "creep" 171. Quando os mode l os estavam à tem 

peratura de l25°C o nÍvel de tensões já se tornavam maiore s 

(0.7-0.9 franjas) no modelo AB, enq uanto que no modelo BB 

as tensões apresentavam val ores praticamente nulos. A esta 
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temperatura os materiais já encontravam-se na zona crítica. 

Durante todo o processo o nível de tensões apresentou-se 

mais alto à temperatura de l3B°C com ordens de franjas 1.4. 

A t empe ratura de 145°C o nÍvel de tensões no modelo AB bai

xou para 0 .4 franja justificado pelas diferenças de temper~ 

tura e c oeficiente de expans ão térmico entre os valores ex

perimentais -Tabela II. Quando resfriado lentamente e à 
temperatura ambiente obse rvou-se no modelo AB q ue no materi 

al A ficaram "con ge lados" t e nsões - 0.5 franja enquanto 

que no material Be las eram praticamente nulas. A existên

cia de franjas à temperatura ambiente é devida ao fato do 

"conge lamento das tensões" ocorrer para uma fa ixa de temper~ 

turas - zona crÍtica - e não para um Único valor de temper~ 

tura onde aA = a 8 . O excelente comportamento da cola pode 

ser con s tatado durante todo o processo no modelo BB, onde 

o nível de tensões apresentou-se nulo. 

3. Conclusões 

A resina epoxi como utilizada no presente trabalho a

presenta séria l imitação na razão entre os módulos de elas

ticidade dos materiais para formação do modelo composto. 

Tendo em vista que à temperatara crítica a razão máxima foi 

de apenas 1:1.2, pode-se aumentá-la com o emprego de triac~ 

tato de gliceril como elemento plastificante, durante a pr~ 

paração do material 161. 

Do comportamento do modelo composto durante o processo 

de aquecimento e posterior resfriamento verificou- se que o 

método empregado não eliminou o efeito das tensões térmicas 

já que o ''congelamento das tensões " se processa em uma fai

xa de temperaturas. As condições para escolha dos materi

ais e formação do material visam portanto a minimizar as 

tensõe s provocadas pelos diferentes comportamentos dos mate 

riais a expansão térmica durante o processo de fixação das 

tensões. 
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ALMEIDA, C.A., e GOMIDE, H.A. 

DESENVOLVIMENTO DE UM ~~TERIAL FOTOELÁSTICO 

COM MULTI-M6DULOS DE ELASTICIDADE 

Sum.jrio 

O desenvolvimento de um aodelo fotoelástico com mÓdulo 
de elasticidade variável é objeto deste trabalho. Destina
se à fotoelasticidade tri-dimensuonal para análise e congela 
menta de tensões em modelos, minimizando-se os efeitos causã 
dos por diferenças de coeficientes de dilatação térmico. o
material util i zado foi obtido a partir da resina epoxi (CY-
205-CIBA) com a combinação dos endurecedores anidrido ftáli
co e anidrido maleico. 

Obtidas as curvas de nível do módulo de elasticidade, 
temperatura crítica e coeficiente de dilatação térmico para 
materiais corr. diferentes partes em peso dos endurecedores, 
pode-se escolher por superposjção des s as curvas materiais 
com mesma tempe ratura crítica e expansão térmica a essa tem
peratura. Feita a colagem dos materiais, foi analisado o e
feito das tensões térmicas durante o aquecimento até alcança 
rem a "temperatura de congelamento" (crÍtica) e discutidos -
o s re s ultados. 

DEVELOPMENT OF A PHOTOELASTIC MATERIAL 

WITH MULTI-MODULUS OF ELASTICITY 

Su~ary 

The present work deals with the development of the 
photoelastic model with variable modulus of elasticity. It 
is intended for three-dimensianal experiment with analysis 
and ''frozen stress" in photoelastic model, to minimize the 
different thermal expansion effects. The experiment material 
was prepared from an epoxi resin (CY-205) with the hardeners 
phtalic anhydride and maleic anhydride. 

The nomograms of the modulus of elasticity, critical 
temperature and thermal expansion coefficient were obtained 
for different parts by weight of hardeners and, by 
superposition of these curves, were selected materials with 
the sarne critical temperature and corresponding thermal 
expansion coefficient. These materials were bound together 
and the effects of thermal stresses was analised during the 
heating till they reach the "freezing temperature", and the 
'results are subsequently discussed. 

i:! 
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1. Introducción 

Es bien sabido que la información ohtenida en un ensayo fotoelá~ 

tico se brinda en forma de dos familias de curvas: las isoclinas y 

las isocromáticas, o curvas de igual diferencia de tensiones princi
pales. Entre los métodos que permiten completar dicha información se 

encuentra el interferométrico [1], mediante el cual se miden las alt~ 

raciones, en dirección del cspesor, de _una superfície plana mediante 

producción de franjas de interfercncia. Como éstas son proporcionales 

a la suma (a1 + a2 ) de las tensiones principales, combinando a ellas, 

que se denominan isopáquicas, con las isocromáticas, permite la sepa

ración de ambas. Aplicando dicha metodología pueden determinarse fac

tores de concentración de tensiones, que es el objeto de este trahajo. 

2. Aplicaciones 

Se estudió el efecto de un agujero cuadrado practicado en una v!: 

ga simplemente apoyada, sometida a flcxión pura y dispuestos de dos 

maneras distintas: la viga A,con tma diagonal perpendicular al eje 
neutro y otra coincidente con él, y la viga R, con dos lados parale-

los al eje neubro. 

En cada caso el eje del agujero es perpendicular al eje longitu

dinal de la viga y paralelo al eje del vector momento aplicado y sus 

dimensiones se consideran pequenas comparadas con la altura de la vi
ga, siendo la relación entre el lado del cuadrado y la altura de la 

viga igual a 1/6 y la relación entre el radio de curvatura de los vé! 

tices y el lado del cuadrado (p/d) igual a 0.25. La Figura 1 muestra 

los diagramas de las franjas de igual espesor -obtenidas de las foto
grafías correspondientes- de los modelos descargados y cargados sobre 

cada lado del cuadrado y también los diagramas de isopáquicas, los 

que a su vez son diagramas de tensiones en el borde libre (constante 
del modelo b = 8,1954 Kg/cm2.órd.). 

3. Conclusiones 

Los valores obtenidos presentan una buena aproximación con los 

analíticos [2], especialmente en el primer caso, evidenciando así la 

eficacia de la técnica utilizada en los casos propuestos. 

• 
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Sumario 

El análisis del cfecto de agujeros sobre la distribución de ten
siones en vigas es un problema clásico, y.sus diversos perfecciona
mientos han recihido una especial atención en razón del gran número 
de aplicaciones prácticas que posee. 

F.s bien conocida tamhién la aplicación de la fotoelasticidad en 
el análisis experimental de tensiones en este tipo de problemas, así 
como la determinación de la suma de las tensiones principales median
te métodos ópticos es otra técnica aplicahle a la resolución de los 
mismos. 

En el presente trahajo se aplica esta metodologia para determi
nar los factores de concentración de tensiones en agujeros practica
clos sobre el eje neutro de vigas s011etidas a flexión pura, de acuer
do al método propuesto por Pirard y colaboradores. 

SommiJ.ire 

L'analyse de l'action des trous sur la distrihution eles tensions 
dans les poutres cést un probl~me clasique, et ses divers perfection
nement ont rcçu tme atention remarquahle en raison du grand nombre 
d'applications practiques qu'elle posséde. 

On connait aussi l'application de la photoélasticité dans l'ana
lyse experimental dcs tensions sur ces probl~mes. La determination de 
la somme des tensions principales au moyen des méthodes optiques cést 
une autre technique applicable a la résolution de cet tipe de probl~-
mes. 

On a fait l'application de cet méthodologie pour déterminer les 
facteurs de concentration de tensions dans des trous practiqué sur la 
ligne neutre des poutres soumis a flexion pure, d'accord a la méthode 
proposé par Pirard et colaborateurs. 
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1. Conclusões e Comentários 

O cálculo foi empregado ao desenho (projeto) de uma ~ 

leta de turbina de 72 (cm) de comprimento e fortemente de 
formada. As características da aleta estão representados na 
tabela I. A integração numérica foi efetuada com um passo 
de 0,125, interpolando gráficamente as características das 

seções dadas na tabela I. 



E • 2050000 Kg/cm2 

o 1 

A cm 2 28,37 22 

IG~ cm 4 48,27 31.4 7 

1Gn cm4 470,8 299,3 

'(3000t./min)rad 0,0145 0,1548 

Ir cm4 30,64 17.31 

~T cm -0,073 0,1033 

nT cm 1,863 1,67 

JG~ cm6 
19750 10530 

JGn cm5 -623 -368,8 

JG cm5 
-163,8 -227,9 

TABELA 

A1eta 3E 1 • 71,65 cm 

G • 800000 Kg/cm 2 Y • 0,00774 Kg/cm3 

2 3 4 

16,47 11,84 8,689 

18,12 9,468 4,626 

189,0 113.2 74,77 

0,3243 0,4837 0,6528 

8 '772 4,373 2,152 

0,373 0,4212 0,5218 

1,462 1,329 1,012 

5697 2975 1764 

-199,9 -102,2 -52,76 

-253,5 -187,4 -131,5 

5 6 

7 ,018 5,884 

2,175 0,876 

55,45 44,88 

0,8046 0,9354 

1 '237 0,8033 

0,7091 0,7803 

0,7728 o' 5170 

1145 857,3 

-28,93 -15,29 

-89,86 -96,28 

7 

5,018 

0,3054 

37 • 86 

1,064 

0,4988 

0,76 

0,2404 

665,6 

-7,18 

-46,94 

8 

4,258 

0,0934 

34,15 

1 ,179 

0,2743 

0,6812 

0,129 

600 

-2,586 

-36,59 

I 

"' 00 
N 

· ;.;y~~~*1'M<ii* , a ·nc 
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Os valôres dados pelo fabricante (experimentais) são comp! 
' rados, ao resultado na tabela II. A Última coluna desta ta 

bela, permite de se ter em conta da influência do acoplame~ 
to, introduzido pelo centro de torção, e a coluna correspo~ 
dente ao cálculo V•O, nos informa sobre a influência do fo~ 
mato. 

TABELA II 

Aleta 3E - Frequências naturais da aleta 

Frequência valôres do valôres cálculo cálculo sem 
[uz] fabricante calculados com V•O acoplamento 

Fl 83,4 80,3 93,45 93,58 

F2 184,8 185,5 203,6 206,90 

F3 344,3 356,3 299,4 303,5 (*) 

F4 399,7 410,3 443,8 441,22 

Fs soo 535,7 606,1 .621,7 

F6 655 724,3 618,2 626,7 ( *) 

F7 840 847.1 883,3 928,8 (*) 

( *) torção 

Em regra geral, podemos dizer, que no caso das duas 
primeiras frequências próprias, o cálculo efetuado, sem ter 
em conta o farmato dá valôres muito otimistas, ao invés que 
para o modo a torção correspondente (terceira frequência) ,o 
cálculo com V • O é pessimista. 
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Sumário 

Calculam-se as frequências e modos naturais de vibra 
ção de urna pá de turbina de grandes dimensões, cuja caracte 
rística principal é a forte torção inicial. -

' l 
; 

~ 

Para levar em conta esse parâmetro, foi necessário com 
pletar as equações clássicas de flexão e de torção de urna 
viga, fazendo aparecer termos corretivos, que introduzem um 
acoplamento flexão-torção não desprezível. 

A procura das frequências e modos naturais, é feita 
por integração numérica, pelo método de Runge-Kutta, com au ~ 
xílio do computador. -

Finalmente o método de cálculo é aplicado a urna pá de 
72 (cm) de comprimento e os resultados do cálculo são compa 
rados aos valôres experimentais fornecidos pelo fabricante: 
tanto parada corno em rotação. 

VIBRATIONS COUPL~ES DE FLEXION ET 

TORSION D'UNE AUBE VRILL~E EN ROTATION 

Summaire 

On calcule les frequénces et formes propres de 
vibration d'une ailette de turbine de grandes dimensions, 
dont la caracteristique de plus rnarquarete est le fort 
vrillage inicial. Pour tenir cornpte de ce pararnetrê, il a 
été nécessaire de cornpléter les equations classiques de 
flexionet le torsion d'une poutre en faisant apparaitre des 
terrnes correctifes qui introduisent un couplage flexion 
torsion non négligeable. 

La recherche des fréquences et formes propres dans le 
cas des vibrations est fait suivant la méthode d'intégrati
on nurnérique de Runge-Kutta à l'aide d'un ordinateur 
électronique. 

Finalernent, la rnéthod de calcul est appliquée à une 
ailette de turbine de 72 (cm) de long, et les resultats du 
calcul sont cornparés aux valeurs experirnentales aussi bren 
à l'arrêt qu'en rotation. 

·~ 
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