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Resumo: O principal objetivo deste trabalho é a partir do método dos minimos quadrados e utilizando uma linguagem
de programagdo visual, desenvolver um software simples e diddtico para ajuste de pontos experimentais em
laboratorios diddticos de disciplinas bdsicas para os cursos da drea das ciéncias exatas, além de exemplos aplicados a
problemas de engenharia. O programa computacional apresentado foi desenvolvido a partir de referéncias
bibliogrdficas sobre regressdo linear e computacionais e os exemplos apresentados foram obtidos experimentalmente.
A interface grdfica desenvolvida ¢ diddtica e jd utilizada em um curso de laboratorio de fisica experimental de
graduagdo para alunos de engenharia elétrica, civil e mecdnica. O programa apresenta uma interface grdfica
amigdvel mostrando, simultaneamente, na tela do computador a tabela com os dados experimentais, as opgdes de
curvas de ajuste e o grdfico com os pontos experimentais e a curva de ajuste dos mesmos. Os resultados obtidos com o
software desenvolvido sdo mostrados ao usudrio de uma forma mais clara e objetiva, diferentemente de outros
programas comerciais com a mesma finalidade. O programa permite ao usudrio um maior controle dos dados com os
quais estd trabalhando, uma vez que toda a informagdo disponivel encontra-se numa mesma tela. Os desvios e erros
surgidos ao longo do processo numérico de ajuste sdo apresentados em conjunto com os pardmetros estimados. O
programa desenvolvido permite aos usudrios uma maior facilidade de aprendizado e entendimento tanto do
tratamento de dados como da modelagem experimental.
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1. INTRODUCAO

Os objetivos deste trabalho sdo o estudo e a aplicacdo de método para ajuste de pontos experimentais por regressao
linear e juntamente com uma linguagem orientada a objetos, desenvolver um software visual e didatico para realizar tal
ajuste, tanto para modelos lineares como nado-lineares. Tal software deve ser capaz de ajustar pontos experimentais a
uma das seguintes funcgdes:

f(x)=a+bx )
flx)=a+bx+cx? )
flx)=a+be™ 3)
f(x)=be 4)

flx)=a+ balx (5)

Em muitas situagdes, na andlise de dados experimentais € necessdrio um método para encontrar um modelo que
melhor ajusta estes dados. Tendo em vista tanto os objetivos diddticos como os de utilizagdo de programacio visual
orientada a objetos, dentre os métodos de regressdo linear, escolhemos o Método de Minimos Quadrados (MMQ), por
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ser vasto espectro de aplicagdes, ser de conhecimento amplo e permitir a reutilizagdo de cédigo, como exemplificada de
forma amigédvel em Schildt (1998).

Além disso, foi desenvolvida uma interface grifica de forma que o usudrio, ao utilizar o programa, podera
visualizar graficamente os pontos experimentais e a curva que melhor se ajusta aos mesmos. Os desvios sdo inerentes as
medidas experimentais (Miller, Freund e Johnson, 2004 e Spiegel, 1976), podendo ser infimos e despreziveis ou ter
valores significantes a ponto de ser pertinente a sua representacao no grafico através de barras de erros que também irdo
compor a interface gréifica.

2. REGRESSAO LINEAR

Em indimeros casos um processo pode ser modelado atrav€s de uma tabela de dados (X;, Y, ), onde, por exemplo,
cada y, € obtido experimentalmente no instante X;, e deseja-se obter a expressdo analitica de um modelo da forma

y= f(x) que melhor se ajusta a esse conjunto de dados tal que este modelo represente o processo de maneira
adequada.
Dentre os processos matemdticos que resolvem tal problema, o mais utilizado ¢ o MMQ, que serve para produzir a

Regressdo Linear ou Ajuste Linear.
As fungdes utilizadas neste estudo sio apresentadas na Tabela 1:

Tabela 1. Funcgoes ajustadas.

Funcio Nome
f(x)=a+bx Reta
fx)=a+bx+cx’ Parbola
flx)=a+b. \/_ Raiz Quadrada
f (X ) a+b.e” Exponencial I
i (x ) Exponencial 1T

Os estudos sobre o método de modelagem computacional por minimos quadrados sdo baseados em Barreto (2002),
Spiegel (1976) e Press (2002) e por serem cldssicos sdo aplicados diretamente aos casos da Tabela 1. O objetivo bésico
do MMQ € determinar os valores dos coeficientes a, b e ¢ nas fungdes da Tabela 1, de modo que a soma dos quadrados

das distancias, d ; (tomadas na vertical), de cada um dos pontos dados ( X;, y,) a referida fungdo y = f(x) sejam as

menores possiveis.

Para obter tais coeficientes, é necessdria a utilizacdo de conceitos de derivadas parciais e teoria de maximos e
minimos que supomos ser do conhecimento dos alunos e que podem ser encontrados em livros diddticos de cédlculo
(Kaplan, 1995; Ruggiero e Lopes, 1996). Um tratamento mais avangado de técnicas de otimizagdo encontra-se em
livros de programacao matematica como em Luenberger (2008).

2.1. Minimos Quadrados Aplicados a Reta

A seguir apresentamos um procedimento para ajuste da funcio reta por minimos quadrados:

y

y=a+bx

Figura 1. Reta de ajuste.
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Em primeiro lugar serd calculada a distincia entre o ponto ajustado e o ponto experimental através de:

d,=|y,—a—>b.x, (6)

O valor da distancia d ; pode ser visualizado na Figura 1.

A fungdo critério de otimizagdo, ¢, é a soma dos quadrados das suas distincias d PN

q= Z d,) 7
i=1

Esta fun¢do deve ser minimizada. Para isto a derivamos parcialmente em relacdo aos seus coeficientes e igualamos
a zero estas derivadas:

dgq N
A _0=-2 —a—b.x. 8
Y El (y; —a-b.x,) @®)

a_q — O = —2i(yl —ad —b.xi )..xi

O
ob )

Separando as somatorias, temos:
> (yi—a-bx)=2(y)-na-by (x) (10)
i=1 i=1 i=1

Z(yi _a_b"xi)"xi = l(yi’xi)_a'il(xi)_b’i(xiz) (11)

i=1 i i=1

Resolvendo este sistema de duas equagdes obtemos os coeficientes procurados para o ajuste da reta da Tabela 1:

n
Sy, —na
i=1

h==—— (12)
zxi‘zxi'yi _zxiz'zyi
a= i=1 i=1 i=1 i=1 (13)

2
n n
2
Su| 3w
i=1 i=1

2.2. Minimos Quadrados Aplicados a Parabola

Analogamente, para obter o modelo de minimos quadrados para ajustar a funcao pardbola determinamos a distancia

e a fungdo critério para este caso. Agora a fungio é f (x) =a+bx+cx’e possui trés coeficientes a determinar. Da
minimizacdo de g resulta um sistema de trés equagdes:
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—_

=

~
1l

n.a + bi: (xi) + 02 (xi )2

=

n

{ Tlon) = aXle) +b3) +eX)

i=1 i=1

(14)

Il
—_

S

(2.y,)

2 a5 f +b2 (6] + X ()

i=

Para resolver este sistema de equacdes € conveniente utilizar triangularizacio; neste estudo foi utilizado o método
de Eliminacdo de Gauss.
Desta forma os coeficientes a, b e ¢ da equagdo podem ser determinados.

2.3. Minimos Quadrados Aplicados a Raiz Quadrada

Analogamente, para obter o modelo, f(x) =a+ bl x, por minimos quadrados minimizamos a fung@o critério g

com d, =‘yi —a—b.\/x_i

Desta forma obtemos os coeficientes a e b através das seguintes equacdes:

n
Sy, —na
i=1

b_

== 5)
2w
z\/x_,z\/x_,y, ORI
a= i=1 i=1 i=1 i=1 (16)

2

n n
> | —ny
i=1 i=l

3. LINEARIZACAO

Em geral, a relagdo entre duas grandezas fisicas é ndo linear e precisamos determinar quais os pardmetros que a
caracterizam. Numa relagdo linear o processo de se determinar os pardmetros envolvidos é o usual (neste caso os
coeficientes linear e angular), portanto, quando se observa que o grafico obtido ndo é uma reta, pode-se lineariza-lo
através de uma mudanca de varidveis, transformando curvas aparentemente complexas em retas. Este procedimento
denomina-se linearizacdo, e além de amplamente conhecido e fartamente utilizado (Bottura, 1982).

3.1. Minimos Quadrados Aplicados a Exponencial I

Para se obter um modelo exponencial do tipo f(x) =a+b.e”", foi utilizado um método iterativo apresentado em
Press (2002), pois esta € uma equagdo nao linear.

Para este caso a minimizagdo da fungdo critério ¢ com d, =|y, —a —b.e“"| ¢ realizada iterativamente pela

atualizac@o do valor de ¢ a cada iteracdo e pela determinagdo de a e b em funcdo de ¢ conforme segue:

n n

Zyi oS _a.zec.x,

b — i=1 i=1 (17)




VI Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

n n n n
2.c.x; c.x; [
E e E Yi— E i€ z , €
a= i=l i=1 i=1 i=1

2

(18)

n

n
2.c.x; c.x;
n. E e - E e
i=1

i=1

Assim sdo obtidos os coeficientes a e b que estdo em fungdo do coeficiente ¢, sendo que este coeficiente é obtido
através de um método de estimagdo iterativo que testa valores de c¢ até que este valor convirja para a menor soma do
quadrado das distancias entre os pontos experimentais e 0s ajustados ao modelo.

3.2. Minimos Quadrados Aplicados a Exponencial I1

Para se obter um modelo exponencial do tipo f (x) =b.e“", realiza-se a seguinte transformacio:
In(y)=In(b.e*)=Inb+cx (19)

Fazendo Y = ln(y) e b=Inb reduzimos o problema de ajustar a tabela de pontos (X;, y,) referente a uma

exponencial ao problema de ajustar a tabela de pontos (x;, Y,), onde Y, =ln(yl.), a equacdo de uma reta

Y=b+cx.
4. INTERFACE GRAFICA E RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Com base nos estudos feitos nos experimentos realizados, e no software desenvolvido por programacio orientada a
objetos com a linguagem C++, a interface gréfica € construida com a tabela de dados (X;,y; e seus desvios), 0s

modelos de ajuste (Tabela 1), os coeficientes calculados e suas estatisticas e a representacdo grafica dos pontos e do
ajuste. A seguir sio apresentados exemplos utilizando esta interface.

4.1. Experiéncia com Campo Magnético

Foram coletados dados da experiéncia com campo magnético produzido por corrente elétrica. Este experimento tem
como objetivos comparar o valor do campo magnético produzido por uma bobina com o valor obtido a partir da
aplicacdo da teoria, verificar a proporcionalidade entre o campo magnético e a corrente elétrica que o produz, e
determinar a valor do campo magnético da Terra.

Montamos o circuito conforme Figura 2(a), colocando a biissola no centro da configuracdo das bobinas e ligando a
resisténcia de 100Q em série. Alinhamos a configuracdo com o auxilio da bussola, de modo que o norte da bussola
fique alinhado com a sua agulha, assim considerando que o norte da biissola coincide com o norte geografico da Terra.
Ligamos a fonte e gradualmente aumentamos a sua tensdo de saida. De acordo com o aumento da tensdo ocorre o
movimento da agulha e o aumento da corrente do circuito. Na Tabela 2 estdo os valores para a corrente do circuito e a
tangente do angulo de inclinacdo entre a agulha da bussola e sua posi¢do original: o norte geogrifico da Terra,
conforme Figura 2(b).

L este

Horte

Leste

)

Figura 2. (a) Configuracio do circuito da experiéncia; (b) Angulo de inclinacio.
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Tabela 2. Dados obtidos com campo magnético.

I(£0,1 mA) 0 tg 0

0 0 0,000

1,4 10° 0,176

6,1 20° 0,364

10,1 30° 0,577
16,4 40° 0,839
23,6 50° 1,192
34,6 60° 1,732
55,2 70° 2,747
110,5 80° 5,671

Por fim os alunos utilizam o software desenvolvido para ajustar os dados experimentais ao modelo de reta obtendo
os coeficientes a e b, as estatisticas das varidveis (X, y ) e o grafico contendo os pontos experimentais e o ajuste linear

de acordo com a Figura 3.

"% Free Fit 1.0

Arquiva Gréfico  Ajuda

Tabela de Dados

X Y Desvio(x) | Desvio(y)
0 i} 0.1
1.4 0.176 0.1
6.1 0.364 0.1
101 0.577 0.1
16.4 0.839 01
236 1.192 01
346 1.732 0.1
55.2 2.747 0.1
110,56 5671 0.1

EquacSes de Ajuste Constantes Estatisticas
¢ f(x)=a+bx A X hedio ¥ Média
0.028 28,656 1,478
@ =a+bx+tcx’ | | |
B “ariancia (<) “arnancia ()
o a
(Lt sk 0051 [tz53810 [3210
© fix)=2bs" © Desvio-padriof) Desvio-padrao(r)
[ [35.411 [1.732
C Fixi=athafx
v Flxl v Ajuste
Tiuln o Gréfico
o Fix]
- Ajuste
5
4
3
W
2
1
0
0,00 1640 34,60 5520 110,50

Figura 3. Interface grafica para ajuste dos dados obtidos com campo magnético.

Com o objetivo de validar o resultado apresentado os mesmos dados sdo calculados no Matlab™ e o resultado
obtido € semelhante, sendo que nosso software ajustou o nimero de casas decimais dos coeficientes para trés casas
decimais de acordo com as configuragdes escolhidas pelos alunos e estes coeficientes sdo apresentados na Figura 4.

ommand Window “0Oax

nrng =

nrng =

X

0506

0.0283

»»> x=[0 1.4 6.1 10.1 16.4 23.6 34.6 55,2 110.5]':
v = [0 0.176 0.364 0.577 0.839 1.192 1.732 2.747 5.671]':
polyLit (x,¥,1)

Figura 4. Validacao do ajuste com dados do campo magnético.
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Com esse experimento foi possivel verificar a eficdcia do algoritmo implementado para o modelo de reta e
exemplificar a facilidade do entendimento dos dados com apresentac@o de todas as informagdes em uma mesma tela.

4.2. Obtencao Experimental da Equaciao do Periodo de um Péndulo Simples

Este experimento tem como objetivo a verificagdo de quais grandezas interferem no periodo de um péndulo
simples.

Um péndulo simples consiste de um fio leve e inextensivel de comprimento L, tendo na extremidade inferior, por
exemplo, uma esfera de massa m; a extremidade superior € fixada em um ponto, tal que ele possa oscilar livremente
(resisténcia do ar desprezivel). A Figura 5 mostra a representacdo de um péndulo simples quando a massa se desloca
para uma posi¢do o

Quando o péndulo é deslocado de sua posicdo de equilibrio, ele oscila sob a acdo da forca peso, apresentando um
movimento periddico. As forgas que atuam sobre a esfera de massa m sdo: a forga peso P e a forca de tragdo 7.

Figura 5. Péndulo simples.

O experimento € realizado cinco vezes, e em cada uma delas utilizam-se fios de comprimentos diferentes. O
periodo de 10 oscilacdes é observado para cada caso. Foram mantidos constantes a massa m e o angulo ¢ formado com
relagdo & vertical, pois foram realizados experimentos anteriores variando apenas massa e em seguida variando apenas o
angulo, sendo que essas variagdes ndo apresentaram desvios significativos nos valores do periodo 7. Os resultados
obtidos estdo na Tabela 3:

Tabela 3. Dados obtidos com péndulo.

1 2 3 4 5
L(cm) |30 50 60 70 80
10T (s) | 1235 | 1537 | 16,59 | 18,00 | 18,81

De posse dos dados coletados na experiéncia, o proximo passo € utilizar o software desenvolvido para fazer o ajuste
linear e gerar a representacdo grafica dos pontos experimentais e do modelo f(x) =a+ b.x (que melhor representa

os dados), além de obter as estatisticas (ponto médio, varidncia e desvio padrdo), conforme Figura 6. A seguir para a
validacdo do software desenvolvido utilizamos o software Matlab™ e os resultados sdo apresentados na Figura 7.
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% Free Fit 1.0 FER
Arquive  Gréfico  Ajuda
| Tabela de Dados Equacites de Ajuste Constantes Esl&ttisticas )
. = & fimy=a+bx A #Médio ¥ Médio
X b DESMID0Y] RDesvian) 6588 [55.000 16,242
C F(x)=a+bx+ex’
£l 12.35 B Varigncia (4) Varigncia (1)
- @
50 15.37 O f@y=athe o132 (370,000 6510
60 16.59 C fix)=be™ C Deswvio-padréo() Desvio-padrioly)
19,235 2,551
70 18.09 o el | \ |
80 18.81
v Flxl v Ajuste
PEndula Simples
k] o F@)
- Ajuste
18
7]
16
i
i}
14
13
30,00 50,00 60,00 70,00 20,00
S
£ bd

Figura 6. Interface grafica para ajuste dos dados obtidos com o péndulo simples.

ommand Window 0O X
»» ¥ = [30 50 60 70 80]':
»» § = [12.35 15.37 16.559 18.09 15.81]1':

»r mog = polyfit(x,v,1)

nroo =

0.13z0 §.5876

g

Figura 7. Validacao do ajuste com os dados do péndulo simples.

Com este segundo experimento fica confirmada a facilidade da utilizagdo do software desenvolvido e também a
validade das informagdes por ele produzidas, bem como na utilidade didatica.

4.3. Avaliaciao dos Alunos

Ap6s a realizagc@o dos experimentos os alunos responderam um questiondrio para avaliar a facilidade no tratamento
dos dados e o auxilio na compreensdo dos experimentos. Foram realizadas as seguintes perguntas (onde as respostas
eram conceitos de 1 a 5):

e A interface € intuitiva? (1 — encontrei muitas dificuldades / 5 — ndo encontrei nenhuma dificuldade).

e Com o software foi reduzido o tempo de andlise dos dados? (1 — aumentou muito / 5 — diminuiu muito).
e O software auxiliou na compreensdo do conceito de regressdo linear? (1 — pouco / 5 — muito)

e  Sugestdes.

O resultado da pesquisa foi bastante positivo, pois 87,2% dos alunos se adaptaram bem a interface encontrando
nenhuma ou pouca dificuldade para realizar as operacdes. J4 quanto ao tempo de andlise dos dados 95% dos alunos
acreditam que o tempo foi equivalente ou menor do que com outros softwares e por fim, 72% dos alunos confirmam o
grande auxilio na compreensdo da regressdo linear dos dados experimentais.

As principais sugestdes apontaram a necessidade de integrar os dados obtidos e gerados com outros programas
como, por exemplo, o Microsoft Word™ e o Microsoft Excel™.
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5. CONCLUSAO

O objetivo didatico foi atingido, pois com o programa desenvolvido € possivel aos usudrios uma maior facilidade de
aprendizado e entendimento tanto do tratamento de dados como da modelagem experimental. Os experimentos e
resultados apresentados confirmam a obtengdo dos objetivos visados para o desenvolvimento de software visual e
diditico para modelagem computacional de dados experimentais utilizando minimos quadrados e programacdo
orientada a objetos. O programa computacional implementado permite ao usudrio um maior controle dos dados com os
quais esté trabalhando, uma vez que toda informacao disponivel encontra-se numa mesma tela. Nela os desvios e erros
surgidos ao longo do processo numérico de ajuste sdo apresentados em conjunto com os pardmetros estimados, e esta
caracteristica adicional da interface gréfica realizada € de grande utilidade diddtica e experimental.
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Abstract. Based on the least squares method and on the utilization of a visual programming language, the main
objective of this work is the development of a simple and didactic software to adjust experimental points in
undergraduate laboratory basic courses in the area of exact sciences and engineering. The computer program
presented was developed from references on linear regression and on computational programming and the examples
presented were experimentally obtained. The developed graphical interface is didactic and already used in a
laboratory course in experimental physics for undergraduate students of electrical, civil and mechanical engineering.
The program features a user friendly graphical interface showing simultaneously on the computer screen a table with
the experimental data, the options for curve fitting and the graph with the experimental points and also with the fit
data. The results achieved with the software developed are shown to the user in a clearer and objective way, unlike
other commercial software for the same purpose. The program allows the user greater control of data with which he is
working, since all the available information is in only one screen. The deviations and errors encountered during the
process of numerical adjustment are presented together with the estimated parameters. The program developed allows
users an easier way of learning and understanding of both the data processing and the experimental modeling.

Keywords: method of least squares; curve fitting; regression; experimental data; visual interface.



