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Resumo: Este trabalho apresenta a aplicagdo do refinamento adaptativo do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) na andlise de vibragées livres torcionais de eixos circulares retos. O MEFG, desenvolvido a
partir do Método da Parti¢do da Unidade, permite a inclusdo de conhecimento prévio sobre a solu¢do da equagdo
diferencial sendo resolvida no espago de solucdo aproximado. O problema variacional de vibragdo livre de eixos retos
circulares é apresentado e os principais aspectos do MEFG sdo discutidos. Os autovalores obtidos pelo MEFG
Adaptativo sdo comparados com solugoes analiticas encontradas na literatura. O MEFG Adaptativo proposto permite
a imposic¢do das condig¢oes de contorno de forma direta, como no Método dos Elementos Finitos, converge muito
rdpido e permite aproximar a frequéncia relacionada a qualquer modo de vibragao.
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1. INTRODUCAO

Em 1996 foi desenvolvido o Método da Particdo da Unidade (MPU) (Melenk e Babuska, 1996), como uma técnica
otimizada de enriquecimento. Com base nas idéias do MPU surgiram diversos métodos, entre eles o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG). No MPU, a base do subespago de aproximagdes locais é constituida de
funcBes, ndo necessariamente polinomiais, que refletem informagdes disponiveis a priori sobre a solugdo da equagéo
diferencial governante. Esta técnica garante boa aproximacéo local e global. As principais vantagens do MPU sé&o:
possibilidade de enriquecimento do espago de aproximagdo global com funcbes que refletem o comportamento local da
solucdo da equacgdo diferencial governante, funcbes de forma obtidas mais facilmente do que no refinamento p do
Método dos Elementos Finitos (MEF), construgdo de espagos de aproximacdo com a regularidade desejada e
refinamentos locais facilmente implementados. Entretanto, 0 MPU apresenta alguns desafios que compreendem: a
escolha adequada do espago de fungdes de aproximacédo local, a imposi¢do das condicfes de contorno essenciais e a
construcao adequada do esquema de integracdo dos coeficientes das matrizes de rigidez e massa.

Recentemente, indmeras pesquisas tém comprovado a eficiéncia do MEFG e outros métodos baseados no MPU em
problemas tais como analise de trincas (Xiao e Karihaloo, 2007) e plasticidade (Gracie, Ventura e Belytschko, 2007),
entre outros.

A aplicacdo do Método da Particdo da Unidade na analise dindmica de estruturas ndo € inédita, embora existam
poucos trabalhos nesta area. De Bel, Villon e Bouillard (2005) apresentaram uma nova técnica baseada no Método da
Particdo da Unidade para analise de vibragdes forgadas em placas finas na faixa das frequéncias médias. O Método da
Particdo da Unidade, juntamente com a técnica de elemento de interface, foi também utilizado por Hazard e Bouillard
(2007) para andlise numérica de vibrages de estruturas tipo sanduiche equipadas com camadas visco-elasticas passivas
de amortecimento.

Arndt, Machado e Scremin (2010) propuseram um método iterativo adaptativo baseado no MPU para andlise de
vibragdes livres de estruturas, que permite refinar a solugao para uma determinada frequéncia, com rapida convergéncia
e precisdo equivalente, em alguns casos até superior, ao refinamento p do MEF. O método foi denominado Método dos
Elementos Finitos Generalizados Adaptativo e foi inicialmente empregado na andlise de vibragdes livres de barras e
trelicas.
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Este trabalho apresenta a aplicagdo do MEFG Adaptativo na andlise de vibragOes livres torcionais de eixos
circulares retos. Os autovalores obtidos sdo comparados com solugdes analiticas encontradas na literatura. O MEFG
Adaptativo proposto permite a imposicdo das condi¢Ges de contorno de forma direta, como no Método dos Elementos
Finitos, converge muito rapido e permite aproximar a frequéncia relacionada a qualquer modo de vibragéo.

2. FORMA VARIACIONAL DA VIBRACAO LIVRE DE EIXOS

A vibracdo livre torcional de um eixo reto (Fig. (1)) ocorre em torno do eixo central longitudinal da barra.

=
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-

L

Figura 1. Eixo reto com deformacao angular.

O problema de vibragdo torcional de um eixo circular uniforme estacionario consiste em encontrar o deslocamento
angular & que satisfaz:

0’0 o 00
——(GIP GxJ p(x,1) ()

I
Poot? ox

onde Ip é 0 momento polar de inércia da secfo transversal do eixo, G é 0 médulo de elasticidade transversal, p é a
massa especifica, p € o momento torsor aplicado por unidade de comprimento e ¢ é o tempo. Particularizando o
problema para o caso de vibragdo torcional livre de eixo circular reto uniforme, onde G, Ip, e p sdo constantes e
p(x,t) =0,aEq. (1) reduz-se a:

0°0 0°0
ol - 27 -0 (2
P 612 p aXZ
Segundo Inman (1996), admitindo-se que o centro de massa e o0 centro de rotacdo coincidem, e que as vibragdes
laterais e torcionais sdo desacopladas, a Eq. (2) pode ser empregada para aproximar o movimento de vibracéo torcional
livre de eixos uniformes com secOes transversais ndo circulares utilizando-se a constante torcional yr, da seguinte
forma:

0’0 o0
ppaz Gy/Taz—O ®)

Asolugio & = 0 (x,t) deve satisfazer as condigdes iniciais e de contorno definidos no problema.

De acordo com Carey e Oden (1984), o modo mais usual para determinar a forma variacional de um problema
dependente do tempo € considerar o tempo ¢ como um parametro real e desenvolver uma familia de problemas
variacionais em ¢. Este processo consiste em selecionar fungdes testes w = w(x), independentes de ¢, e aplicar o

método dos residuos ponderados. Se o Método dos Elementos Finitos ou métodos similares sdo utilizados para
representar o comportamento espacial da solucdo, obtém-se um sistema de equagdes diferenciais ordinarias com graus
de liberdade sendo fung@es do parametro ¢. Esta técnica € chamada formulagéo semi-discreta do problema.

Logo, aplicando o método dos residuos ponderados para desenvolver a forma integral da Eq. (2), a solugdo

0 = 0(x,t) deve satisfazer:

L 20 L 20
06 06

[ —— wdx— |Gl —— wdx=0 4)
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para fungdes testes admissiveis w = w(x) em qualquer tempo ¢ € (O,TJ,J.
Integrando a Eq. (4) por partes, obtém-se:

L 2
il 00 - {WGI %} +GI j%a—wd =0 (5)
ot ox |,

0 X Ox Ox
De acordo com Carey e Oden (1984), em problemas de vibragdo admitem-se solugdes periddicas do tipo:
0(x,t)=e"""0(x) = (Cos(a) t)+z' sen(a) t)) O(x) ©)

onde @ é a frequéncia de vibrag&o.
A vibragdo livre de um eixo circular uniforme transforma-se entdo em um problema de autovalores na forma

variacional: encontrar um par (/1, 9), com 6 € H*(0, L) satisfazendo as condigdes de contornoe A € R, tal que

GI jﬁd—wd Gl{

dx dx

L
‘m} —pl A j Owdx =0 )
0

dx |,

para funcdes testes admissiveis we H l(O,L), onde 1=’ corresponde ao pardmetro de acoplamento espaco-
tempo. A forma variacional do problema de autovalores também pode ser escrita como: encontrar (2,6’), com

0e Hl(O,L) , satisfazendo as condicdes de contorno, e A € R, tal que
B(O,w) =1 F(0,w) ®)

para todas as funcdes testes admissiveis we H'(0,L), onde B: H'xH* >R e F:H'xH'— R sio

formas bilineares.
Para as condi¢des de contorno cléssicas, as formas bilineares sdo obtidas pelas expressdes:

B(6,w)=GI jﬁd—wd )

dx

F(@,w)= plpjé’wdx (10)
0

De maneira andloga, para as condigdes de contorno ndo cléssicas, estas formas bilineares sdo substituidas,
respectivamente por:

B(O,w) = GI

j il dwd 4k, 00)w(0) + k,O(L)w(L) 1)

0

F(@,w) = pl j‘ Owdx + 1,,60(0)w(0) + 1,,0(L)w(L) (12)

0

onde k, e k,, sio as rigidezes torcionais das molas e, I, e [, sdo as inércias rotacionais das massas nas

extremidades esquerda e direita do eixo, respectivamente.
Utilizar métodos numéricos baseados na forma fraca do problema consiste em reescrever a forma variacional (Eq.

(8)) em um subespago aproximado H"c Hl(O,L). O problema de autovalores aproximado transforma-se em:
encontrar 4, e R e 6, € H" (0, L) tal que

B(6,,w,)=4,F(0,,w,), Yw, eH" (13)
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A soluggo aproximada &, (x) pode ser escrita, na forma discreta em uma base /N-dimensional, da seguinte forma:
N

6,(x)=>6,4,(x) (14)
Jj=1

onde ¢j sdo as fungdes de base globais do subespago aproximado H "o 0j s80 0s respectivos graus de liberdade.
Diferentes subespacos aproximados sdo empregados em diferentes métodos numéricos.

3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é um método de Galerkin cujo principal objetivo €é a
construcao de um subespaco de funcgdes de aproximagdo de dimensao finita, usando conhecimento local sobre a solugdo
da equacdo diferencial do problema, que garanta bons resultados locais e globais. O MEFG surgiu a partir das idéias do
Método dos Elementos Finitos da Particdo da Unidade proposto por Melenk e Babuska (1996), no qual o
enriquecimento local do subespago de aproximacao é incorporado através do Método da Particdo da Unidade.

Seja O € Hl(Q) a funcdo a ser aproximada e {Qi} um sistema de subcoberturas sobrepostas que formam uma

cobertura aberta do dominio de interesse Q) € R", satisfazendo a condigo de sobreposigao:

M eN talque VxeQ card{i|eri}§ Mg (15)

Seja ainda, { ; } uma particdo da unidade de Lipschitz subordinada a cobertura {Qi } satisfazendo as condigdes:

sup (7,) = {x eQ |771. (x) # O}C Q] Wi (16)

>, =1sobreQ 17
i

7],y < €. (18)

IV, p(er) < Co /diama, (19)

onde Sup (77,-) indica o suporte de definicdo da fungéo 7, [Ql.] indica o fechamento da subcobertura Q2, e, C e
C, séo duas constantes.

Se sobre cada subdominio €2, M €2 obtém-se um espaco de fungdes S, = Hl(Q,. N Q) tal que & pode ser bem

aproximado neste subdominio, entdo o espago global S utilizado para aproximar € em €2 é obtido por:

S=>nS, ={Zni s] |s? eS,}cHl(Q) (20)
ou seja, a solugdo aproximada no ponto x do dominio é dada por:
0,(x)=2 > ns!(x) 4, (21)
i s/es;

onde a; sdo os graus de liberdade.

No MEFG Adaptativo (Arndt, Machado e Scremin, 2010) utilizam-se como particdo da unidade as fungdes de
forma lineares do MEF convencional para eixos que, no subdominio €2, = (xl._l,x,.ﬂ) podem ser descritas por:

14~ sexe(x,,x,)
X, — X,
n, = x—xl (22)
1-——— sexe(xi,xiﬂ)

Xig =%
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J4d 0 espaco de aproximagdo local proposto por Arndt, Machado e Scremin (2010), no subdominio
Q= (xifl, 1+l) toma a forma:

1

Si:span{ 1 Vi, Vi P Po }, j=1,2,...,l’l, (23)
0 se xe(xl._l,xl.)
7 = sen ﬂd (x X, )] se xe(x- le) 0
{sen[ﬂq x—x,) ] se xe(x.,x) (25)
0 se xe(xilxi+l)
se X E( i l’x )
{cos[ﬂd (x—x,) ] 1 se xe(x,x,) “
{cos[ﬁq X — x ] 1 se XE(X, 1,x) 27)
0 se xe(xl.,xl.ﬂ)

28
‘/Gd”’ (28)

P

onde G, e p, sdo o0 mddulo de elasticidade transversal e a massa especifica do eixo no subdominio (x ,+1) Ge € p,

sd0 o mddulo de elasticidade transversal e a massa especifica do eixo no subdominio (xH,xi), e u; € afrequéncia

associada ao nivel de enriquecimento ;.

O MEFG Adaptativo € um processo iterativo cujo principal objetivo é aumentar a precisdo de uma frequéncia
(autovalor) relacionada a um modo de vibrar escolhido, cuja ordem é aqui denominada de “ordem alvo”. O fluxograma
com blocos A a H apresentado na Fig. (2) representa 0 processo adaptativo. Neste fluxograma, Mgy corresponde a
frequéncia relacionada ao modo alvoe A4, = @?,, €0 autovalor associado.

O primeiro passo do processo adaptativo do MEFG (blocos A a C) consiste na obtencdo de uma primeira
aproximacdo da frequéncia alvo pelo MEF convencional (MEFG com 7, = 0). A malha de elementos finitos usada na

andlise deve ser refinada o suficiente para capturar uma primeira aproximacao da frequéncia alvo. Para tanto, basta
utilizar uma malha com ndmero de graus de liberdade (ng/) efetivos, ap6s a introducédo das condicdes de contorno, igual
ou maior que a ordem da frequéncia alvo, e que seja capaz de representar a geometria do problema. Os passos

subsequentes (blocos D a G) consistem na aplicacdo do MEFG com apenas um nivel de enriquecimento (n, = 1), para

alvo

a mesma malha de elementos finitos, utilizando como frequéncia K (7 = 1, blocos D e E) das fungdes enriquecedoras a

frequéncia alvo obtida no passo anterior. Ao longo do processo iterativo nenhum refinamento da malha é realizado.

Tanto o MEF convencional quanto o MEFG Adaptativo permitem obter a cada andlise tantas frequéncias quantos
forem os graus de liberdade efetivos do modelo. Entretanto, devido as caracteristicas de adaptatividade a frequéncia
alvo do MEFG Adaptativo, para cada frequéncia que se deseja determinar através deste processo € necessario executar
uma nova analise tomando-a como frequéncia alvo.
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(A) Escolha do modo de vibragdo
alvo
alvo = ordem do modo escolhido

A 4
(B) Solugdo via MEF (MEFG n;=0)
malha com ng/ >= alvo
Obtém-se ®alvo,MEF

v
©) i=1

Malvo,i = Malvo,MEF

'

(D) i=i+l

v

(E) Solugdo via MEFG
=18 H1 = Oawo,ia
Obtém-se wavo,merc

A

zZ
>
O

A 4

F Malvo,i = Malvo,MEFG

A
(G) Teste de Convergéncia
|03alvo,i - (Dalvo,i—ll <

SIM

A

(H) Fim do Processo

Apresentacéo dos
Resultados

Figura 2. Fluxograma do MEFG Adaptativo.
4. APLICACAO

Para verificagdo numérica do MEFG Adaptativo sdo analisadas as frequencias naturais de dois eixos circulares
retos com condi¢BGes de contorno ndo classicas. Os resultados obtidos sdo comparados com as solucBes analiticas
obtidas por Gorman (1975) e Chen (2006).

4.1. Eixo uniforme fixo-livre com massa concentrada

Nesta secédo é analisada a vibracdo torcional livre de um eixo uniforme fixo-livre com secdo transversal circular e
uma massa concentrada na metade do seu comprimento (Fig. (3)). O eixo tem as seguintes caracteristicas: diametro de
0,0254 m, comprimento L = 1,016 m, médulo de elasticidade transversal G = 8,27 x 10'° N/m?, massa especifica p =
7833,58 kg/m® e momento de inércia polar da secdo transversal 1,= 4,086 x 10® m*. A massa concentrada possui inércia

rotacional 1, = plpL/O,l.

Segundo Gorman (1975), as frequéncias naturais analiticas (@, ) deste eixo podem ser obtidas através da solucéo
da equacdo caracteristica:
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x,sen(x, /2) 1,pL 0
- = 30
cos(x, /2)-tan(x, /2) sen(x,/2) I, (30
» 2K G
. =—L_|— 31
L\ (31)
[ ]I
7 ° N
— —— ——] >
L5 T
|
L

Figura 3. Eixo uniforme fixo-livre com massa concentrada.

O autovalor adimensional y,. é utilizado para comparar a solugdo analitica com as soluges aproximadas. Este
parametro é dado por:

(32)

A Tabela (1) apresenta os resultados obtidos por cinco andlises adaptativas do MEFG e as solugdes analiticas
apresentadas por Chen (2006) e calculadas a partir da equagdo caracteristica (Eq. (30)). Nas andlises do MEFG
Adaptativo foram utilizadas malhas com o nimero minimo de elementos necessario para obter uma primeira
aproximacdo da frequéncia alvo e representar a geometria do eixo.

Tabela 1. Resultados para vibracao livre de eixo fixo-livre com massa concentrada.

Solugdo analitica | Solucéo analitica MEFG Adaptativo
Autovalor (Eq. (30)) Chen (2006) (apos 3 iteragdes)
A % A ngl nas iteracdes®
1 0,432841 0,432841 0,432841 1x 2 gl +2x 10 gl
2 3,203935 3,203935 3,203935 1x 2 gl +2x10gl
3 6,314846 6,314846 6,314846 1x 4 gl +2x 20 gl
4 9,445948 9,445948 9,445948 1x4 gl +2x 20 gl
5 12,582265 12,582264 12,582265 1x 6 gl + 2x 30 gl

Notas: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com » graus de liberdade e as outras duas iteracdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sdo iguais aos resultados analiticos, exceto para o
quinto autovalor, que difere na sexta casa decimal do resultado apresentado por Chen (2006).

4.2. Eixo uniforme fixo-livre com mola torcional

Nesta secdo ¢ analisada a vibragdo torcional livre um eixo uniforme com secéo transversal circular, com as mesmas
caracteristicas do eixo analisado no topico anterior, fixo na extremidade esquerda e ligado a uma mola torcional com

rigidez k = 0,1G]p /L na extremidade direita (Fig. (4)).

L

Figura 4. Eixo circular uniforme com mola torcional.
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As frequéncias naturais analiticas () podem ser obtidas através da solucdo da equacdo caracteristica (Gorman,
1975 e Inman, 1996):

kL
k. cot(x.)+——=0
. cot(x, ) Gl (33)
v, =% G
T (34)

e 0s modos naturais de vibragdo sdo dados por:

K.X
0.\x)= .
 (x)=a sen( ; j (35)

sendo @ uma constante.
A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos por cinco diferentes anélises do MEFG Adaptativo e as solucfes
analiticas calculadas a partir da equacdo caracteristica (Eq. (33)) e apresentadas por Chen (2006).

Tabela 2. Resultados para vibracao livre de eixo fixo-livre com mola torcional.

Solugdo analitica | Solucéo analitica MEFG Adaptativo
Autovalor (Eq. (33)) Chen (2006) (ap6s 3 iteragdes)
e % % ngl nas iteracdes'®
1 1,631995 1,631994 1,631995 1x 1 gl+2x5¢l
2 4,733512 4,733512 4,733512 1x2gl+2x10gl
3 7,866693 7,866693 7,866693 1x 3 gl +2x 15 gl
4 11,004661 11,004661 11,004661 1x 4 gl + 2x 20 gl
5 14,144237 14,144237 14,144237 1x5gl+2x25¢l

Notas: () 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com » graus de liberdade e as outras duas iteracdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se novamente que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sdo iguais aos resultados analiticos, com
excec¢do de uma pequena diferenga na sexta casa decimal do primeiro autovalor em relacéo ao obtido por Chen (2006).

5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada a formulagéo variacional do problema de vibracéo livre de eixos retos estacionarios e
a formulagdo do MEFG Adaptativo para andlise deste tipo de problemas.

O MEFG Adaptativo € um processo iterativo cujo principal objetivo é aumentar a precisdo de uma frequéncia
relacionada a um modo de vibrar escolhido. No MEFG Adaptativo sdo utilizadas funcfes enriquecedoras que dependem
das propriedades geométricas e mecanicas dos elementos. Esta técnica permite um processo adaptativo preciso que
converge muito rapido. Além disso, a introdugédo das condi¢des de contorno de forma direta, como no MEF, e a
facilidade de obtencéo das fungdes de forma conferem ao método generalidade para analise de problemas com as mais
distintas condic@es de contorno.

Os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo para os dois eixos analisados mostraram-se muito precisos mesmo
com a utilizacdo de malhas grosseiras.

A aplicacdo do MEFG Adaptativo na analise de vibra¢Bes livres de vigas de Euler-Bernoulli e pdrticos serd
apresentada em trabalhos futuros.
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Abstract. This work presents an adaptive refinement of the Generalized Finite Element Method (GFEM) applied to free
vibration of straight circular shafts. The GFEM, developed from the Partition of Unity Method, allows adding a priori
knowledge about the solution of the diferential equation being solved in the approximated solution space. The
variational problem of free vibration of straight circular shafts is presented and the GFEM main aspects are discussed.
The eigenvalues obtained by Adaptive GFEM are compared to the analytical solutions found in the literature. The
proposed Adaptive GFEM allows imposing directly the boundary conditions, as in the Finite Element Method,
converges fast and allows approximating the frequency related to any vibration mode.
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