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Resumo. A formulagdo cldssica do experimento Couette—Taylor tem sido objeto de estudos tedricos e experimentais.
Este experimento consiste em um fluido incompressivel contido no espago anular entre dois cilindros concéntricos, onde
o interno gira com uma velocidade angular constante ) e o externo é mantido fixo. Além de estudar a validade do
principio da isotropia no nosso modelo, também investigamos as distribuicoes de probabilidade da vorticidade, diferencas
de velocidade e pressdo, coletados em uma simulacdo computacional do experimento de Couette—Taylor e comparamos
com modelos reportados na literatura baseados na mecdnica estatistica ndo aditiva
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1. INTRODUCAO

Na teoria de Kolmogorov de 1941 (Kolmogorovl, [1941), o processo de desenvolvimento da turbuléncia consiste na
inje¢@o de energia nas grandes escalas e sua transferéncia para escalas menores até as escala dissipativa, processo conhe-
cido como cascata de energia. Na faixa da escala limitada pelo comprimento caracteristico do sistema € o comprimento
de Kolmogorov essa transferéncia independe da forma de injecao de energia e das condicdes iniciais das grandes escalas
(ordem de tamanho do comprimento caracteristico do sistema). Um importante estudo na caracterizacio da turbuléncia é
a funcfo distribui¢do de probabilidade (FDP) para as diferengas de velocidade a uma distancia r, em diferentes escalas.
Perto das grandes escalas, essas FDP’s tendem a ser gaussianas, enquanto que em escalas menores, as FDP’s se afastam
desse tipo de func¢do de distribuicao (Jung e Swinney, [2005). A nao-gaussianidade das FDP’s da diferencgas de veloci-
dades a pequenas escalas tem sido estudada com a ajuda da superestatistica, que tem como caso particular a mecanica

estatistica ndo aditiva (Beck, |2004). Como forma de superacdo das dificuldades da aplicagdo da mecanica estatistica de
w

Boltzmann-Gibbs (BG), que se baseia na entropia dada por S[{p;}] = —kp Z p; In p;, vem sendo desenvolvida desde

do final do século passado uma estatistica baseada em uma forma generalizada da entropia (Tsallis| |[1988):

11— pf
S, = qu"?pz : (1)
onde g € o indice entrépico também chamado de grau de ndo-extensividade (Tsallis,|1999)), p; é a probabilidade do sistema
estar no microestado ¢, k é¢ uma constante positiva e W é o numero total de possibilidades microscépicas do sistema. Esta
expressdo recupera a forma usual da entropia de Boltzmann-Gibbs no limite ¢ — 1.

Essa generalizacdo tem como caracteristica a boa representacio de sistemas que ndo obedecem a propriedade da
aditividade (Tsallis, 2009). Surge disto a mecanica estatistica ndo aditiva que possibilita obter uma FDP generalizada,
conhecida como g-gaussiana, que tem a gaussiana da estatistica convencional como caso particular. A partir da mecénica
estatistica ndo aditiva, outros tipos de estatisticas também foram generalizadas como a superestatistica—x? e a superesta-
tistica log-normal, que também possuem suas FDP caracteristicas e tem a q-gaussiana como caso particular.

O nosso trabalho consiste em estudar as distribui¢cdes dos dados obtidos através de simulacdo fluidodindmica com-
putacional de um sistema de Couette—Taylor, em regime turbulento. Alguns estudos mostram que as distribui¢des de
probabilidade das diferengas de velocidade a altos nimeros de Reynolds (Eq. f) sdo melhor representadas pelas fungdes
de probabilidade baseada na superestatistica (Beck ef al.l 2001) se comparado com a gaussiana da estatistica convenci-
onal. O experimento foi construido em 3 dimensdes para verificar se os modelos reportados na literatura sdo também
identificaveis nas simulacdes.

O artigo estd separado por secdes: na introducdo foi feito um breve resumo sobre mecanica estatistica ndo aditiva
e suas generaliza¢cdes com maior atencio nos conceitos necessarios para um melhor entendimento desse trabalho. Na



secdo[1.fizemos uma breve explicacdo sobre uma das propostas de modelagem para FDP das diferencas de velocidades
em sistemas turbulentos com base na mecénica estatistica ndo aditiva. Na se¢do [J. descrevemos o sistema Couette—
Taylor e detalhes sobre sua construgdo no software, assim como na se¢do [§. abordamos brevemente sobre modelos de
fluidodindmica computacional para resolugéo da turbuléncia. Na se¢do [3. discutimos os resultados e fizemos nossas
consideragdes .

2. MODELO TEORICO PARA A FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE PARA DIFERENCAS DE
VELOCIDADE

Diversos exemplos de aplicag@o das fungdes distribuicdo de probabilidade oriundas da superestatistica e da mecéanica
estatistica ndo aditiva t€m sido reportados na literatura: o estudo do formato da FDP de sinais climatoldgicos do feno-
meno climdtico El Nifio (Ausloos e Petroni, 2007), estudos comparativos da velocidade turbulenta da superficie limite
da atmosfera sobre camadas geladas, campos e florestas (Katul ef al., 2006)), mercado financeiro (Ramos ef al., [1999)),
turbuléncia hidrodindmica e atmosférica (Beck, |2004; |Gotoh e Kraichnan| 2004} Shivamoggi, |2003; [Peyrard e Daumont,
2002; Beckl, [2002; [Ramos et al., 2001} Neto et al.,[2001; [Beck et al.,[2005)).

No artigo (Beckl [2004), identificou-se que as distribui¢des de diferencas de velocidade de sistemas em regime de tur-
buléncia completamente desenvolvida sdo bem representadas por fungdes densidade de probabilidade da superestatistica-
x?. Com base na superestatistica-x 2, (Beck ef al.l [2001) mostra uma proposta de funcio de probabilidade (equagio
para dados oriundos do experimento Couette—Taylor em regime completamente turbulento :

1
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onde Z, é o fator de normalizagdo, u é a diferenca de velocidade u = v(z — 1) —v(z) e § = é um parimetro

5—3q
que pode ser relacionado com a dissipagdo da energia do escoamento (Beck) [2004). O termo €(u) e chamado da energia
efetiva associada as diferengas de velocidade u:

1 1
e(u) = S lul** = eyATsgn(u)(jul* — Slul*), 3)

sendo 7! o tempo de relaxamento do estado estaciondrio, T o tempo de escala das diferencas de velocidade e ¢ é um
parametro que depende do sistema estudado e do pardmetro ¢g. A variagdo do termo « permite que outros niveis de energia
sejam alcangados.

E importante salientar quando ¢ — 1 a gaussiana é recuperada. Em (Beck ef al., 2001) empiricamente é posto

que o pardmetro « seja em funcdode ¢: « =2 —gec\/y7 =0,124(¢ — 1). Parac=0e § = , a Eq (2) tem

(5—3q)

média 0 e varidncia 1. Entretanto, se ¢ # 0 e (3 seja ainda mantido igual a W, entdo a média de u € da ordem de
— o4

A s L .. . . . A s P
/YT e a variancia o = (<u2> — <u>2) z ¢ ligeiramente diferente de 1. Um media de O e variancia de 1 é alcancada com a

3. SISTEMA COUETTE-TAYLOR

renormalizac¢do p(u) = op(

O sistema Couette—Taylor (figura[I)) utilizado consiste em dois cilindros concéntricos de mesmo comprimento L = 30
cm e raios interno e externo, 1 = 15,9 cm, Ry = 22,1 cm respectivamente. A Eq. (Ef[) ¢ utilizada para o célculo do
numero de Reynolds no sistema Coutte-Taylor, onde a velocidade angular do cilindro interno é 2; e v é a viscosidade
cinemadtica do fluido.
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Construimos o modelo computacional do sistema Coutte—Taylor no software Gambit 2.2 com dimensdes que estdo de

R
acordo com as relagdes sugeridas no artigo (Lewis e Swinney, |[1999): Ry — R; =6,2cmen = R—l = 0, 72. Utilizamos
2
o nimero de Reynold de 69000, coletamos os dados no ponto médio entre os dois cilindros, com um espagamento temporal

de 6t = 3 x 1075 5. O liquido utilizado na regido anular foi a 4gua com temperatura de 298 K (sistema isotérmico). O
tratamento dos dados fundamenta-se na hipétese de Taylor para turbuléncia, onde a flutuacio temporal de velocidade em
um ponto do sistema reflete sua flutuagado espacial (Beck ez al., 2001) em um determinado instante de tempo.
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Figura 1. Sistema Couette—Taylor.

4. FLUIDODINAMICA COMPUTACIONAL

Os movimento de fluidos newtonianos incompressiveis homogéneos ¢é regido pelas equagdes de Navier—Stokes in-
compressivel escrito aqui na forma euleriana e em notacao vetorial:

v_ 2
P = Vp 4+ vVav + pg (5)
?p ..
w + le(pU) = 0, (6)

Dv . . . . . L
onde —— € a derivada substancial da velocidade v, p é a massa especifica assumida aqui constante, v € a viscosidade

cinemética do fluido também constante, p é a pressdo e g é a gravidade. Basicamente a fluidodinamica computacional
consiste em quatro problemas: gera¢do da geometria e do grid (malha), representar o modelo fisico com os parametros
adequados, resolver as equagdes necessarias e tratar os dados. Dentre estes, provavelmente o mais dificil de ser resol-
vido sdo as equagdes. No caso da resolucdo das equagdes de um sistema sob fluxo laminar, o esfor¢o computacional é
relativamente menor que sob regime turbulento, sendo necessdrio apenas a resolucdo da equagdo de Navier-Stokes com
poucos graus de liberdades. No caso dos fluxos turbulentos, um maior esfor¢o computacional € requerido, devido o grande
numero de graus de liberdades a serem resolvidos. Uma forma de evitar esse grande esforco computacional € o uso de
alguns métodos de modelagem para certas escalas da turbuléncia. Alguns métodos de resolu¢do modelam todas as escalas
do fendmeno da turbuléncia (método « — ¢, Equagdes Médias de Reynolds Modeladas (EMRM), etc), outros resolvem as
escalas maiores (préximo ao comprimento caracteristico do sistema) com o uso da equacdo de Navier-Stokes, enquanto
que as escala menores (préximo ao comprimento de Kolmogorov) sdo modeladas (Simulagcdo de Grandes Escalas (SGE))
e ainda exitem métodos que resolvem a equagdo de Navier-Stokes para todas as escalas do fendmeno (Simulagdo numé-
rica direta (SND)), como podemos ver na representacdo grafica Fig. (2). Para esse trabalho, fizemos uma malha com
uma distancia media de 1 cm entre os pontos (mesh= 10 mm) com elementos finitos dos tipos triangulares e quadrdticos.
O método de resolugdo do problema da turbuléncia utilizado foi o Simulagcdo em grandes escalas (SGE). O método da
Simulagdo em grandes escalas consiste em dividir as varidveis que possuem alta variabilidade em duas partes: uma media
local espacial ( correspondente as grandes escalas e resolvidas por equacdes da fluidodinamica) e as flutuagdes em torno
da media (correspondente as escalas menores e que sdo modeladas).

5. RESULTADOS

Verificamos a hipdtese da isotropia (similaridade das distribui¢cdes entre os eixos cartesianos x, y € z), principio
importante no estudo da turbuléncia. Os resultados (Fig. [3) sugerem que os eixos ndo sdo completamente similares e isso
pode representar um desvio da isotropia, onde identificamos um desvio na fun¢@o de probabilidade dos dados coletados
no eixo x em relacdo a um eixo central das FDP.
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Figura 2. Comparacio dos métodos de resoluciio do problema da turbuléncia em CFD.
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Figura 3. Comparacio das PDF’s nas direcoes x, y, Z do plano cartesiano.

Comparamos a fungdo densidade de probabilidade Fig. (@) construida com os dados obtidos a partir do simulador

com o modelo teérico Eq. (2] e[3]) proposto com base na superestatistica (Beck et all 2001). A partir de uma andlise
visual da Fig. (@) identificamos que os dados obtidos do simulador mostram um comportamento préximo ao esperado

pelo modelo tedrico como também podemos identificar na comparacio dos parametros 3, ¢, « ¢ ¢ determinados para



ambos os casos Tab. ([@. Verificamos que a relagdo a = 2 — ¢, encontrada de forma empirica no artigo (Beck ez al.

Tabela 1. Dados dos paramentros do modelo.

Teorico | Simulado
G | 4,000 4,000
c | 0,125 0,125
a | 0,9522 | 0,9622
q | 1,623 1,823

0.5 _
r ° Dados Simulados
0o4 — Fe{u ]
— plu)= 4 e
Gaussiana

Figura 4. Comparacio entre a eq(2) e a gaussiana na representacio dos dados simulados.

2001), ndo foi encontrada nesse trabalho, verificando a seguinte expressdao o = 2, 7850 — ¢ nos nossos dados. Para o
pardmentro ¢, o artigo (Beck et al.l [2001) sugere a seguinte expressdo ¢,/77 = 0,124(¢ — 1), sendo que para os dados
simulados verificamos a expressdo ¢,/y7 = 0, 152(¢ — 1).

Diversas propostas de representacdes das FDP’s para os tipos de dados mostrados nesse trabalho estdo propostos na
literatura, mas ndo temos um modelo que represente bem todas as partes da FDP, isto €, representar bem a cauda e o pico
com uma incerteza baixa. Na Fig. foi plotada a gaussiana como forma de comparagdo com os modelos sugerido nesse
trabalho. E possivel ver que o modelo proposto com base na mecinica estatistica nio aditiva representa melhor os dados.

A diferenga da pressdo estatica e a vorticidade também foram calculados na simulacéo e estdo representados abaixo.



0,5 T | T | T T | T | T

« Dados simulados

— p(Ap) = 7 &

— Gaussiana

R
#

Figura 5. Representacio da diferenca da pressao estatica e comparada com os modelos de fun¢ao de probabilidades
propostos: equacao (2) - 5 =2,4eq=1,26.
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Figura 6. Representacio da vorticidade e comparada com os modelos de funcio de probabilidades propostos:
equacao 2)-3=15eq = 1.43.

Nao é comum o estudo das distribui¢des para outros parametros diferentes da velocidade, conseqiientemente temos



poucos trabalhos nesse sentido. Construimos as FDP’s das diferengas da pressdo estitica, Ap, e da vorticidade, w e
comparamos com FDP’s baseadas na superestatistica. Observamos que as FDP’s da vorticidade e da diferenga da pressio
esttica podem ser aproximadas por pelas fungdes densidade de probabilidades baseadas na superestatistica.

Nesse trabalho é possivel identificar que as simula¢des fornecem resultados de velocidade em concordancia com
os trabalhos sobre turbuléncia encontrados na literatura que se baseiam na superestatistica. Podemos concluir que ou-
tros parametros sdo possiveis de serem ajustadas com a ajuda da fluidodindmica computacional e estudados com essa
generalizacdo da estatistica convencional.
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STUDY OF PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF VELOCITY
DIFfERENCES IN A TURBULENT COUETTE-TAYLOR FLOW,
SIMULATED WITH COMPUTATIONAL FLUID DYNAMICS

CON10-1477

Abstract. The classical formulation of the Couette—Taylor has the long been subject of theorical and experimental inves-
tigation. This experiment consist of an incompressible fluid which is contained between two coaxial cylinders, where the
outer cylinder is held fixed and the inner rotates at constant angular velocity w. In this work we investigate the probabi-
lity distribution functions (PDF) of vorticity, velocity and pressure differences from a simulated model of Couette—Taylor
experiment with the help of non-extensive statistics mecanics .

keywords: Turbulence, Couette—Taylor Flow, Non-extensive, Computational fluid dynamics (CFD).


http://www.springerlink.com/content/t24g22415r2qw367/
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/9903356
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/9903356
http://www.scielo.br/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0103-97332009000400002&nrm=iso
http://www.scielo.br/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0103-97332009000400002&nrm=iso

	INTRODUÇÃO
	MODELO TEÓRICO PARA A FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE PARA DIFERENÇAS DE VELOCIDADE
	SISTEMA COUETTE--TAYLOR
	FLUIDODINAMICA COMPUTACIONAL
	RESULTADOS
	REFERÊNCIAS
	DIREITOS AUTORAIS

