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Resumo: Muitos métodos sdo sugeridos para encontrar a reigpde sistemas com amortecimento nao-proporcional,
ou pelo menos estabelecer um critério para quandmortecimento ndo-proporcional pode ser aproximpdomeio

de amortecimento proporcional. Neste trabalho, @nee-se, por meio de simula¢des de modelos deoquitus de
liberdade, verificar o comportamento dos autovadoresultantes para amortecimento proporcional e-ndo
proporcional, admitindo-se a classificagéo de Caeygl O'Kelly para a identificacdo do tipo de amoitgento.
Observa-se que, para o caso de amortecimento ndpepcional, o método de calculo dos autovetoresatevalores

leva a modificacdes na magnitude dos autovalorete fabalho visa abordar uma discusséo sobre gaticas
encontradas entre o valor verdadeiro e o valor agimado destes autovalores para o caso de um sigbeop@sto de

4 graus de liberdade, para dois casos distintosgemos amortecimentos sao variados.

Palavras-chave: Vibragdes Mecanicas, Amortecimento ndo propordioGaughey e O'Kelly

Abstract: Many methods are suggested to find the responsgstéms with non-proportional damping, or at least
establish a criterion for when non-proportinoal daimg can be approximated by a proportional dampimgthis
work, it is intended, through model simulationgHieee and four degrees of freedom, check the beha¥ihe
eigenvalues for proportional and non-proportionalndping, assuming Caughey and O’Kelly’s classifmafior the
identification of the type of damping. It was obset that in case of non-proportional damping, trethod of
calculating the eigenvectors and eigenvalues l¢adhanges in the magnitude of the eigenvalues. vibid aims to
address a discussion on the differences betweenvalues and approximate values of these eigensalue

Keywords: Mechanical Vibrations, non-proportional dampinga@hey and O’Kelly.

1. INTRODUGAO

Sistemas dindmicos reais sdo amortecidos, poisupessalgum mecanismo de dissipacdo de energia ou
amortecimento. Para se aplicar as técnicas dasamalbdal de sistemas ndo-amortecidos em sistenmaseardos, é
necessario propor a existéncia de um amortecin@oorcional, ou seja, um tipo especial de amartento viscoso
que implica numa matriz de amortecimento que € conabinacdo linear das matrizes de massa e dezidithse tipo
de modelo para a matriz de amortecimento é conbecitno “amortecimento de Rayleigh” ou “amortecinsent
classico”. Os modos de vibrar de sistemas com aciarento de Rayleigh preservam a simplicidade dodos de
vibrar reais de um sistema n&o-amortecido.

Nem sempre a matriz de amortecimento pode ser niidigada pela mesma transformacéo que diagonadiza a
matrizes de massa e de rigidez. Caso a matriz detecimento seja diagonalizada pela mesma transftio) o
sistema possuira somente modos de vibrar classiaso contrario, possuira modos complexos. Caugh®@iKelly,
em 1965, propuseram as condicdes, que sdo valiassadias atuais, que um sistema dinAmico amddedéve
satisfazer para que possua modos classicos. Osigedores propuseram também uma expressdo par&ria de
amortecimento, em funcéo das matrizes de massaigidiez, tal que o sistema possa ser desacoplddmindo-se os
modos de vibrar ndo-amortecidos e provaram que artaaimento de Rayleigh € um caso particular despmresséo
mais completa.

1.1. Amortecimento Proporcional e Nao Proporcional

Um sistema dinamico linear amortecido pode seressprtado por um modelo com n graus de liberdade. Em
sistemas discretos, a equacdo do movimento éadergeguinte maneira:

[mflvid + [l + [kKw} ={f} (1)

send({m] a matriz-massa[c] a matriz-amortecimento Ek] a matriz-rigidez do modelc{,w} o vetor deslocamento,

{W} 0 vetor—velocidade{\?i/} 0 vetor acelera(;éo{ef} o vetor forgca externa aplicada ao sistema.
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A matriz [m] é simétrica e positiva definida. Por outro Iaklkc}) e [c] séo positivas-definidas ou positiva semi-
definida. Quando néo ha excitagdo externa, ou {;é}a; {O} em (1) pode ser escrita da seguinte maneira:

[mflig + [cHid + [kl = {0} (2)

Uma vez que[m] e [k] s&o simétricas {3m] é positiva-definida, € sempre possivel encontmaa transformacéo de
coordenadas que remove 0s termos de acoplamemtbooR@so sem amortecimento a transformacéo delexmidas

{W}=[<D]{q} diagonaliza a matriim] e [k] Substituindo esta transformacéo em (1) e préiptiaindo por[CD]T,
obtém-se:

[]" [m] [@ e} +[@] [c] [@K e} +[@]" [k][@fa} =[] {f} (3)
ou [MKa}+[cKa}+[kKa}={d} (4)

De acordo com as propriedades de ortogonalidadenddes normais:

[M]=[®]" [m][®] é uma matriz diagonal (5)
[K]=[®]" [k][®] é uma matriz diagonal (6)
[C] = [GJ]T [c] [tb] nao & necessariamente diagonal (7)

A Equacéo (4) sera desacoplada, se e soment@]&{r,] [q:] for diagonal. Quando isso ocorre, o sistema tera
amortecimento denominado proporcional e a equaaeresenta n equacdes de segunda ordem, como:

qul’+crql’+Kl’qf:Fl’ (8)

Na teoria da andlise modal, a hipétese de amorémtomproporcional permite modos de vibrar e fregign
naturais idénticos aos do modo ndo amortecido qdem ser chamados de modos de vibrar classicas)(r€aughey
(1960) mostra que uma condicdo necessaria e suficara que um sistema dindmico amortecido passutps de
vibrar classicos é que sua matriz de amortecimdate ser diagonalizada por uma transformacdo gs&cdple o
sistema ndo-amortecido. De acordo com Caughey 1865 sistema dindmico linear amortecido proporaioente,
que pode ser representado por um modelo com n dealiberdade, possui modos de vibrar e as vaaaep deste
sistema vibram em fase. Para Caughey, o amortetirpeoporcional pode ser relacionado com as matdeemassa e
rigidez através de

[c] = [m] lng: a ([m]_l[k])I na quala; sdo constantes a ser determinadas. 9)

Deve-se notar que Rayleigh (1845) provou que, easmtriz de amortecimento seja uma combinacéorlidea

matriz de massa e rigidez, o sistema amortecidorteos de vibrar classicos. Na equacéo (9) quarmd e i =1
tem-se um caso especial que corresponde ao amoetgo de Rayleigh:

[e] = ag[m]+ 2, k] (10)

Em sistemas que possuem amortecimento viscosougralesta propriedade geralmente é violada e oosnoel
vibrar classicos ndo existem. No caso em que ac&qu@) nao puder ser desacoplada, o amortecinserdochamado
amortecimento ndo-proporcional e uma forma de rratdio matematico adequado utiliza a abordagem émtree
modelos no espaco de estado. Segundo Caughey (1®&5)casos de amortecimento proporcional, a igdald

[c] [m]_l[k] = [k] [m]_l[c] é satisfeita.
2. MODELOS SIMULADOS

Para realizar a anélise modal tedrica, ndo ha sieleefe da excitagdo externa; faz-se entéo o vetéordas nulo.
Ha uma variacdo nos valores das frequéncias nattadtuladas pelas expressées do sistema propakcnmedida
em que se varia 0 amortecimento. Os estudos &iseguir mostram que, quanto maior a magnituderdwtacimento
maior a magnitude da frequéncia natural calculagaa@r o erro entre este valor e o valor da freqiz@natural
calculada para o sistema com amortecimento prapuatiAs raizes da equacao caracteristica poderem@sentadas
por:

A=-atib talque para[c] proporcional (12)

a=qw, (12)
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b=aw,\1-¢2 (13)

Entretanto, mesmo sE}:] é nado-proporcional, estas mesmas expressdes adasu€ necessario ressaltar que:

az¢w, e bzw, 1-¢? , embora (12) e (13) sejam usados de forma apradimBara casos onde a matriz de

amortecimento é n&o proporcional, frequentememisdaa=¢ @, € b=a@,{1-¢?2 (14)
Assim, a frequéncia natural estimada{() é o valor aproximado da frequéncia natural dtesia calculado

através de hipotese de sistema amortecido propadorente e fator de amortecimento modal estin‘(afap € o valor

do fator de amortecimento modal calculado atravé@shigdtese de sistema amortecido proporcionalméfaeam
investigados dois casos referentes ao modelo d¢¥jigcasol e Caso 2 com variagéo do valor do eedorc, .

Figura 1. Sistema massa-mola-amortecedor com 4GDL

2.1. Simulacdo numérica do sist. dinamico de 4GDL comaviacdo do elementa, da matriz de amortecimento

O modelo de sistema dinamico estudado possui 4sgdau liberdade, como representado por um modelo
discretizado na Fig. (1) e sera usado para oscdsiss deste artigo.

21.1.Caso1l
Tabela 1. Dados utilizados para a simulagdo numéacdo Caso 1.
m G K
(kg) N/(m/s) (N/m)
m 1 c 1 k; 10
m 1 c 1 kz 10
m; 1 c; 1 ks 10
m 1 ¢, 0.15 k, 10
c 1 k5 10
cs 1
c; 3
cg 1

A Figura (2) exibe a variacéo dg, obtida para a primeira frequéncia natural, obsetesse os valores de massa,
amortecimento e rigidez apresentados na Tab. (4)@e, variando de 0,0 a 1,5 com incremento de 0,01.
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Figura 2. Magnitude da primeira frequénciachatural estimada(w,;) em fungdo da variacdo dec, .
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Figura 3. Parte real do primeiro autovalor Figura 4. Parte imaginaria do primeiro autovalor

A Figura (5) exibe a variagdo dg, obtidas para a segunda frequéncia natural. Obserque os valores
de a, variam significativamente com a variagdoajeenquanto o valor dey, permanece constante.
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Figura 5. Magnitude da segunda frequéncia naturagstimada (@,,) em funcdo da variagéo de, .
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Figura 6. Parte real do segundo autovalor Figura 7. Parte imaginaria do segundo autovalor
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A Figura (8) exibe a variagéo dg, obtidas para a terceira frequéncia natural.
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Figura 8. Magnitude da terceira frequéncia natural estimada (@, ) em fungéo da variagio dec, .
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Figura 9. Parte real do terceiro autovalor Figura 10. Parte imaginaria do terceiro autovalor

A Figura (11) exibe a variagdo de, obtida para a quarta frequéncia natural.
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Figura 11. Magnitude da auarta frequéncia natural estimada (cJ,, ) em funcdo da variag&o dec, .
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Fiaura 12. Parte real doauarto autovalor Fioura 13. Parte imaainaria do auarto autovalor

As Figuras (2), (5), (8) e (11) ilustram as difeyas obtidas entre as frequéncias naturais reassestamadas da
variagdo doc,. As Fig. (14 e 15) trazem os quatro fatores dertauionento, para ilustrar que todos ficaram abaio
1, o que significa que procurou se trabalhar catesias de amortecimento abaixo do critico.
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Figura 15. Estimativas do terceiro e quarto fatore de amortecimento modais

A seguir, a Fig. (16) apresenta os erros obtidosstimativa das frequéncias naturais.

Erro na estimativa da primeira frequéncia Erro na estimativa da segunda frequéncia

Erro (%)
Erro (%)

Erro (%)
Erro (%)

Figura 16. Erros na estimativa das quatro frequénias naturais

Como pode ser percebido por meio da Fig. (16), iomesro encontrado foi na estimativa da terceiegdiéncia
natural que passou dos 7%. E impotante observaosifetores de amortecimento 1, 2 e 3 sdo mais a@jtee o 4, 0 que
implica nas diferencas maiores na estimativa defssguéncias naturais.

2.1.2. Caso2
Tabela 2: Dados utilizados para a simulagdo numéiicCaso 2.
m; G Ki
(kg) N/(m/s) (N/m)
m 1 c 1 k, 10
m, 1 c 2 k. 10
m; 1 e 1 k; 10
m, 1 c, 2 ks, 10
c 1 ks 10
c 1
c; 0.2
cg 1
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que os valores dej, variam significativamente com a variagdo@eenquanto o valor de), permanece constante.
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A Figura (17) exibe a variagéo de, obtida para a primeira frequéncia natural, obsetesse os valores de massa,

amortecimento e rigidez apresentados na Tab. §24, qc, variando de 0,0 a 2,0 com incremento de 0,01. Oase
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Figura 22. Parte imaginaria do segundo autovalor

Fiaura 21. Parte real doseaundc autovalar

A Figura (23) exibe a variagdo de, obtida para a terceira frequéncia natural.

by

Figura 23. Terceira frequéncia natural (c,3) estimada em funcdo da variagéo de, .
a3

-3.4

Figura 25. Parte imaginaria do terceiro autovalor

Figura 24. Parte real do terceiro autovalor

A Figura (26) exibe a variacdo dg, e w, obtidas para a quarta frequéncia natural. Obssgwgue os valores de

@eenquanto o valor dey, permanece constante.

ao

ficativamente com a variag

@, variam signi

5.945

Figura 26. Terceira frequéncia natural (CZM) estimada em fungéo da variagéo de, .



21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

VI Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, 18 a

S
i)
©
>
o
=
>
a o~
o
c
< ) LN ___L___1] e
S 2 -
T < [ 8%
©
o o = 18 T
T o m M
c © ' T R = i
=) @] wn o
= 3
@ X c «~ S x &
£ 3 B -
= S o O () s
S @ %m e e 4% e m E
m 17 O 3} < c 2
! L g @ g
2 3 R S ICHE I .
S © S S g B
n «© B T e e et T —42 m @ 8
@ g 3 o 3
< [} 5
~ N E PO e el e i E ] S 0 Y
I I I I i I ) S © © m o *
I I I I I I N5 o a0 a0 0 i Jess Lo oo o =
I I I I I I I o nuv ..m ..nla. | | ° @] m
s ¢ 3 8 3 8 § 9 9 = 0o = ! ! ! T ®
I ~ 0w ] 0w B 0 1_ 0 L + o | | | ° y— S
© © © © < T 8 i 8 3 8 8
o c& °= & & & 3 e g
] : S : S = (%) ou3
m > o =} =} @ m
= > .
(8} >
]
(on
g 5 -
[} o ~ =
—_ T o (%]
s E e | R
T | © ]
m o m RN oA o m
o O = | | | o
5 © s - oL e - %
T o | o 2
o [%2]) o | | | - S H
g 9 e e g
c QO 24 | | o %
S > ' © T + -4y = @
o O .W | | - ..nm m m
o £ N 1. = g
S e = Cos 3 €
5§83 3 S eoow =
- = | | . N b
- . | | o ™M g
25 - T i it e et tENR
T ™M I « £
~— | o
Dl. () | m [T~ - -1 T 43 w \1)_ w
~ o~ I w.. [ R A N 2 0 5
1 I [ N A A A ) A N
| | N w Lo N ST A S L g
| | c = [ N N R B [ R T B R I m
| | | >S5 [7)] 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 o S
! ! ! © © 58888883 88§ 8§ Ff s 88 T8 308 o
L L L L L J iL 5 6 5 6 & 5 & & S S o s < s ° o° ¢ S ir
3 a3 & 2 8 & o
2 o i o o o T < (o) o3
[}
<

urais

Figura 31. Erros na estimativa das duas primeirafrequéncias nat



VI Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

Erro na estimativa da terceira frequéncia

Erro na estimativa da quarta frequéncia

Erro (%)
Erro (%)

Figura 32. Erros na estimativa das duas ultimas &quéncias naturais

Pode-se perceber por meio da Fig. (31) e (32) queaimr erro na estimativa foi encontrado para ausesg
frequéncia natural e foi da ordem de 15%. Nestarshgcaso, 0s maiores fatores de amortecimentagados foram
0 segundo, terceiro e quarto e 0s maiores erreestimativas foram das primeira, segunda e terdsiquéncias
naturais.

3. CONCLUSAO

Para os dois casos apresentados, os calculosedpgificias naturais e dos amortecimentos modais ftedos
admitindo-se a validade das rela¢cBes entre estémpaos e os autovalores do problema como sdacbahecidos no
caso do amortecimento proporcional. Observou-se g o caso de amortecimento ndo-proporcionak est
procedimento pode levar a erros significativos valiagdo destes pardmetros. Nos problemas simukadusssivel
quantificar os erros nas avaliagbes das frequémeiisais, sendo significativos para fatores dersoimnentos altos.
Observou-se que para os fatores de amorteciment@ missivel quantificar estes erros, sendo que \sdares sdo
apenas aproximacdes baseadas na teoria de ameméeiproporcional. Os resultados alcangados parmit@ncluir
gue existe a necessidade de se realizar pesquaéasaprofundadas para desenvolver expressfes gsiilitem a
obtenc&o das frequéncias naturais ndo amortecidas érmas dos modos classicos em sistemas comegim@ento
ndo proporcional, jA que a precisdo das expresgd@ximadas utilizadas atualmente estd aquém dasssidades
atuais.
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