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EDITORIAL 

Diferentes experiências foram feitas com a intenção de reunir os profissionais que 
trabalham na área de Ciências Térmicas - Transferência de Calor, Mecânica dos Fluidos e Termodi 
nâmica. Deste modo, restritamente a esta área, foram realizados congressos, simpósios e organT 
zadas Associações. Apesar dos esforços empregados por seus organizadores, as Associações espe~ 
cíficas não se perpetuaram e os Encontros não se consolidaram. 

Paralelamente, o Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica- COBEM patrocinado pe-
1 a Assoe i ação Bras i 1 e i r a de Ciências Mecânicas - ABCM, vem se caracterizando como o pr i nc i pa 1 e 1 e 
mente catai izador dos trabalhos produzidos na área de Ciências Térmicas. Entre as grandes áreas 
de estruturação dos Últimos COBEMs, as Ciências Térmicas têm contribuído com aproximadamente 40% 
dos t r aba 1 hos. 

A seriedade, o profissionalismo e o espírito de união da comunidade em muito têmcon 
tribuido para manter a certeza da periodicidade e a homogeneidade do COBEM, refletidos princi
palmente pela alta qual idade dos trabalhos. 

O crescimento do COBEM abriu perspectivas para a organização de Encontros específi
cos, por áreas de concentração. A ampliação do espaço para divulgação de uma produção crescen
te de trabalhos e um maior intercâmbio entre pesquisadores afins tornou-se essencial. 

Ciente de tais necessidades, a ABCM incentivou e forneceu as condiçÕes iniciais ne 
cessárias para que fosse organizado o ENCIT 86 - I Encontro Nacional de Ciências Térmicas. 

Ressalta - se que o ENCIT veio para fortalecer as Associações que dele participam na 
sua organização. Naturalmente, os espaços tradicionais através dos quais essas Associações con 
quistaram sua respeitabilidade, como é o caso do COBEM, devem ser preservados . -

Compreendendo os diferentes v í ncu 1 os de i nterd i se i p 1 i na r idades existentes entre as 
Ciências Térmicas e outras áreas do conhecimento humano, a própria ABCM incentivou a Comissão Or 
ganizadora do ENCIT 86 a procurar outras Associações nacionais que, por suas características~ 
tivessem interesse no cc-patrocínio do Encontro. 

A proposta de realização do I Encontro Nacional de Ciências Térmicas convergiu inte 
resses de membros da SBMAC-Sociedade Brasileira de Matemática AplicadaeComputacional,daABEnS 
Assoe i ação Bras i 1 e i r a de Energia So 1 ar e da ABCM -Assoe i ação Bras i 1 e i r a de Ciências Mecânicas. 
Sugere-se que outras Associações que agrupem profissionais das áreas de interesse do ENCIT, tam 
bém participem da organização dos próximos Encontros. 

A Comissão Organizadora do ENCIT 86 estabeleceu alguns critérios básicos para a or
ganização do evento. A seguir, apresentam-se alguns desses pontos como sugestão para os próxi
mos Encontros. 

O ternário dos Encontros deve apresentar temas aplicados e científicos, fornecendo 
elementos que busquem a interação da engenharia básica com a pesquisa científica. ~ fundamental 
que estejam presentes assuntos tecnológicos de ponta simultaneamente com as Últimas reflexões do 
conhecimento científico. 

As conferências e palestras devem ser apresentadas na forma de "trabalhos convida
dos", com o objetivo de registrar e aprofundar a participação dos conferencistas, que devem ser 
selecionados entre profissionais de reconhecido prestígio em assuntos destacados do ternário do 
Encontro. 

Para adquirir respeitabilidade entre a comunidade, é fundamental preservar a quali
dade dos trabalhos aceitos para apresentação. E ainda, garantir que os Anais estejam disponí
veis na abertura do Encontro. A seriedade de tais decisões implica na execução de um rígido cro 
nograma de trabalho, na inclusão. de um Comitê de Revisores e na desagradável (e nem sempre jus~ 
ta) tarefa de recusar trabalhos. 

Finalmente, ressalta-se que o ENCIT, assim como o COBEM, possui um limite de objeti 
vos. A sua evolução está vinculada ao avanço da pesquisa na área de Ciências Térmicas no país, e Õ 
seu amadurecimento deve apontar a necessidade de Encontros em novas subáreas do conhecimento. ~ 
fundamental que as Associações científicas estejam abertas a essas reivindicações, mas, é pri
mordial também, que tais decisões sejam tomadas num processo natural de evolução, buscando as 
convergências definidas pelas interdisciplinaridades, geradas pelo avanço do conhecimento cien
tífico e pelas aplicações dos novos processos tecnológicos. 

i i i 

Eloi Fernandez y Fernandez 
Presidente do ENCIT 86 
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NOMENCLATURA 

cp calor específico à pressão constante 
E número de Eckert 
f função corrente adimensional 
!a coeficiente local de atrito 
fa coeficiente médio de atrito 
g* tensão cisalhante adimensional 
h coeficiente de transferência de calor local 
h coeficiente de transferência de calor médio 
~ comprimento da superfície 
L comprimento característico 
m expoente da velocidade potencial 
n expoente da distribuição de temperatura na parede 
~ux numero de Nusselt local 
Nu numero de Nusselt médio 
liux numero de Nusselt modificado local 
Nu numero de Nusselt modificado médio 
Pr numero de Prandtl 
qw fluxo de calor na parede 
Rex número de Reynolds 
T temperatura 
Tw temperatura na parede 
Too temperatura longe da parede 
u componente da velocidade na direção x 
u* velocidade adimensional 
U velocidade do escoamento potencial 
v componente da velocidade na direção y 
x coordenada ao longo do escoamento 
y coordenada perpendicular à parede 
B parâmetro adimensional que define o ângulo da cu-

nha n8 
r parâmetro adimensional definido por (16) 
n parâmetro adimensional definido por (15) 
t tensão cisalhante 
~ viscosidade dinâmica 
p densidade 
~ função corrente de Blasius 
~ temperatura adimensional 
~* temperatura adimensional 
e temperatura adimensional 
e* temperatura adimensional 
n variável de similaridade de Blasius 
~ coordenada adimensional 

INTRODUÇÃO 

A solução dos problemas de camadas limite lamina
res, hidrodinâmica e térmica, em convecção forçada, tem 
sido usualmente feita através da transformação clássica 
de Blasius [1]. Tanto os problemas similares quanto os 
não similares são usualmente tratados através da intro
dução de uma função corrente ~ e de uma variável adimen 
sional n cujo intervalo de variação é O-ro. Nos casos 
similares, as equações que governam os problemas hidro-

dinâmico e térmico (equações de convecção) sao transfor
madas em equações diferenciais ordinárias, mais simples 
de serem resolvidas do que as equações diferenciais par
ciais da camada limite. Nas situaçÕes cm que soluçÕes si 
milares não são possíveis obtem-se, através da transfor= 
mação de Blasius, equaçÕes diferenciais ainda parc1a1s . 
Nesse caso, um método de integração bastante atrativo e 
de boa precisão quando comparado com outros métodos, é o 
chamado método de não similaridade local (2],[3]. Por ou 
tro lado, admitam ou não soluções similares, a transfor= 
mação de Blasius reduz as equações do problema a uma e
quação de terceira ordem (equação de quantidade de movi
mento) e a uma equação de segunda ordem (equação de ener 
gia). A equação da continuidade é automaticamente satis 
feita pela introdução da função corrente ~. Na solução nu 
mérica das equações transformadas o intervalo de integra 
ção na direção n é sempre O-ro. Sob o ponto de vista com 
putacional, isso representa uma dificuldade a ser venci
da. 

O presente trabalho trata de uma mudança de variá
veis, proposta por L. Crocco [4] ,[5] ,[6] com a finalida
de de resolver as equações das camadas limite para escoa 
mento laminar compressível. Mais tarde, Van Driest [7) 
e Mendes [8] usaram o método de Crocco na investip.ação 
do escoamento laminar compressível ao longo de uma placa 
plana isotérmica. Embora o método de Crocco tenha sido 
idealizado para escoamentos compressíveis, será mostrado 
que ele funciona muito bem para escoamentos incompressí
veis. A idéia básica do método consiste em se conside
rar como variáveis dependentes os campos de atrito visco 
so e de temperatura. As variáveis indepei)dentes são ave 
locidade e a distância, ambas na direção do escoamento-:
Apôs a transformação das equações de conservação obtem
-se uma equação diferencial de segunda ordem para o atri 
to viscoso e uma outra equação, também de segunda ordem: 
para o campo de temperaturas. Uma das vantagens e que 
não se chega a uma equação de terceira ordem como na trans 
formação de Blasius . Outra vantagem é que, na forma a= 
dimensional, o intervalo de integração é 0-1 e não O-ro 
como na transformação clássica. 

Na apresentação que se segue, consideração será da 
da a problemas similares e não similares. Várias solu= 
çoes serão apresentadas e , sempre .que possível, compara
çÕes serão feitas com resultados obtidos da literatura. 
Os resultados mais importantes são os coeficientes de 
transporte que serão apresentados sob as formas de coefi 
cientes de atrito e números de Nusselt. 

ANÁLISE TEÓRICA 

As equações que governam os problemas hidrodinâmi
co e térmico do escoamento laminar forçado, regime perm~ 
nente, da camada limite bi-dimensional com propriedaJes 
constantes podem ser escritas, de acordo com (9], da se
guinte maneira 
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(continuidade) (1) 
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p cp u ax + v ay = K âY2 + u ay (energia) (3) 

onde x é a coordenada na direção da corrente, y é a coor 
denada transversal, u e v são as componentes da velocida 
de na direção X e y respectivamente , T é a temperatura e 
U é a velocidade na direção x do escoamento potencial fo 
ra da camada limite. As condições de contorno são 

para y =0 u v o T Tw(x) (4) 

para y -+-oo : u = U(x) T Too c te. (5) 

A transformação clássica de Blasius é feita pela in 
tradução da função corrente ~ definida por -

~ ~ f(E;,n) (6) 

onde 

T)= y{l E; 
X 

L 
(7) 

L é um comprimento de referência que depende do problema 
especifico a ser estudado. Define-se ainda uma tempera
tura adimensional 9* da seguinte maneira 

T - T 
9*(E;,n) 

00 

Tw -Too 
(8) 

Na equação (6) f(E;,n) é a função corrente adimensional. 
Lembrando a definição da função corrente, pode-se escre
ver 

u 
a~ 

ay 
v 

a~ 

ax 
(9) 

As equações (6), (7), (8) e (9) definem a chamada trans
formação clássica de Blasius. Dessa maneira as equações 
(1), (2) e (3) se transformam em 

f"'. n. 1 ff" +!1(1-f' 2 > = s (f' l!.- f" af ) <1o> 
2 as as 

e~ + !1+ 1 Pr f 9 ' - r Pr f ' 9 + E Pr f" 2 

2 * * 
( 

' 39* ' = Pr E; f -- 9 
aE; * ( 11) l!.) a E; 

As condições de contorno (4) e (5) se transformam em 

onde ' 
por 

f'(E;,O) 9*(E;,oo) o 

f' (E;,oo) = 9* (E;,O) = 1 

f(E;,0)(1 +!1) + 2 E; l.É. a E; 

(12) 

( 13) 

o ( 14) 

a 
an 

e os parãmetros !1, r, Pr e E são definidos 

n = _5._ du 
u dE; 

( 1 5) 

2 

f; d (Tw- T00) 

( 16) r----
Tw- Too df; 

Pr =~ (número de Prandtl) (17) 
K 

E 
u2 

(número de Eckert) ( 18) = 
cp (Tw- Too) 

Como pode ser observado, a equação (10) é umaequaçãodi 
ferencial parcial de terceira ordem e o intervalo de in 
tegração na direção T) é 0-oo . -

A transformação de Crocco é definida da seguinte 
maneira 

T T(x,u) 

T T(x,u) 

au IJay 
( 19) 

(20) 

Usando-se a equação (1) da continuidade para eliminar v 
das equações (2) e (3) e ainda fazendo uso das equações 
(19) e (20) obtem-se 

a
2

T · [ a ( 1 ) du a ( 1 )~ -+plJU--+U--- =0 
au 2 ax T dx au T 

2 (a
2
T IJ) aT aT T - + - + ( 1-Pr) - T - -

au
2 

K ( au au ) aT dU ;)T - Pr p lJ u - + U - - = O 
Clx dx au 

As condições de contorno sao 

T(x,U) = 0 

T(x,o)( ~~)u=O 
T(x,O) T (x) 

w 

T(x,U) Too 

- U dU \J2 
dx v 

cte. 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

A condição de contorno expressa pela equação (24) é ob
tida da equação (1) aplicada em y=O , onde se tem u=v= 
=O. As equaçÕes (21) e (22) com as condições de conter 
no (23), (24), (25) e (26) constituem as equações de 
Crocco para as camadas limite hidrodinãmica e térmica. 
Pode-se observar que as incógnitas do problema são adis 
tribuição de atrito viscoso T = T(u,x) e a distribuiçãO 
de temperatura T = T(u,x) . Nota-se aind8/que as equa
ções (21) e (22) são ambas de segunda ordem e que o in
tervalo de variação da variável independente u é 0-U e 
não 0-oo como na transformação de Blasius. 

O próximo passo é a adimensionalização das equa
çÕes de Crocco. Das equações (6), (7) , (9) e (19) resul 
tam as seguintes expressões 

-~=f'(E;,n) u* - U 

J7;-íT f"(f;,n) 
T = , ~ 

(27) 

(28) 

A equação (27) mostra que n pode ser tomada como função 
de u* e E;. Dessa maneira a equação (28) pode ser escri 
ta na seguinte forma 

T = - fPj;ij3 ,~ g*(E;,u*) (29) 

onde g*(u*,E;) é uma função adimensional a ser determina 
da. Define-se ainda uma temperatura adimensional 9* (u* ,!;) 



pela seguinte expressao 

{30) 

Combinando-se as equações (29) e (30) com as equaçÕes (21 ), 
(22), (23), (24), (25) e (26) obtem-se 

g~ g!-4rl(1-u;)g~+2(1-3n)u*g*= 4u*~ aag; 

g!e~+ ~1-Pr)g* g~- 4 Pr rl (l-u!)] e ~ -

2 - ~ - 4 Pr u* r e* + Pr g* E - 4 Pr u* ~ a~ 

o 

o 

(31) 

(32) 

(33 ) 

(34) 

(35) 

(36) 

a onde ' = -8-- e os parâmetros rl, r, Pr e E já foram defi 
nidos pela~*equações(15),(16),(17) e (18). Com a intra 
dução da variável u* = u/U pode-se observar que o inter~ 
valo de integração das equaçÕes adimensionais é 0-1. No
ta-se ainda que não aparece uma equação de terceira or
dem como no sistema formado pelas equações (10) e (11). 

Não é do conhecimento do autor alguma publicação ou 
trabalho anterior nos quais as equações numeradas de (31) 
ate (36) tenham sido usadas ou mesmo deduzidas. Assim es 
sas equações constituem um novo modo de atacar os proble 
mas relacionados com camadas limite bi-dimensionais em re 
gime laminar e convecção forçada. Como jã foi enfatiza~ 
do, as principais vantagens residem na redução da ordem 
da equação diferencial de quantidade de movimento e na li 
mitação do intervalo de integração que passou a ser de 
0-1 ao invés de 0-oo • 

Problemas Similares. Sob o ponto de vista matemá
tico, um problema e dito similar quando as equaçÕes que 
governam o escoamento e a distribuição de temperatura po 
dem ser transformadas em equações diferenciais ordin&: 
rias ao invés de equações diferenciais parciais. Assim, 
devemos ter nas equações numeradas de (31) até (36), g*= 
= g*(u*), e*= e*(u*). Isso implica em que as derivadas 
em relação a~ sejam todas nulas. Além disso os coeficie~ 
tes dos vários termos das equaçÕes (31) a (36) não devem 
ser função de ~ = x/L. Pode-se pois escrever 

n cte. m (37) 

r c te. n (38) 

E c te. (39) 

Das condições (37),(38) e (39) resultam as seguintes ex
pressões 

T - T w 00 

n 
= B x 

2m- n = O 

(40) 

(41) 

(42) 

onde A,B,m e n sao constantes . O escoamento potencial e~ 

3 

presso pela equação (40) representa o escoamento ao lon 
go de cunhas de ângulo nS onde S = (2m)/(m+1) [9]. As 
equações de (31) até (36) são escritas da seguinte ma
neira 

g,! e~ + [(1-Pr) g* g~- 4 Pr m(l-u!)] e~ -

-4Pru*n e* = -Pr g!E 

o 

-4m 

o 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

As equações (43) e (44) são equações diferenciais ordi
nárias caracterizando problemas similares. 

A equação (44) é uma equação não homogénea que po 
de ser transformada numa equação homogénea fazendo-se 
E=O. Isso implica em se desprezar a função dissipação 
na equação de energia (equação (3)). Nesse caso a con
dição (42) (2m-n=0) não é mais necessária para a obten
ção de soluções similares. Deve-se ainda observar que a 
equação (43) pode ser resolvida independentemente da e
quação (44) de energia. Isso é uma característica fun
damental dos problemas de convecção forçada. 

A Solução Similar da Equação de Ener ia. A equa
çao de energia (equaçao 44 e uma equaçao diferencial 
ordinária, linear e não homogénea. Sua solução pode ser 
achada através de uma combinação linear de duas soluções. 
Uma é a solução geral da homogénea e outra é uma solução 
particular da não homogénea. 

Chamando de e = (T-Too)/(Tw-Too) a temperatura adi
mensional para o caso homogéneo, resulta de (44) 

g! e" + [ (1-Pr) g* g~ - 4 Pr m ( 1 -u!) J e ' -

- 4 Pr u* n e 

e (o) e( 1) o 

../ 

o (49) 

(50) 

Para a solução particular da não homogénea define-se uma 
temperatura adimensional ~ pela seguinte expressão 

T - Too 
(51) ~ = - 2---

U /2cp 

Lembrando que e* = (T - T00) / (Tw-T00 ) e usando-se a equação 
( 18)' (definição do número de Eckert), pode-se escrever 

(52) 

Substituindo-se a equaçao (52) na equaçao (44) resulta 

g,! ~" + [<1-Pr) g* g~- 4 Prm(l-u,!)] ~ ·-
-4 Pr u,.. n ~ = -2 Pr g! (53) 

~ (1) o (54) 



4J'{0)=0 (55) 

As equações (53),(54) e (55) são as equaçÕes do problema 
não homogéneo e representam fisicamente o problema da pa 
rede adiabâtica, jã que ~'(O)= O. Dessa maneira a solu 
ção de (44),(47) e (48)pode ser expressa como uma combina 
ção linear de e e ~ . A expressão de e* é a seguinte 

e*(u*) [1 - ~ ~(O)] e (u*) + ~ ~(u*) (56) 

onde e(u*) é a solução do problema homogéneo expresso p~ 
las equações (49) e (50) e ~ (u*) é a solução do problema 
não homogéneo expresso pelas equaçÕes (53),(54) e (55). 

A equação (53) pode também representar outro proble 
ma particular caracterizado pela condição de contorno T..,-;;; 
= T00 • Chamando de~* = (T-T00)/(U2 /2cp) a temperatura a
dimensional para esse caso, a equação (53) fornece 

g! ~~ + [<1-Pr)g* g~- 4 Prm(1-u!~ ~~-
- 4 Pr u* n ~* = -2 Pr g! (57) 

~* (0) o ~*(1) o (58) 

Em termos de e(u*) e ~*(u*) a solução geral e*(u*) pode 
ser descrita pela seguinte combinação linear 

E 
e*(u*) = e(u*) + :2 ~*(u*) (59) 

Na equação (59), e(ut) é a solução das equações (49) e 
(50) (problema homogeneo) e ~*(u*) é a solução das equa
çÕes (57) e (58) (problema não homogéneo) . 

Igualando as equações (56) e (59) para a distribui 
ção geral e*(u*) resulta 

~*(u*) = ~(u*) - ~(0) e(u*) (60) 

As equações (56) e (60) mostram que basta resolver o pro 
blema homogéneo em e = e(u*) (equação (49)) e o problema 
não homogéneo em ~ = ~(u*) (equação (53)) para termos tam 
bém as soluções dos problemas em e*(u*) . e em ~*(u*). -

No caso do problema da parede adiabâtica em ~(u*) 
o interesse reside na determinação da temperatura de pa
rede adiabâtica Twa· O valor de Twa pode ser calculado 
por 

~(O) = 
Twa - Too 

(61) 
U2 /2cp 

ou 

E = _2_ 
ad ~(O) 

(62) 

ot_lde Ead = U
2 /(cp(Twa -T

00
)) é o número de Eckert adiabâ

tlco. 

Antes de fechar essa seção, deve-se notar que os pro 
blemas similares estudados tem como parâmetros m, n, Pr 
e E. Os parâmetros m e n não são independentes pois de
vem satisfazer a condição (42) expressa por 2m-n = O. Es 
sa condição surge quando se considera a função dissipa~ 
ção na equação de energia (equação (31)). Observa-se ain 
da que para n=O (cunhas isotérmicas) a condição (42) exT 
ge m=O, mostrando que apenas a placa plana tem solução si 
milar quando a função dissipação não é desprezada. Por ou 
tro lado, se a função dissipação for desprezada, o proble 
ma das cunhas isotérmicas apresenta solução analítica~ 
Nesse caso a condição 2m-n =O não é necessãria. Para n=O, 

4 

as equaçoes (49) e (50) fornecem 

onde 

J.1 e-À(u*) 

e(u*) = u* du* 
( 1 e-À(u*) 

i u* 
À = 

o 

J
0 

du* 

(1-Pr)g* g~- 4 Pr m(1-u!) 

2 
g* 

(63) 

du* (64) 

Na equação (64), g*(u*) é conhecida pois o problema hi
drodinâmica é resolvido intependentemente do problema tér 
mico. Pr e m são parâmetros também conhecidos. -

Os Coeficientes de Transporte para Problemas Simi 
lares . Sob o ponto de vista pratico, os resultados mais 
importantes são os coeficientes de atrito locais 2 mé
dios e também os números de Nusselt locais e médios. O 
coeficiente de atrito local fa é definido por 

f 
a 

1 (x,O) 
-1--2-
z-PU 

(65) 

Da equação (29), lembrando que para problemas similares 
g* = g*(u*)' resulta 

f 
a 

g* (O) g* (O) 

~p ~X = Fe: 
(66) 

Na equação (66), g*(O) é uma função do parâmetro me de 
ve ser calculado através da solução numérica da equação 
(43). 

O coeficiente de atrito médio Ia é definido por 

1 i R, ~ T(x,O)dx 

Ia= 
o (67) 

fp(U{R-))2 

onde R, é o comprimento da superfície ao longo da qual o 
fluido escoa. A integração da equação (67) fornece 

I 
2 g*(O) 

= (68) 
a (3m+1) IRe R, 

onde 

Re z _2___!!i R,) R, 
R, \.1 

../ (69) 

Os números de Nusselt locais são calculados atra
ves da Lei de Fourier. Assim, para o problema em e* (u*)' 
resulta 

ou 

qw 

Nu 
X 

(()T) = -K e~(O) 
-K <ly y=O ( U3)lh (O) 

1 E....!!_ g* -Ke~(O)(T..,-Too)~ 4x 

q X 
w 

(T..,- Too)K 
hx 

= -- = 
K 

11 -- T e*(O) g*(O) IRex 

(70) 

(71) 

Nas equações (70) e (71) q.., é o fluxo de calor local na 
parede e h é o coeficiente de filme local. Com base na 
equação (56), a equação (71) pode ser escrita da seguin 
te maneira -

Nux 

IRe; 
= -+ [1- ~~(O)] e '(O) g*(O) (72) 



Na equação (72), e I (O) é obtido da solução das equações 
(49) e (50) enquanto <jl(O) é obtido da solução das equa
ções (53),(54) e (55). Param e n fixos e tais que 2m
- n =O, <jl (O) ee 1(0) são funções do númerodePrandtl Pr . 
Para o problema em e(u*), sem função dissipação, o núme
ro de Nusselt se escreve 

(73) 

No caso do problema em <jl (u*), representado pelas equações 
(53),(54) e (55), estamos interessados em <jl (O). O conhe 
cimento de <jl (O) nos permite calcular a temperatura da pa 
rede adiabática usando-se para isso a eq" ação (61) ou (62). 
No caso do problema em <P*(u*), expresso pelas equações 
(57) e (58)~ ~w-= T

00 
e ~ diferença Tw- T

00 
não pode ser u: 

sada na def1n1çao do numero de Nusselt . Nesse caso def1 
nimos um número de Nusselt modificado da seguinte manei
ra 

Nu 
X 

h X 

K 

Assim, a aplicação da Lei de Fourier fornece 

(74) 

(75) 

Usando-se a equaçao (60) , a equação (75) pode ser escri
ta da seguinte maneira 

(76) 

Na equaçao (76), <PJO) e e 1 (0) são obtidos da solução do 
problema da parede adiabática (<jl 1 (O) =0) e da solução do 
problema homogéneo (sem função dissipação), respectiva
mente. 

O numero de Nusselt médio, para o problema em e* (u*), 
é def i nido por 

r R. q dx 
Jo w h R. Nu (77) 

K 

A integração da equação (77) fornece 

Nu -g*(O) e;(o) 
(78) 

/R"e"i m + 2n + 1 

A equação (56) permite substituir e;(o) na equação (78) 
resultando 

Nu ~(O) 
(79) 

m + 2n + 1 

Para o problema em e (u*), representado pelas equaçÕes 
(49) e (50), E =0 e o número de Nusselt médio se escreve 

Nu 
e I (o) (80) 

m + 2n + 1 

No caso do problema em <jl*(u*), expresso pelas equações 
(57) e (58), o qÚmero de Nusselt médio modificado é defi 
nido por 

Nu h R. 

K 

Jo~ qw dx 

[U( R. )] 2 K 

2 cp 

A integração da equação (81) fornece 

( 81) 

5 

Nu -g*(O) <P ;<o) 

/R"e"i 5m + 1 

Usando-se a equação (60), a equação (82') torna-se 

Nu = g*(O) <j> (O) e ~(O) 
/R"e"i 5m + 1 

(82) 

(83) 

Deve-se observar que a equação (67) só pode ser i~ 
tegrada sem > - 1/3. Param-.- 1/3, a equação (68) mos 
tra que f -.co, isto é, a integral em (67) diverge. Nas 
equações t78), (79) e (80) deve-se ter m + 2n > - 1 pois ,do 
contrário, a integral em (77) diverge . A equação (81) 
também só pode ser integrada se m>-_j/5. Para m-.-1/5, 
as equações (82) e (83) mostram que Nu _.co . A integral 
em (81) diverge. Além dessas restrições deve-se ter 
2m-n = O, para a existência de soluções similares quan
do a função dissipação não é desprezada (E >'O) . 

Problemas Não Similares. Muitos prob l emas das ca 
madas limite termica e hidrodinâmica não apresentam so~ 
luções similares . No presente trabalho será considera
da a não similaridade causada pela forma da velocidade 
potencial (U >'J\XD) ou pela forma da temperatura na pare 
de (Tw- T

00 
>' Bxn) . No caso da inclusão da função dissi~ 

pação na equação de energia, pode-se ter não similarida 
de se 2m-n >'O . Nesse caso o número de Eckert não se rã 
constante e dependerá da coordenada s a0 longo do escoa 
mento. 

Um dos métodos frequentemente usado para a obten
ção de soluções não similares é o chamado método de si
milaridade local [2] ,[3]. De acordo com esse método o 
lado direito das equações (31) e (32) é desprezado. As 
equaçÕes de (31) até (36) são escritas agora da seguin
te maneira 

(84) 

g* e~+ [ <1-Pr)g* g;- 4 Pr 11 (1-u!)] e I-

- 4 Pr u* f 8* + Pr g! E= O (85) 

o (86) 

-411 (87) 

(88) 

o (89) 

Nas equaçÕes de (84) até (89), os parâmetros 11 , f e E já 
foram definidos pelas equações ( 15),(16) e ( 18) respec
tivamente e são funções conhecidas de s = x/L. A variá
vel s pode ser considerada como um parâmetro em cada p~ 
sição x constante ao longo do escoamento. Embora as e
quações (84) e (85) sejam equações diferenciais parciais, 
elas podem ser tratadas como equações diferenciais or di_ 
nárias e resolvidas por técnicas numéricas próprias dos 
problemas similares. 

Um método mais preciso que o método de similarida 
de local é o chamado método de não similaridade local 
[2],[3]. Para usar o método definimos as seguintes va
riáveis 

(90) 

Depois da substituição das equaçÕes (90), as equações de 
(31) até (36) são escritas como 

(91) 



g! e*+ [(1-Pr)g* g~- 4 Pr fl (1-u!>] e~- 4 Pr u* r e* + 

+ Pr g! E = 4 Pr u* ~ s (92) 

g*( ~ ,1) o g*( ~ ,o) g;< ~ .o) -4fl (93) 

e*( ~ ,O) e*< ~ . 1) o (94) 

O próximo passo é derivar as equações de (91) até (94) 
em relação a ~ . 

g! j"- 4fl (1-u; )j' + 2 [g* g~- 3 u*(1+fl)] j -

- 2 ~~ [2 (1-u!)g; + 3 u* g*J = O (95) 

g! s" + [<1-Pr)g* g;- 4 Pr fl(1-u*)] s'- 4 Pr u*(1+r)s + 

+ 2 g* h e ~+ [(1-Pr) (g*h' + g;h)- 4 Pr ~~ (1-u!>] e; -

Jdr e < dE 2 ) < ) 4 Pr u* d~ * + Pr 2 E g* h+ d~ g* = O 96 

j ( ~ ' 1) o 

g*( ~ ,O) j;(CO) + g;(~ ,O) j (~,0) 

s(CO) = o s(C 1) o 

_
4 

an 
a~ 

(97) 

(98) 

(99) 

Nas equações (95) e (96) foram desprezados os termos con 
tendo aj/ a~ e a s/ a~ , respectivamente. As equações (95} 
e (96) são equações subsidiárias às equaçõe s (91) e (92), 
as quais foram integralmente preservadas, pois a aproxi
mação foi feita nas equaçÕes (95) e (96). Tem-se um sis 
tema de quatro equações para as incógnitas g*( ~ ,u*)~ 
e*( ~ ,u*), j( ~ ,u*) e s( ~ ,u*). Para x constante,~ será 
constante e o sistema das equaçÕes (91) a (99) é equiva
lente a um sistema de equaçÕes diferenciais ordinárias. 
Deve-se notar que o problema hidrodinâmico está desaco
plado do problema térmico. Vários outros métodos, como 
por exemplo diferenças finitas, existem para a solução de 
problemas não similares. Esses outros métodos não serão 
aqui discutidos visto que eles não foram usados. Deve-se 
ainda notar que poderíamos preservar integralmente as e
quações subsidiárias e derivá-las em relação a ~. A apro 
ximação seria feita nessas Últimas equaçÕes. Por esse mo 
tivo pode-se dizer que o método de similaridade local e 
um modelo de uma equação,enquanto o método de não simila 
ridade local é um modelo de duas equaçÕes e o método ca= 
racterizado por uma dupla derivação em relação a ~ seria 
um modelo de três equações. 

Os coeficientes de transporte para os problemas não 
similares são calculados da mesma maneira que para os pro 
blemas similares. A única diferença é que nas equações 
(66) e (71) deve-se substituir g*(O) por g*( ~ ,O) e e;(o) 
por e;( ~ ,O). Os valores médios são obtidos por integra
ção dos valores locais levando-se em conta a dependência 
com a variável ~ . 

MÉTODO NUMÉRICO 

A integração das equações das camadas limite hidra 
dinâmica e térmica foi feita usando-se o método de Runge 
-Kutta de quarta ordem. Para a aplicação desse método~ 
torna-se necessário o conhecimento do valor da função a 
ser integrada no ponto inicial e também da derivada da 
função nesse mesmo ponto inicial. Como as equaçÕes dife 
renciais são de segunda ordem (quantidade demovimentoe 
energia) o conhecimento de dois valores iniciais permite 
que a integração seja f e ita passo a passo na direção per 
pendicular ao escoamento . Todavia não são conhecidos tÕ 
dos os valores iniciais neces sários à integração pelo me 
todo de Runge-Kutta. Não se conhece g;( ~ ,O) e e ;(~ ,O)~ 
O que se faz é arbitrar valores para as condições ini-
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c1a1s desconhecidas e refinar esses valores usando-se 
para isso o método de Newton-Raphson e as condições co
nhecidas no final do intervalo. Quando se usa o modelo 
de duas equações, devem ser arbitrados os valores de 
g~(~,O), e;< ~ ,O), j'( ~ ,O) e s'( ~ ,O). Os valores g*( ~ ,1) 
=O, e*( ~ ,1) = O, j( ~ ,1) =O e s( ~ ,1) =O são usados p~ 
ra refinar as condiçÕes iniciais que foram arbitradas. 
Trata-se de uma técnica numérica bem conhecida chamada 
Método do Tiro . 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Cunhas Isotérmicas (n =O) Sem Função Dissipação 
(E =O). A seguir sao ~resentadas a Tabela 1 e 2 que 
dao os valores de faiRex e Nux/~ pa~a vários valo
res de m e Pr =O, 7. Esses resultados sao comparados com 
aqueles de Noronha [10) e Evans [11]. Pode-se observar 
que a concordância é muito boa. Nesse caso o problema é 
similar e não há a dependência com ~ =x/L. 

Tabela 1. Valores de fa ~para n=O e E=O 

m fa~ fa/Rex [10) fa IRex [ 11) 

o 0,664115 0,664115 0,6641145 
1/3 1,514895 1,514894 1,5148951 
2/3 2,045320 2,045319 2,0453194 

1 2,465175 2,465175 2,4651752 
3 4,178221 4,178220 -
5 5,370560 5,370560 5,3705599 
10 7,570261 7,570260 -

1000 75,457203 75,457153 -

Tabela 2. Valores de Nux/ Rex para Pr =O, 7, n=O e E=O 

m Nux/~ I Nux/~ [10) I Nux/~ [11) 

o 0,292682 0,292680 0,292678 
1/3 0,384162 0,384156 0,384156 
2/3 0,444864 0,444858 0,444859 

1 0,495831 0,495866 0,495865 
3 o' 724021 o. 723996 -
5 0,894155 0,894051 0,894047 
10 1,218926 1,218771 -

1000 11.712130 11.711330 -

Deve-se ainda notar que os resultados de [10) e [11) fo 
ram obtidos pela transformação clássica de Blasius en= 
quanto os presentes resultados foram obtidos através da 
transformação de Crocco (equações (43) e (49) com as con 
dições de contorno (45), (46), (50) e n=O). -

As Figuras 1 e 2 apresentam as distribuições g* (u*) 
e e(u*) oara vários valores de 8 = (2m)/(m+1) e para 
Pr = 0,7. 

Placa Plana Isotérmica (n=O) com Função Dissipação. 
Nesse caso tem-se umproblema similar pois a condiçao 
2m-n • O é satisfeita (m=O e n=O). O número de Eckert E 
não depende da variável ~. A solução da equação (43) com 
as condições de contorno (45) e (46) e com m=O fornece o 
segu i nte valor para g*(O) 

g*(O) = 0,664 (100) 

Da equação (66) resulta 

fa ~ - 0,664 ( 101) 

O coeficiente de atrito médio Ia é obtido da equação (68) 
fazendo-se m=O. 

I 
a 

1 ,328 . 
( 102) 

IReR: 
Os resultados expressos pe las equações (101) e (102) es 
tão em perfeita concordância com aqueles encontrados em 
[9]. 



o 0,5 u. 1,0 

Figura 1. Distribuição g*(u*) para var1os ângulos da 
cunha. n =0, Pr =0,7 

1,0 

0,5 

f3=o.o I / i 
{3. -0,14-1 

o 0,5 u. 1,0 

Figura 2. Distribuição 8(u*) para vários ângulos da 
cunha. n=O, E=O, Pr=0,7 
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A Tabela 3 apresenta os valores de - 9 ' (0) e <j>(O) 
para vários números de Prandtl. Esses valores foram ob 
tidos das soluções das equações (49) e (53) com m= o e 
n =0 . 

Tabela 3. Valores de - 8' (0) e <j>(O) para vários valores 
do número de Prandtl. m =0, n =0 

Pr -9 I (O) <j>(O) 

0,6 0,831 o, 770 
0,7 0,883 0,835 
0,8 0,925 0,895 
0,9 0,964 0,950 
1,0 1,000 1 ,000 
1,1 1 ,036 1 ,050 
7,0 1. 943 2,515 

10,0 2,199 2,965 

Os valores de -9'(0) e <j>(O) podem ser ajustados 
com boa precisão através das seguintes fórmulas 

3 
-8'(0) = IPr 0,6 :O Pr :O 10 (103) 

<j>(O) O ,6 :O Pr :O 10 (104) 

Substituindo-se nas equações (72),(73) e (76) os valo
res de g*(O), -9'(0) e 4>(0) dados por (100),(103)e(104) 
respectivamente, obtem-se 

Nux 
0,332 IPr- [1 - ~ !Pr] ( 105) 

/F:é"; 

Nux 3 

0,332 IPr (E=O) ( 106) 
/F:é"; 

Nux 
-0,332Pr% (107) 

/F:é"; 

A equaçao (61) fornece a temperatura de parede adiabáti 
c a Twa 

Para 
ções 

uz 
2 c p 

os valores médios dos 
(79), (80) e (83) dâo 

Nu 0,664 IPr- [1 
.lRe'i' 

Nu 3 
0,664 IPr 

vReR: 
-::-

-0,664 Pr% Nu 

.lRe'i' 

( 108) 

numeros de Nus se lt as equa-

-~!Pr] ( 109) 

(E=O) ( 11 o) 

(111) 

Ressalta-se que os valores dados pelas equações (103) 
até (111) estão de acordo com os resultados apresentados 
em [9], mostrando que a transformação de Crocco repro
duz com boa precisão soluções clássicas encontradas na 
literatura. 

A Figura 3 mostra a temperatura adimensional 9* 
como funç.ão de u* para a placa p 1ana isotérmica (m _=O e 
n =O) e número de Prandtl igual a O, 7. As curvas sao p~ 
rametrizadas pelo número de Eckert E. A temperatura 
9* (u*) foi calculada usando-se a combinação linear ex
pressa pela equação (56). 



1,0 F" I ......L: 

9(u) . ... 
0,5 

0,0 

-0.5 

o 0 . 5 u"' 1.0 

Figura 3. Distribuição 9*(u*) para placa plana isoté~ 
mica e número de Prandtl igual a 0,7. 
n=O, m=O 

Canal Conver ente (m = -1) com Parede Não Isotérmica 
(n = -2 . Trata-se de um problema similar no qual U =A x- 1 

~e Tw- T
00 

= B x- 2 : A condição 2m-_ n = O é satis
feita mostrando que o numero de Eckert nao depende da va 
riável ~. A Figura 4 mostra o tipo de escoamento em es~ 
tudo. 

y 

Sumidouro ----i~ X 

/ 
/ 

Figura 4. Escoamento num canal convergente 

Nesse problema a velocidade potencial U(x) é nega
tiva e m =-1. A equação (29) deve ser substituída pela 
seguinte equação 

T ~- p~3 

4x g*(u*) 

As equações do problema hidrodinãmico se escrevem 

( 112) 

&! g~ - 4(1-u!)g; - 8 u* g* = O (113) 

g*(1) =o g*(o) &;<o) = -4 ( 114) 

A equação (113) pode ser reescrita como 

d g; = _ ~ [4(1 -u!) J 
d u* du* g* 

( 115) 
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Integrando-se (115) uma vez, obtem-se 

g; 4(1-u;) 

g* 
( 116) 

Onde a segunda das condições (114) foi satisfeita. lnte 
grande-se (116) resulta 

g* = 2 ~/2 (1-u )(u +2)% l 3 * * 
( 117) 

onde a primeira das condições (114) foi satisfeita. A e 
quação (117) representa um dos raros problemas da cama~ 
da limite hidrodinãmica para o qual se tem uma solução 
analítica. Da equação (117) resulta 

g*(O) 2,309401 

e ainda 

fa ~ = -2,309401 

onde 

R e 
X 

(-pUx)/)J . 

( 118) 

( 119) 

O valor do produto fa IRex dado pela equação (119) co~ 
corda exatamente com o valor apresentado em [9]. Deve
-se notar que o coeficiente de atrito médio Ia não pode 
ser calculado. Para m=-1 a equação (67) diverge. 

Na Tabela 4 são encontrados os valores de -9'(0) 
e ~(O) para vários números de Prandtl. Esses valores fo 
raro obtidos pela integração das equações da camada limT 
te térmica com m = -1 e n = -2 e também levando-se em con 
ta (112), já que a velocidade potencial U é negativa.-

Tabela 4. Valores de -9 1 (O) e ~(O) para vários valores 
do número de Prandtl. m=-1, n=-2 

Pr I -9 I (O) I 4>(0) 

0,7 0,656 0,836 
1 ,o 0,750 1,000 
2,5 1 ,049 1 ,567 
5,0 1 ,345 2 '170 
7,5 1 ,552 2,610 

10,0 1 '717 2,967 

Os valores de -9 1 (0) e ~(O) podem ser aproximados, com 
u~a precisão típica de 1%, através das seguintes equa
çoes 

-9 1 (0) 

HO) 

0,749 Pr0,362 

0,999 Pr0,477 

(120) 

( 121) 

Para se calcular os números de Nusselt locais basta subs 
tituir nas equaçÕes (72), (73) e (76) os valores de g*(O), 
-9 1 (0) e 4>(0) dados por (118),(120) e (121) respectiva
mente. 

Nux 

lii:e; 
0,865 Pr0 •362 [1 - ~ 0,999 Pr

0
•
477

] (122) 

Nux 0,865 Pr0,362 (E=O) ( 123) 

~ 



-0,864 Pr0 •839 (124) 

Da equação (61) calcula-se a temperatura da parede adia
bática 

( 125) 

Os valores médios dos var1os números de Nusselt não po
dem ser calculados. Com m + 2n = -5 e m = -1 as integrais 
em (77) e (81) divergem. 

Os resultados para a temperatura adimensional 6 (u*) 
são mostrados na Figura 5 para números de Prandtl varian 
do de O, 7 a 1 O. 

Figura S. Distribuição 6(u*) para o canal convergente. 
m=-1, n=-2, E=O 

Na Figura 6 é mostrada a distribuição ~(u*) (canal 
com parede adiabática) para vários números de Prandtl. 

<P (u l .. 

1,0 

o 0,5 1,0 

Figura 6. Distribuição ~(u*) para o canal convergente. 
m = -1, n = -2 

Na Figura 7 tem-se a distribuição ~*(u*) para o c~ 
nal convergente com Tw = T00 • As curvas são paràmetriz~ 
das pelo número de Prandtl. 
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Figura 7. Distribuição ~*(u*) para o canal convergente. 
m=-1, n=-2 

A função ~ (u*) foi calculada a partir da equação 
(60) já que ~(u*~ e 6(u*) são conhecidas. Deve-se ain
da notar que a distribuição e*(u*) pode ser calculada 
através da equação (56). 

Escoamento Plano com Ponto de Esta§nação. Nesse c~ 
so tem-se m = 1. Se a função dissipaçao e incluída na e
quação de energia, a condição de similaridade 2m-n =O 
obriga que n seja igual a dois. A parede não será por
tanto isotérmica. Se a função dissipação não é inclui
da na equação de energia então a condição 2m-n não é ne 
cessária para se obter soluçÕes similares. Esse Último 
caso equivale a fazer E=O na equação da camada limite 
térmica. A Figura 8 mostra o escoamento plano com pon
to de estagnação. 

Figura 8. Escoamento plano com p'onto de,estagnação 

A solução da equação (43) com m=1 e com as condi
ções de contorno (45) e (46) fornece 

2,4652 ( 126) 

O coeficiente de atrito local fa é obtido da equação (66) 

f a 
= 2,4652 

~ 
(127) 

Para o coeficiente de atrito médio Ia, a equaçao (68) 
fornece (m=1) 

I 1 , 2326 (128) 
a 
~ 

As equações (127) e (128) estão em perfeita concordân
cia com os resultados de (10] e [11]. Na Figura 1 está 



apresentada a distribuição g*(u*) para B = 1. Como B • 
= (2m)/(m+1), essa curva corresponde ao presente proble
ma onde m=1. 

Na Tabela 5 são mostrados os valores de -e 1 (0) e 
~(O) para alguns valores do número de Prandtl. Esses re
sultados foram obtidos pela integração das equações (49) 
e (53) com suas respectivas condiçÕes de contorno e ainda 
fazendo-se m=1 e n=2. 

Tabela S. Valores de - e 1 (0) e ~(O) para vários valores 
do número de Prandtl. m=1, n=2 

Pr I - e I <o) I ~(O) 

0,7 0,691 0,835 
1 ,o 0,789 1,000 
2,5 1 '100 1 ,567 
5,0 1,406 2' 170 
7,5 1 ,621 " 2,610 

10 1 '791 2,968 

Na Tabela 6 são apresentados os valores de - e 1 (0) 
para m=1, n=O e E=O em função do número de Prantdl. Nes
se caso a parede é isotérmica. 

Tabela 6. Valores de -e 1 (0) para vários nlimeros de 
Prandt 1. m=1, n=O, E=O 

Pr I 0,7 I 1 ,o I 2,5 I 5,0 I 7,5 I 10 

- e I <o> I o,4o6 I o,463 I o,6ss I o,846 I o,979 1 1 ,085 

Os resultados das Tabelas 5 e 6 podem ser aproximados, 
com uma precisão menor que 17., pelas seguintes equaçÕes 

- e I (o) 0,788 Pr0,358 (n=2) ( 129) 

~ (O) 0,999 Pr0,477 ( 130) 

-e I (O) 0,464 Pr0,371 (n=O) ( 131) 

Os numeros de Nusselt locais são calculados com as equa
çÕes (72),(73) e (76). 

Nux = O 971 Pr0 •358 [1 -...!_O 999 Pr0 •477] ( 132) 
' 2 ' IRe; 

Nux = 0,971 Pr0,358 (n=2) (E=O) (133) 
IRe; 

Nux = 0,572 Pr0,371 (n=O) (E= O) ( 134) 
IRe; 

Nux = -0,970 Pr0,835 (135) 
IRe; 

A equação (61) fornece a temperatura da parede adiabáti-
ca. 

T = T + O 999 Pr0 •477 ~ ( 136) 
Wa oo ' 2 c p 

Comparando-se a equação (136) com a equação (125)conclui 
-se que o canal convergente e o escoamento plano com pon 
to de estagnação apresentam a mesma expressão para a tem 

1 o 

peratura de parede adiabática. Os números de Nusselt mé 
dios são calculados com o auxílio das equações(79),(80) 
e (83). 

Nu 
O 324 Pr0 •358 ~ -...!_O 999 Pr0 •477] (137) ' L' 2 ' ~ 

~ = 0,324 Pr0 •358 (n=2) 
iRe'i 

(E=O) (138) 

~ = 0,572 Pr0 •371 (n=O) 
~ 

(E=O) (139) 

Nu = -0,323 Pr0,835 

~ 
( 140) 

Comparando-se a equação (139) com a equação ( 134) con
clui-se que para a parede isotérmica (n=O) o número de 
Nusselt local para x~~ é igual ao número de Nusselt mé
dio. Isso acontece porque o fluxo de calor é constante 
ao longo da parede e a diferença Tw-T também é constan 
te, acarretando dessa maneira um coeficiente de troca de 
calor constante . 

adi
de 
Fi 
de 

A Figura 9 mostra a variação da temperatura 
mensional e com u* para números de Prandtl variando 
0,7 a 10, m=1, n=2 e sem função dissipação (E=O). Na 
gura 10 tem-Se e=e(u*) para m=1, n=O, E=O e números 
Prandtl variando também entre 0,7 a 10. 

A Figura 11 apresenta a distribuição ~(u*) (pare
de adiabática). As curvas são parametrizadas pelo núme 
ro de Prandtl. As distribuiçÕes de e*(u ) e ~*(u*) po~ 
dem ser calculadas através das equações ~56) e (60) res 
pectivamente. 

e !U.l 

1,0 

0.5 

o 0,5 1,0 u. 

Figura 9. Distribuição e (u*) para o escoamento plano 
com ponto de estagnação . m=1, n=2, E=O 



o 0,5 1,0 u,. 

Figura 10. Distribuição 6(u*) para o escoamento plano 
com ponto de estagnação. m=1, n=O, E=O 

o 0.5 1.0 

Figura 11. Distribuição ~(u*) para o escoamento plano 
com ponto de estagnação. m=1, n=2 

Cilindro em Escoamento Transversal. Trata-se de um 
problema nao similar devido a forma da velocidade U(x). 
A forma da velocidade potencial é a seguinte 

U(x) 2 U sen (~) = 2 U sen(!; ) oo R oo 
(141) 

onde U
00 

é a velocidade do fluido nao perturbado, R é o 
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raio do cilindro e x é a distância circunferencial medi 
da a partir do ponto de estagnação. Consideração sera 
dada ao caso de superfície isotérmica . Da equação (16) 
resulta r =0. Substituindo a equação (141) nas equações 
(15) e (18) resulta 

n E;, cot g (E;,) ( 142) 

E 4 E
00 

sen2 (E;,) (143) 

onde 

2 

E = Uoo 
()() cp(Tw-Too) 

( 144) 

Para a solução por similaridade local (modelo de 
uma equação) as equações (142) e (143) são substituídas 
nas equaçÕes (84) e (85) com as condições de contorno 
de (86) até (89). Para a solução pelo método de não si 
milaridade local as equações (142) e (143) são usadas em 
conjunto com as equações de (91) até (99). Para E;, cons 
tante, esse sistema é equivalente a um sistema de equa= 
çÕes diferenciais ordinárias que pode ser resolvido pe
los métodos clássicos. 

Na Figura 12 são apresentados os resultados para o 
produto f /"Re como função de E;, = x/R. Nessa mesma fi
gura são f:iostr~dos os resultados obtidos por Sparrow [2] 
usando mode los de duas e três equaçÕe s e os resultados 
obtidos por Schonaeur [12] e Terril [13] usando os méto 
dos de diferenças finitas e diferencial diferenças finT 
tas respectivamente. 

o 

SIMILARIDADE LOCAL C/CROCCO 

I 
I I I I 

MODELO DE 3- EQUAo:)ES [ 2] 

I I I I 
DIF. FINITA E EQUACÃO DIFERENCIAL- DIF. 

FINITA [12.13) ----r-

I I I 
ÃO SIMILARIDADE LOCAL DE 

0.4 o. e 1.2 
~·a/R 

1,6 

Figura 12. Variação do produto fa I Rex ao longo da 
superfície de um cilindro em escoame nto 
transversal 

Os resultados de [12] e [13] coincidem totalmente no do 
mínio da Figura 12 e são considerados exatos. Observa= 
-se que o modelo de duas equações (não similaridade lo
cal), com o uso da transformação de Crocco, apresenta r!:_ 
sultados mais próximos aos considerados exatos de que o 
seu correspondente de Sparrow [2]. Por outro lado, ob
serva-se que o método de similaridade local (modelo de 
uma equação) só apresenta bons r esultados para baixos va 
lores de E;, • 

Nas Figuras 13, 14 e 15 são mostrados resultados 
típicos do quociente Nu /~ como função de f;,. Nessas 
figuras r= O (cilindro tsotérmico) e Pr =O , 7. ~ Figura 
13 é para E

00 
= -4 enquanto ~s Figuras 14 e 15 sao para 

E
00 

=O e E
00 

= 4, respe ct 1vamente . 



l{ 
' " :o 
z 

5 [------ SIMILARIDADE LOCAL 
E00• -4 1--- NÃO SIMILARIDADE LOCAL 

I , ,~ 

3 
,V , 

· ~y~ ~ ,' ! , 
~'" 

c::y 
o 

onde E
00 

é dado pela equação (144). Como no caso do ci
lindro em escoamento transversal, será considerada a si 
tuação em que a temperatura da placa é constante (r =0). 

I 

E00 • 4 

o 
~ ~ 

'~ 

~ ' 

' 
-1 

',~ I 
I 

I -2 
' I 
' ' ~ I 

/ 

/ rl 
... ... , 

"' 
.... 
" :o 

z o 0,4 0.8 0,2 0.6 1,0 1,2 1.4 
~ ::::' 1,6 -4 

~ • a/R 

Figura 13. Nux//Re; como função de ~ para o cilindro 
em escoamento transversal. 
E

00 
= -4, Pr = 0,7, r =O 

I 
E

00
- O --

0,5 ---- ---- r::::::---~ :-:--........ 
........ 

'~ 
[{ 0,4 
...... 

:o 
z 

0.3 ', 
\ 

0,2 

----- SIMILARIDADE LOCAL 
0,1 f--- NÃO SIMILARIDADE LOCAL 

o I I l l ----

o 0.04 o.o8 1,2 
~ • x/R 

1,6 

Figura 14. Nux/~ como função de ~ para o cilindro 
em escoamento transversal. 
E

00 
=O, Pr = 0,7, r= O 

Escoamento Desacelerado de Howarth. Outro conheci 
do exemplo de escoamento nao similar devido à forma da ve 
lo ci dade potencial é o escoamento desacelerado de Howarth, 
para o qual 

U(x) u (1 - 2..) = u (1-0 oo L oo ( 145) 

Es s a distribuição de velocidade potencial pode ser inter 
pretada como a que ocorre numa placa plana que começa em 
x =O e termina numa parede infinita, perpendicular à pri 
meira em x =L. A substituição da equação (145) nas equã 
ções (15) e (18) forne ce -

n = _<;, 
~ - 1 

E Eoo (1- f;, ) 2 

( 146) 

(147) 
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I 
I 

----- SIMILARIDADE LOCAL I 
--- NÃO SIMILARIDADE LOCAL I j __ -6 

o 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 

~ • a/R 

Figura 15. Nux//Re; como função de ~ para o cilindro 
em escoamento transversal. 
E

00 
= 4, Pr = 0,7, r= O 

Na solução por similaridade local as equações (146) 
e (147) são usadas em conjunto com as equações numera
das de (84) a (89). Para a solução por não similarida
de local deve-se usar (146) e (147) em conjunto com as 
equações de (91) até (99). Como foi feito anteriormen
te (cilindro em escoamento transversal) o número de 
Prandtl será mantido constante e igual a 0,7. 

A Figura 16 apresenta os resultados para o produ
to fa I Rex como função de ~ = x/L. Na Figura 16 são mo~ 
trados ainda os resultados obtidos por Sparrow (2] usan 
do modelos de duas e três equações e aqueles obtidos por 
Schonaeur [12] e Smith e Clutter [14] usando os métodos 
de diferenças finitas e diferencial diferenças finitas 
respectivamente. 

o.8.---.---.---.---.---.---.---.---.---.-~ 

o. 7 t--11---+--

0,61 1 ....... <1-""":/ 

0,51 I I I'"" I ............._ 

~ .. 
.. o 

0.2 

0,1 

o 0.02 0.04 0,06 0,08 0,10 

~ • a/L 

Figura 16. Variação do produto fa I Rex em função de ~ 
para o escoamento desacelerado de Howarth 



Aqui também os resultados de [12] e [14] coincidemtotal 
mente e podem ser considerados exatos . Na Figura 16 po 
de-se observar que o modelo de duas equações , usando-se 
a transformação de Crocco, se aproxima mais da solução 
exata do que o modelo de três equações de [2). O modelo 
de similaridade local (modelo de uma equação) apresenta 
resultados bastante discrepantes em relação aos outros . 

Nas Figuras 17, 18 e· 19 são mostrados resultados 
típicos para Nux/ I Rex em função de E;; • 

0.6 

[{0.5 
..... .. 
:I 
z 

0.3 

Eco= - 2 
- 1-

r--~ - ---~ 
f----

b.:-::: t::--r----... ~--!---..... ........ 
1- ----- SIMILARIDADE LOCAL ..... 

--- NÃO SliiLARIIDADE LOCAL 
I I I I 

o 0.02 0.04 0,06 0.06 
~= x/L 

Figura 17. Nux/ IRex em função de E;; para o escoamento 
desacelerado de Howarth. 

.. 0.3 

~ ..... .. 
:I 
z 

0,1 

----
-

o 

E
00 

= -2, Pr = 0 , 7, r =O 

Eco• o 
-

- --- --- ::-:::---SIMILARIDADE LOCAL 
NÃ0

1 
SIMILARIDADE LOCAL 

0,02 0,04 0,06 0.06 

~ = x/L 

Figura 18. Nux/ IRex em função de E;; para o escoamento 
desacelerado de Howarth. 

~ .. 0.1 
..... .. 
:I z o 

o 

E
00 

=O, Pr = 0,7, r =O 

----- SIMILARIDADE LOCAL I __ J_ --- NÃO SIMILARIDADE LOCA ------ ----- ---
E .. 2 _ 

ex: I 

0,02 0,04 0,06 0.06 
~ = x/L 

Figura 19. Nux/ IRex em função de E;; para o escoamento 
desacelerado de Howarth. 
E

00 
= 2, Pr = 0,7, r= O 

COMENTÁRIOS FINAIS 

Foi mostrado que a transformação de Crocco pode ser 
usada, com vantagem sobre a transformação clássica de 
Blasius, na solução de problemas das camadas limite hi
drodinãmica e térmica . Foram obtidas soluçÕes similares 
e não similares e em ambos os casos a comparação com re 
sultados disponíveis na literatura mostrou a boa preci= 
são do método de Crocco. 

O fato de se trabalhar no intervalo de 0- 1, ao in 
vês de 0-oo, constitui-se numa das principais vantagens 
da presente transformação. Acrescenta-se ainda o fato de 
que a equação de quantidade de movimento é de segunda or 
dem enquanto na transformação tradicional obtem-se uma e 
quação de terceira ordem. -

Finalmente, cabe salientar, que os benefícios obti 
dos com o uso deste novo procedimento podem ser estendi= 
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dos a outros tipos de escoamentos não similares que não 
sao provenientes da forma da velocidade potencial U(x). 
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MSTRACT 

The st~te-of-the-~rt ln ~Ir ~d I lquld-cooled multl-chlp modules Is ex~mlned. An 
ettempt Is ~de to define Md comp~re the therm~l ch~recterlstlcs ~nd s~l lent 
technologlcel f~tures of 8 dlstlnct modules. The dlscusslon concludes wlth ~ brlef 
explor~tlon of future ther~l control requlrements ln the mlcroelectronlc lndustry. 

INTROOUCTION 

The Electronlc Numerlc~l lntegr~tor ~nd Computar <ENIACl, 
lnvented n~rly 40 ye~rs ego by J, Meuchly end J, P. Eckert et 
the Unlverslty of Pennsylvenle, represents e crltlcel 
lnflectlon polnt ln electronlc technology Md the getewey to 
the progremmllble, hlgh speed computlng devlces of todey. The 
ENIAC wes e ~gnlflcent exemple of vecuum tube technology, 
employlng 18,000 tubes ln cllblnetry welghlng 30 tons end 
stretchlng 80 feet elong 3 wells of e room ( 11, end served to 
demonstre te the utl I lty of mui ti -purpose computlng ~eh Ines. 
However, ENIAC's 140 kW dlsslpetlon end Meen Time Between 
Fellures <MTBFl of 0.5 hours, whlle performlng epproxlm~tely 
5000 lnstructlons per second (5 kiPS or 0.005 MIPSl, 
ln~dvertently est~bl lshed the need for~ new cless of 
electronlc devlce. 

The requisite devlce w~ provlded ln 1958 by J.S. Kllby ln the 
form of the slllcon lntegr~ted clrcult f21 end the slllcon IC 
h~ constltuted the b~slc bulldlng block for the electronlc 
lndustry ever slnce. Moreover, Kllby's lntegr~ted clrcult h~ 
sp~wned en unprecedented lmprovement ln the rellllblllty, speed 
of det~ processlng end storege cepeclty of computlng mechlnes. 
When compered to EN IAC's performMce, the technologlcel 
eehlevements underplnnlng AT&T's Electronlc Swltchlng Systems 
<ESSl computar control ler's 2 minute per ye~r down time (1)(31 
~nd the 24 Mil llons of lnstructlons per Second <MIPSl sc~l~r 
process lng provI ded by Control D~t~ Corpor~tlon 's Cyber 990, ~s 
wel I ~ the I .3 bll llon fl~tlng polnt oper~tlons <GFLOPSl ~nd 
6 nenosecond ~ehlne cycle time of NEC Corpor~tlon's recently 
ennounced SX-2 supercomputer (41, ~nd the 9.6 GFLOPS, 10 
nenosecond clock of the ETA-lO scheduled for dei lvery ~t the 
end of 1986 (4~1, ~ppe~r totel ly mlr~culous. 

Much of the lmprovement ln these system p~ri!IIOOters c~n be 
tr~ to reductlons ln the IC fe~ture slze from the lnltl~l 
sever~l hundred mlcrons down to ~pproxl~tely 10 mlcroils ln 
1975, 2 mlcrons ln 1983 end essentl~lly I mlcron tod~y. As 
suggested ln Tllble I (derlved from (51>, thls mlnl~turlz~tlon 
h~ f~cll lt~ted e dr~tlc lncr~se ln the sc~le of clrcult 
lntegr~tlon from Kl lby's I tr~nslstor per clrcult ln "1958 ~nd 
less then 100 components <trenslstors, dlodes, reslstors or 
c~p~cltorsl per ehlp ln the e~rly 1960's to ~pproxl~tely 
100,000 ln 1980. More recently chlp g~te denslty h~ t~ken ~ 
further jump to 450,000 components ln the 1982 Hewlett-P~ck~rd 
32 bit CPU ehlp (61 ~nd to 460,000 ln Tex~s lnstruments st~tlc 
RAM chlp, reported ln 1984 to be the most complex chlp bullt, 
~s pert of the US Dep~rtment of Defense Very Hlgh Speed 
lntegr~ted Clrcults CVHSICl progrM. (71. 

Tllble I: Evolutlon of lntegr~ted Clrcults 

YEAR TYPE <XlMPONENTS G'.TES l/O 

1960 SS 1-Sm~l I Scele 1-40 1-10 14 
lntegr~lon 

1965 MS l-Medi um Se~ I e 4Q-400 IQ-100 24 
lntegr~tlon 

1970 LS I -L~rge Se~ I e o. 4-4.5k 0.1-lk 48 
lntegr~tlon 

1975 VLS 1-Very L~rge 
Sc~le lntegr~tlon 

4.5-300k I - BOk 64 

1982 ULSI-Uitr~ L~rge I 300k I BOk 160 
Sc~le lntegr~tlon 

1 5 

Thls 5 order-of~gnltude lncre~se ln clrcult lntegr~tlon, ln 
the pest 25 ye~rs, h~ been ~socleted wlth successlve 
revolutlons ln devlce technology, proceedlng from TIL to ECL to 
NMOS end, most recently, to CMOS, ~nd h~ been ~comp11nled by 
slgnl flc~nt verl11tlons ln chlp power dlsslp11tlon, lncre11slng 
substentllll ly 11s ~eh technology epproeches lts lnherent llmlts 
11nd gener11ll y decrees lng es new technolog les ere 11dopted. The 
long term trend h11s, however, been to h lgher eh lp power 
dlsslp11tlons, ~ the m11sslve growth ln gete counts h~s 
overwhelmed the decr~se ln power dlsslpetlon et e~eh gete. As 
11 consequence, chlp h~t remov~l requlrements h~ve rlsen from 
theO.I to 0.3W, typlcel of the SSI devlces used ln thee11rly 
1960's, to I to 3 W, commonly encountered ln todey's LSI ECL 
components end VLSI CMOS devlces, 11nd to velues ln excess of 10 
W for the 10,000 gete, LSI ECL lntegr11ted clrcults beglnnlng to 
~ppeer ln 11dvenced technology computers 14b1. 

Throughout thls perlod the chenge ln the eherecterlstlc 
dlmenslon of loglc chlps h11s been f~r more moderete, rlslng 
from I mm ln 1965, to epproxlm11tely 3 mm ln the mld-70's ~d 
r11nglng from 4 to 8 mm for loglc chlps ev11llllble commerclelly 
ln 1985 1271. As 11 consequence, the V11rl11tlon ln chlp h~t flux 
h11s, wlth minor dlscrepencles, foi lowed the chenges ln power 
dlsslp~tlon. The velues shown ln Tllble 11 reveel th~t the h~t 
fi uxes for tod11y's "cuttl ng edge technology" eh lps ere ln the 
r~ge of 5 to 40 W/sq cm end, thus, comp!lrllble, 11t the upper 
end, to the ther~l l~dlng experlenced by re-entry vehlcles 
end, even 11t the lower end, to h~t fluxes lmposed on rocket 
motor c~ses. Furthermore, es suggested ln Figure I, these 
letter el ements typ I C !I 11 y ett11 I n temperetures between 800 end 
1500 K (~proxlmetely 525 to 1325"C l, whlle successful thermel 
menegement of mlcroelectronlc components, operetlng ln thls 
s11me h~t flux r~nge, h~ generelly requlred thet m11xlmum ehlp 
surfece temper~tures be m~lnt~lned between 50 end 100 •c. 

, .. 
, .. 

q" 
W/CM1 10 

Figure 1: Perspective on Mlc..-lectronlc 
HeetFiuxes 
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The contlnued lmposltlon of thls thermel requlrement, desplte 
the lncre11se ln chlp h~t flux, hes resulted ln the eppl lc11tlon 
of ever more sophlstlceted thermel deslgn technlques to 
Individuei chlps. More lmportently, however, the cruclel need 
to reduce off-chlp time deleys, es wel I es the need to provlde 
slgnlflcently longer system MTBF's et substentl11l ly lower 
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prlces, has recently focussed the efforts of the therrMl 
peckeglng communlty on multl-chlp modules. 

Much of the dlscusslon whlch follows wlll be devoted to 
exemlnlng both elr-cooled and llquld-cooled stete-of-the-art 
multl-chlp modules . Ar1 ef fort wlll be mede to define end 
compare thelr therrMI characterlstlcs and ldentl fy the sellent 
technologlcel features of such modules es Hltechl 's Slllcon 
Cerblde,6-chlp RAM module [81 and IBM's 3090 100-chlp, 500 W 
TherrMI Conductlon Module 1221. The paper wll I conclude wlth e 
brlef eveluetlon of the lmpact of the current trends ln 
computar system archltecture end peckagl ng on multl-chlp module 
thermal control requlrements. 

Toole 11: State-of-the -Art ln Chlp Module Thermal Peremeters 

S INGl.E CHI P MOOULES 

MAX THERMAL 
TECHNOLOGY CHIP S IZE MAX f'CitoiER D ISS CHIP FLUX RES 1ST 

(mm) CWl CW/;!g cml CK!Wl 

Mltsub I sh I 8 X 8 4 6.25 5.2 
Alumlne HTCP [181 

Mltsub I sh I 8 X 8 4 6.25 4.7 
SIC [261 

Hew lett-Peckard 6,3 X 6,3 4 10.10 s. 7 
Flnstrate [271 

Hltach l S-810 1,9 X 4 I 13.1 7.0 
[281 

Fujltsu M-380 4,5 X 4,5 3 14.8 s.o 
[29, 29al1 

Fujltsu M-780 9,3 X 9,3 6.5 7.5 3.5 
[29a,a I r-coo I edl 

Fuj 1tsu M-780 9,3 X 9,3 9.5 11.0 2.5 
l29a,weter-cooled 

Burrough s PGA 4,5 X 4,5 5 24.3 12 
[301 

Motor o I e MCA-2 7 X 7 12 24.5 3.3 
[311 

Sperry Compact HX 5 X 5 lO 40 4.9 
[321 

MULTI-CHIP MODULES 

Mltsub I sh I HTCM 8 X 8 4 6.25 7.3 
[ 191 

NEC SX Llq Coo l 8 X 8 I 5.4 I 8.4 5 
Module !241 Cweter cooledl 

Hltach I RAM J,9 X 4 I 13.1 34.7 
[ 171 

IBM 4381 4,6 X 4,6 3.8 17.0 17.0 
[ 101 

IBM 3090 4,85 X 4,85 7 29.8 a. 1 
TCM 1221 (weter cooledl 

NTI grooved 8 X 8 15.1 23.6 3.3 
substrate [331 Cweter cooledl 

CH IP MOOULE THERMAL RES ISTANCE 

DEF lN ITION 

Due to the sI gn I fI cant v ar latlons I n the emb I ent condi ti ons, 
power dlsslpatlons and ai loweble chlp or junctlon temperaturas 
assoclated wlth the varlous electronlc system conflguratlons 
end/or lmposed by the manufacturers of computers, the therrM I 
performance of chlp peckaglng technlques Is commonly compered 
on the bas Is of overell Cjunctlon-to-cool antl thermel 
reslstance, Rr· Thls peckaglng flgure-of-merlt Is generelly 
defl ned ln e purely emplrlcel fashlon to equel 

Rr=CTrTtl I qc , K!W (I) 

where T 1 and T f are the j unctl on end coo I ent (fI uI d l 
tempera~ures, respectlvely, end qc the chlp heat dlsslpetlon. 
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Unfortunetely, however, most meesurement technlques are 
lncepeble of detectlng the actuei junctlon temperatura, J,e . 
the temperatura of the srMI I volume et the Interface of p-type 
end n-type semlconductors, end, hence, thls term generelly 
refers to the everage temperatura or e representativa 
tempereture on the eh 1 P• SI nce the fe li ure rate of I ntegreted 
clrcults hes long been known to be eccelerated by an lncrease 
ln junctlon temperatura [341, the lowest value of Rr Is to be 
preferred. 

Examlnatlon of varlous peckaglng technlques reveals that the 
junctlon-to-coolant thermal reslstance Is, ln fact, composed of 
an Internal, largely conductlve, reslstance and an externa!, 
prlmerlly convectlve, reslstance. The Internal reslstance, 
Rlc• Is encountered ln the flow of dlsslpated heat from the 
attlve chlp surface through the materiais, used to support end 
bond the eh I p, and on to the case of the 1 ntegrated c 1 r cu I t 
package. The flow of heat from the case dlrectly to the 
coolant, or lndlrectly through a fln structure and then to the 
coolant, must overcome the externa! reslstance, Rex' 

INTERNAL RES I STANCE 

Conductl v e therrM I transport Is governed by the Four ler 
Equatlon whlch, ln l-dimensional form, Is expresslble as [351: 

q = k A dT/dx , W (2) 

where q Is the heat flow, k Is the thermal conductlvlty of the 
medlum , A Is the cross-sectlonel area for heat flow and dT/dx 
the temperatura gradlent ln the dlrectlon of heat flow . For 
compos I te, rectlllnear structures, as encountered ln many eh lp 
modules, the Fourler Equatlon (wlth temperatura and time 
lnverlant própertlesl, takes the form: 

q = cr1-T0 >!Í.CAx/kAl C3l 
/> 

where T1 and T are the temperaturas Internal and externa! 
to the compos !~e structure, respectl vel y, .ox the th I ckness of 
the material ln the dlrectlon of heat flow, and the summatlon 
slgn pertalns to p dlstlnct layers of material. Assumlng that 
power Is dlsslpated unlformly across the chlp surface and heat 
flow to be lergely 1-dlmenslonal, Eq 3 can be used to provlde a 
flrst-order approxlmatlon for the Internal chlp module 
res lstance, as: 

Rjc = CTrTcl/ ~ = z GAx/kAl , KIW C4l ,. 
When expressed 1 n th Is form, the summed terms are seen to 
represent the thermal reslstences of the Individual layers of 
si I lcon, soldar, adheslves, etc. As the thlckness of each layer 
decreases and/or the thermal conductlvlty and cross-sectlonal 
area lncrease, the reslstance of the Individual layers 
decreases. Although 2-dlmenslonal conductlon effects are often 
of slgnlflcance ln chlp packages, especlally ln the presence of 
non-unlform power dlsslpatlon ln the ehlp, Eq 4 does suggest 
that R1 can be eltered, not only by the eholce of support 
materl~Ys and bondlng technology (J,e, cholce and thlckness of 
bondlng materiais), but also by e change ln geometry and, 
partlcularly, the cross-sectlona or "foot-prlnt" area of the 
chlp and case. An evaluatlon and oomparlson of chlp packaglng 
technologles on the basls of Rlc• whlch Ignores thls 
geometrlc lnfluence, may well lead to erroneous concluslons• 

EXTERNAL RES I STANCE 

The reslstance to therrMI transport from a surface to e fluld 
ln motlon, l.e. the convectlve reslstence, varies lnversely 
wlth the wetted area and the heat transfer coefflclent, h. For 
a particular geometry and flow regime, h may be found from 
evalleble emplrlcal correlatlons and/or theoretlcal relatlons . 
For flow elong plates and ln the lnlet zones of parallel-plate 
channels, as may wel I be encountered ln electronlc cool lng 
appllcatlons, the low veloclty, or laminar flow, average 
convectlve heat transfer coefflclent Is glven by [341: 

h=0.664 (k/ll (Rel0.5 CPrl0,333 , W/m2K (5) 

for Re ~ 2 x 105 

where k Is the fluld thermal conductlvlty, I the eharecterlstlc 
dlmenslon of the surface, Re the Reynolds Number Cequal to 
pVl?'-l and Pr the Prandtl Number <c...,./kl. lnsertlng the 
varlous parameters assoclated wlth tfie Re and Pr ln Eq 5, the 
laminar heat transfer coefflclent Is found to be dlrectly 
proportlonal to the square root of fluld veloclty and lnversely 
proportlonal to the square root of the cheracterlstlc 
dlmenslon• Furthermore, lncreases ln the thermel conductlvlty 
of the fluld and ln the Pr, as are encountered ln replaclng alr 
wlth a I lquld coolent, can be expected to result ln hlgher heat 
transfer coefflclents. 



ln hlgher veloclty, turbulent flow, the dependence of the 
convectlve hoot transfer coefflclent on the Reynolds Number 
lncreases and Is typlca l ly glven by 1341: 

h;0.036 <k/1 > <Relo . 8 <Prlo. 333 , W/m2K < 6l 

for Re I 3xl05 

ln thls flow regime, the convectlve heat transfer coefflclent 
Is, thus, found to vary dlrectly wlth the veloclty to the 0.8 
power and lnversely wlth the characterlstlc dlmenslon to the 
0.2 power. The dependenoe on fluld conductlvlty and Pr remalns 
unch anged . 

Applylng Eqs 5 or 6 to the transfer of heat from the case of a 
chlp module to the coalant, the externa! reslstance, R x = 
1/hA, Is found to be lnversely proportlonal to the wet~ed ar ea 
and to the coai ant veloclty to the 0. 5 to 0. 8 power and 
dlrectly proportlonal to the !ength scale ln the flow dlrectlon 
to the 0.5 to 0.2 power . lt may, thus, be observed that the 
externa! reslstance can be strongly lnfluenced by the fluld 
veloclty and package dlmenslons and that these factors must be 
addressed ln any meanlngful evaluatlon of the external thermal 
reslstances offered by varlous packaglng technologles. 

For a flxed value of the convectlve heat transfer coeftlclent, 
the externa! reslstance can be redu~ed by enlarglng the surface 
aroo ln contact wlth the coai ant . Slnce lt Is also generally 
deslrable to minimize the projected area or "foat-prlnt" of the 
chlp module, thls extended aroo Is best provlded by a fln 
structure or compact hoot exchanger attached to the modu I e 
case. However, the presence of the I ln structure and an 
addltlonal bondlng layer (needed to attach the fln to the 
case), lntroduces new thermal reslstances whlch must be 
lncorporated ln the expresslon for the externa! reslstance . 

ln the context of the present approxlmate formulatlon for chlp 
module thermal reslstance, the fin-to-case Interface can be 
trooted as an addltlonal material layer wlth a reslstance of 
~x/kA, and use can be made of the "fln efflclency" concept to 
deal wlth the conductlve reslstance of the fln structure. Fln 
efflclency, "] . Is generally deflned as the ratlo of the average 
temperatura dlfference between the fln and the coolant to the 
temperatura di fference between the fI n base and the coai ant 
1351. Fln efflclency can, thus, be expected to range from O to 
1, wlth hlgh thermal conductlvlty, short, thlck fins provldlng 
the h I ghest vai ues of / • 

Uslng thls approach, heat transfer by a fln or fln structure 
can be expressed 1 n the form 

(7) 

where qf Is the fln hoot dlsslpatlon, "1 ls the fln 
efflclency, T0 -Tf the temperatura dlfferenoe between the 
base and the coo ant, and A the fui I, wetted aroo. Slnoe the 
externa! reslstance of a chlp module Is deflned ln terms of the 
temperatura dlfference between the case and the coolant, Eq 7 
can be used to modlfy R..x to reflect the contrlbutlon of a 
fI n structure or compact hoot exch anger, as 

(8) 

ln an optlmally deslgned fln structure, can be expected to 
fali ln the range of 0. 5 to 0.7 1351. Relatlvely thlck fins ln 
a low veloclty flow of gas are llkely to yleld fln efflclencles 
approachlng unlty . Thls same unlty value would be approprlate, 
as wel I, for an unflnned surfaoe and, thus, serve to generalize 
the use of Eq 8 to ali package conflguratlons . 

TOTAL RESISTANCE 

To the accuracy of the assumptlons employed ln the precedlng 
development, l .e. unlform heat dlsslpatlon and i-dimensional 
conductlon, the overall chlp module reslstanoe can be found by 
summlng the Internal and externa! reslstances glven by Eqs 4 
and 8, to yleld 

RT=R Jc -IR8 x=$ .o. x/kAl + <1ryhAl < 9> 

ln evaluatlng the thermal reslstance by thls relatlon core must 
be taken to determine the effectlve cross-sectlonal area for 
hoot flow at each layer ln the module . For slngle-chlp modu les, 
the requisite areas can be readlly obtalned, though core must 
be taken to conslder posslble voldage ln sol der and adheslve 
layers. The determlnatlon of the approprlate areas ln multlchlp 
modules Is for more dlfflcult but, for modules lnvolvlng chlps 
of ldentlcal geometry and power dlsslpatlon, thls task can 
generally be performed to an acceptable levei of accuracy by 
deflnlng a "unlt cell" around each chlp ln the module. 
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As prevlously noted ln the development of the relatlons for 
externa! and Internal reslstances, Eq. 9 shows RT to be a 
strong functlon of both the convectlve heat transfer 
coefflclent and geometrlc parameters (thlckness and 
cross-sectlonal area of each layer). Thus, the lntroduct lon of 
a superior coalant, use of thermal enhancement technlques whlch 
lncrease the local heat transfer coefflclent, or selectlon of a 
heat transfer mode wlth lnherently hlgh heat transfer 
coefflclents (e.g. bolllngl wll I ai I be reflected ln 
approprlately lower externa! and total thermal reslstances . 
Slmllarly, lmprovements ln the thermal conductlvlty of and 
reductlon ln the thlckness of the relatlvely low conductlvlty 
bondlng materiais (e.g. soft soldar, epoxy, slllconel would act 
to reduce the Internal and total thermal reslstances . These two 
categorias of packaglng changes, hlgher heat transfer 
coefflclents and thlnner bondlng layers, can , lndeed , be vlewed 
as packaglng "lmprovements" andare properly reflected ln lower 
values of the flgure-of-merlt, l.e. the overall thermal 
res lstance. 

However, frequently, even more dramatlc reductlons ln the tota l 
reslstance can be achleved slmply by lncreaslng the 
cross-sectlonal area for heat flow, wlthln the chlp module 
(e.g. chlp, substrate, heat spreader) as well as along the 
wetted, exterior surfaoe. The lmplementatlon of thls "scale-up" 
approach generally results ln a largar module footprlnt and/or 
lower volumetrlc packaglng denslty, both of whlch are hlghly 
undeslrable and yet Is rewarded wlth a better packaglng 
flgure-of-merlt. Evldence for thls dlfflculty can be found by 
comparlng the Hltachl S-810 alr-cooled, slngle-chlp package 
1281 and the Motorola MCA-2 alr-coaled, slngle-chlp package 
1311 llsted ln Table 11. Whlle the Hltachl package offers a 
reslstance whlch Is twlce that of the Motorola package,

2
6 of 

the Hltachl slngle-chlp modules are mounted on a 2. 5 cm 
ceramlc substrate and extend approxlmately 1 cm hlgh. By 
contrast, although both packages are coaled by amblent alr at 
comparable velocltles, 5 m/s for the ~-810 and 3. 8 m/s for the 
MCA-2, one MCA-2 PGA package Is 15 cm ln area and nearly 2 
cm hlgh. Further support for thls concern can be found by 
comparlng the dlmenslons and thermal reslstances of the 
multl-chlp modules, shown ln Table 11 and III, as wlll be 
dlscussed ln a later sectlon• 

ln evaluatlng packaglng approaches, lt must, theretore , be 
understood that the thermal reslstance Is nota true 
flgure-of-merlt and lf RT Is to be used core must be taken to 
determine the speclflc reason<s> for a change ln 
chlp-to-coalant thermal reslstance. Alternatlvely, a more 
conslstent thermal packaglng flgure-of-merlt must be sought . 

MULT 1-Qi I P MODULES 

ln recent years most of the leadlng manufacturers of computers 
and other mlcroelectronlc equlpment have begun to develop the 
technology and packaglng strategles needed to lnsert multl-chlp 
modules lnto thelr product famll les. Several companles, notably 
Hltachl !8,171, have chosen to emphaslze /mother chlps', or 
relatlvely small modules contalnlng 4 to 6 small chlps on a 
common substrate, wh li e many others h ave pursued the 
development of substantlally largar modules contalnlng 30 to as 
many as 133 chlps, as ln IBM 3080's TOM !91 

Table li I dlsplays the sallent thermal features of a selectlon 
of alr and water-coaled, multl-chlp modules based excluslve ly 
on descrlptlons ln the open literatura or presented at recent 
conferences. Although most of these modules have been used ln 
operatlng, commerclal equlpment, the absence of unlformlty ln 
the veraclty and depth of the avallable detall slgnlflcantly 
constralns the accuracy of any comparlson of thermal 
characterlstlcs. Nevertheless, ln succeedlng sectlons, an 
effort wlll be made to define the prlmary thermal packaglng 
features of thls representativa sample of multl-chlp modules. 

A I R-<XlOLED MODULES 

IBM 4381 Modu I e: 

The recently released IBM 4381 mld-range processar, elements of 
whlch are descrlbed ln !10,1 1,161, conslsts of a slngle board 
contalnlng 22 modules. Each of the modules shown ln Figure 2 Is 
64 x 64 mm and approxlmately 40 mm hlgh and houses up to 36, 
though typlcally 31, loglc chlps of approxlmately 7000 
elementary components, or 704 clrcults, ln an area of 4.6 x 4. 6 
mm 1161. ln each 882 Input/Output pln module the chlps are 
solder-bumped on a multl-layer-ceramlc <MLCl substrate and 
separated from a ceramlc cap by a layer of thermal paste, 0. 1 
to 0.35 mm (4-14 mllsl thlck. The ceramlc cap, tln-lead 
soldered over a 1.5 mm wlde seal band, supports a 25 mm hlgh 
array of 256 hol low-pln Alumlnum fins coaled by a wlde jet of 
alr exhaustlng from a nearby vertical plenum. The deslgn of 
thls plenum providas for the parai lei flow of alr jets onto 



aach rodu l e and thus pr ovidas an lden t lca l amblen t a l r 
tEJnperature for each fln arr ay , regar d l ess o f loca t l on on the 
board . 

Figure 2A: TheiBM 4381 Alr·Cooled Module 
lmplneem-nt Mode Coollng 

~~ 
SECTIONA-A 

PRINTED CIRCUIT BOARD 

Figure 28: The IBM 4381 Alr-Cooled Module 
Modute Ctoee-Sectlonlll Y'-w 

Based on lnformatlon provlded ln I 10 1, l t appears that 55% of 
t he hea t rei eased by the eh lps conduct s down lnto the MLC 
substra t e and 45% up through the th erma l pas te to the cap. 
Hcwever , ro r e than h ai f of the heat flowl ng lnto th e MLC 
conduct s back up t hrough the sol der sea l to the cap. Thus , ln 
tota l , nearl y 75% of t he dlsslpated heat ex lts the modul e via 
the fl n ar ray and the remal nder Is r emoved at the exposed 
surfaces of the board . 

Thls thermal deslgn, wlth an alr flow o f 2 11 llters/sec at 20mm 
of water pressure head, has been found to f acl lltate the 
transfer of up to 3.8 W per chlp, 90 W per modul e and 1.3 kW 
per boar d , wh lle malntal n l ng al i the chlps below th e maxlmum 
speclfled t emperatura of 90 ° C I 10 1. l t may be not ed that 
whl l e 3. 8 W represents the maxlmum chlp dlss lpatl on , th e 
average value for a hlgh dlssl patlon module r anges f r om 2.5 to 
2.9 W and the average chlp dlsslpatlon for th e 22 module system 
Is onl y 1. 65 w. The IBM 4381 module h as been sh own to provida 
an externa! res lstance, based on total modu I e power, of 
approx l mately 0. 23 K/W lor Kl per Watt. Al ternatel y, ln a 
module contalnlng 36 ldentlcal chlps, the chl p-to-alr thermal 
reslstance has been found to equal 17 K/W, d lvl ded nearly 
equa l ly between the exter na ! 18 KIWI end I nternei 19 K/Wl 
res lstances I 101. 

Due to th e heat spreadl ng effect of t he cap and substrate, a 
ree ll stlc , though stl l I conservetlve, assessment of chlp 
temperat ur a can be obtalned by uslng the modu le-based externa! 
res I stance to daterml ne the cap temperatura end the eh lp-besed 
I nterna l r eslstance to calcu l ate the chlp-to-cap t emperatura 
dlfference. Followlng thls procedure , a 3.8 W ch lp ln a 90 W 
4381 module, cooled by amblen t alr at 25 •c, woul d atta ln a 
tEJnperature no greeter th an 80 ° C rath er th an the 89. 6 K/W 
attalned lf each and every chlp dlssl pat ed 3.8 w. 
A close examl natlon of the 4381 Module revee l s th at lts thermal 
performence Is lntlmatel y related to three l nterfece 
reslstances: the /thermal paste' layer , t he capMLC see l and 
the fl n ar ray/cap attachment. Dueto the slgnl f lcant th ermal 
reslstance of the paste layer, epproxlmate l y 8 K/W f or a 
0. 25 mm 110 mll l layer wlth k• l .25 W/mK I III , f a llure to 
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closely oontrol manufecturlng tolerances on the cerll!llc cap and 
solder-bumped chlps could lnàuce unacceptab l y large 
chlp-to-chlp temperatura verlatlons and excessiva temperaturas 
at hlgh-power, large-gap chlps. Slmllarly, slnce some 30% of 
the dlsslpeted heet flows through the capMLC seel and 75% 
across the bond between the cep and the f ln array, these 
reslstances must be mlnlmlzed by des l gn and mal ntelned close to 
deslgn values durlng assembly, lf chlp temperaturas are to 
r emaln at acceptable levei s . 

Hltechl Slllcon-Carblda RAM Module: 

ln an attempt to provi de a rei leble, densely-packaged and 
thermal ly-acceptable IC package, Hltachl's Devlce Development 
Center has focussed much of lts recent effort on /mother 
chlps', or small multl-chlp modules 181. The 27. 4 x 27. 4 mm 
and approxlmately 16 mm hlgh, 108 lead Slllcon Carblda module , 
dascr l bed l n !8,171 and shown ln Figure 3, epltomlzes thls 
approach. 

Figure 3: The Hltach l SIC RAM Module 

ClEL 

The Hltaceram 101 SIC RAM module contalns 6, l-Watt, ECL chlps, 
each 1. 9 x 4 mm and provldlng I kblt of memory, soldar-bumped 
to a slllcon substrate whlch Is, ln turn, gold/tln eutectlc 
bondad to the SIC. Both the Alumlnum fln structure and the I ld 
are attached to the module wlth e layer of sI li cone rubber 
lwlth f i I lerl, approxlmately 50 mlcron thlck· The chlps are 
encapsul ated ln slllcone gel for pr otectlon from humldlty and 
from al pha partlcles emanatlng from the soldar . 

Th e heet released by eech chlp Is conducted through 77 soldar 
bumps !52 of whlch ere purely thermal ln functlonl to the 
slllcon substrate, or /mother chlp' and then through the low 
reslstence gold eutectlc bond to the SIC. An Alumlnum heat 
slnk, approxlmately 8 mm hlgh end 20 x 20 mm at the base, "'lth 
4 longitudinal fins, serves to transfer the dlss l pated heat to 
the amblent elr blo"'n pest the RAM module• 

Table III : Multl-chlp Module Perll!leters 

GENERAL 

eh lp area 
TECIWLOGY ~ ~ I trens* ~ frectlon- Helght 

( x I o3> lmm 2l (mm) 

Mltsublshl HTQ.I 9 624 108 66 X 66 
( 191 

Hltach I RAM 6 108 1 27. 4x27.4 
( 171 

Hon eywe I I SLI C 110 240 1 OOxBO 
!231 

NEC SX 36 2177 144 125xl25 
(24 1 

IBM 4381 36 882 252 64 X 64 
( 101 

IBM 3090 100 1800 600 150 X 150 
22 I 

NTT !33 1 25 900 1 85 x I 05 

* based on an average of 4 translstors per gate 
**chlp-to-module aree ratlo ; *** assumed value for 
module-to-module spaclng 

0.13 22 

0.06 16 

1 '50 

0. 15 60 

0.19 40 

o. to 60 

0. 18 5*** 



T~RMAL 

TOTAL Heat 
TEOiNOLOGY DISP MX QiP Q He~t FI ux Denslty RINT* 

<Watts> <W~tts> <W/an2> <W/an3> (K/WJ 

Mltsub I sh 1 36 4 0.83 0.,4 3.0 
HTCM I 191 

Hlt~ch 1 RAM 6 o.8 0.5 lO. I 
I 171 

Honeywel I 60 0.5 0.9 0.2 
SLIC 1231 

NEC SX 250 5.4 1.6 0.3 
LCM !241 

IBM 4381 90 3.8 2. 2 0.5 9.0 
IMPNG I 101 

IBM 3090 500 7.0 2.2 0.4 7.2 
TCM 122 I 

Nn 1331 377 15.1 4.2 8.4 2.8 

*b~ed on the chlp heat dlsslp~tlon 
RINT=Intern~l Therm~l Reslstence;REXTaExtern~l Therm~l 
Res lst!!nce 

REXT* 

<KIW> 

4.3 

24.6 

(60) 

( 5) 

8.o 

1.5 

o.s 

The results reported ln I 171 reveal the theoretlc~l ther~l 
reslstence of the RAM module, ~t !ln !!Ir veloclty of 3 m/s, to 
be 34.7 KIW, b~sed on the heat dlsslp~tlon of ~ slngle chlp, or 
ne!!rly 5.8 KIW, b~sed on tot~l module dlsslp!!tlon. Thls l!!tter 
v~lue comp~res most f!!vorably wlth ~ me!!sured v~lue of 5.5 K/W. 
The theoretlc~l v~lue corresponds to~ chlp-to-slllcon 
substr~te reslstence of 1.44 K/W, c~lcul~ted on the b~sls of 
module dlsslp~tlon, negllglble reslst~nce through the gold 
eutectlc bond, en ~ddltlon~l 0.25 KIW lmposed by he~t 
conductlon through the slllcone rubber bondlng the heat slnk to 
the module end, f ln~lly, the res lst!!nce of the f ln structure 
equ!!lllng 4.1 K/W. The !!lr-cooled heat slnk ~nd the soldar-bump 
structure ~re, therefore, the two prlm~ry therm~l reslst~nces 
ln the Hlt~ch 1 RAM modu I e. 

Uslng the st~ted theoretlc~l therm~l reslst~nce v~lues anda 
module dlsslp!!tlon of 6 Wetts, for "25 KIW lnlet elr 
temper~ture end "" essumed 10 <>C rlse ln the ~Ir flowlng past 
the modules, the ~xlmum chlp temper~ture c~n be expected to 
~pproech 70 •c . The rel!!tlvel y modest temperatura r !se ~t the 
chlp would ~ppe~r to ~llow ~dequ~te therm~l control of the 
Hlt!!chl RAM module ~t the steted ~Ir veloclty of 3 m/s. 
However, lt should be noted th~t. ~ssumlng lemln~r flow ln the 
fln pesseges end uslng Eq. 5, ~t ~ more typlc~l veloclty of 6 
m/s, the extern~l module reslstence could be expected to 
dacrease to !!pproxlm~tel y 3 K/W. As ~ result, the tot~l 
reslstence from chlp-to-alr for the 6 m/s alr veloclty Is 
llkely to epproech 4.5 KIW per w~tt of module dlsslp~tlon or 
27 KIW b~ed on the dlsslp~tlon of en lndlvldu~l chlp. 

As prevlously noted, the thermal reslstence of the Hlt~cer~ 
substr~te. shawn ln 1171 to equ~l ~pproxlm~tely 0.025 KIW, 
results ln ~ negllglble temper~ture rlse of 0.15 "C for~ 
module dlsslp~tlon of 6 W~tts. Whlle et flrst gl!!nce thls 
result ~ppe~rs to provida~ thermel Justlflc~tlon for the use 
of SIC, lt must be noted th~t lf Alumln~ were used ~s ~he 
substr~te ~terl~l <wlth " therm~l conductlvlty 13.5 times 
lower then SIC>, th Is reslstence would stlll be rei ~tlvel y 
negllglble ~t 0.34 KIW !!nd "resultln§ temper~ture dlfference 
through the substr~te of less then 2 C.. Reduced I ~terei 
conductlon ln the low conductlvlty substr!!te ~y result ln ~ 
hlgher heat flux through the slllcone rubber l~yer, whlch bonds 
the heat slnk to the substr!!te, end produce" consequent rlse 
I n the temper~ture di fference through the rubber. Hawever, 1 n 
the present deslgn thls reslst~nce <~t 0.14 KIW> ~ccounts for 
less then 1. • C Md Is, thus, un llkel y to exceed 2 KIW even 
wlth ~ low conductlvlty substrete. 

These c~lcul~ted v~lues ~ppeer to suggest th~t. contr~ry to 
some reports ln the llter~ture, the hlgh ther~l conductlvlty 
of SIC m~y be of I lmlted slgnlflcance ln determlnlng the 
ther~l perfor~nce of, ~t leest, ~lr-cooled multl-chlp 
modules . Nevertheless, the use of such substr~tes ~y well be 
Justlfled by the ne~r-equ~llty of the Ther~l Coefflclents of 
Exp~nslon of Slllcon end SIC le~dlng to slgnlflc~ntly lower 
therm~~l stress ln the soldar Jolnts ~nd/or bondlng l~yers 
between these two m~~terlels. 
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Mltsublshl Hlgh Thermel Conductl on Module: 

Mltsublsh l 's concern ovar the hlgh thermal reslstance of 
fllp-chlp bondad davlces h~s led to the davelopment of a 
p~ck~glng technology for LSI chlps whlch rei les on heat 
trensfer from both the top and soldar-bump sldes of each chlp 
to echleve a rel~tlvely l0oo1 Junctlon-to-amblent thermal 
reslstMce 118,191. A 66 x 66 x 22 mm hlgh, 624 1/0, multl-chlp 
pln-grld arr~y module represents one ertlcul~tlon of thls 
p~ck~glng concept and Is descrlbed ln det~ll ln 1191. 

Figure 4: The Mltsublshl Hlgh Thermel 
Conductlon Module 
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Thls Mltsublshl module, shown ln Figure 4, cont~lns nine 
3-kg~te ECL chlps, each 8 x 8 mm wlth 223 1/0's end a mexlmum 
dlsslp~tlon of 4 W~tts, whlch ere soldar-bumped to the 
substrate (apparently Alumlna) and soldered on the top to~ 
13 x 13 x 0. 25 mm thlck copper pl~te. Durlng assembly the 
copper pl~te Is pressed up ag~lnst the cer~mlc cap encloslng 
the chlps, the module Is fi I led wlth Hydrogen and the ~ssembly 
heated to melt the sol der, se~llng the module and attachlng the 
copper heat spreadars. When the module h~s cooled, ~ 
longltudln~l-fln heat slnk Is epoxled to the module c~p . The 
cool lng of the structure and sol ldlflc~tlon of the soldar were 
found to produce ~ nomln~l 30 mlcron gap between the copper 
pl~te and the cap. 

ln oper~tlon heat released by the chlps flows to the heat slnk 
~long two parai lei paths, one p~sslng through the sol der bumps 
~nd the substrate Md then on to the cap and heat slnk through 
the module se~l and the other p~th golng dlrectly to the c~p 
end heat slnk vi~ the thermel spreadar md the gas gap. A 
det~lled therm~l an~lysls of thls multl-chlp module, reported 
ln I 191, revealed that, ln the ~bsence of heat transfer from 
the plns to the ~Ir (a conserv~tlve assumptlonl, a chlp loc~ted 
~t the edge of the substr~te could be expected to dlsslp~te 
epproxlmately 18% of lts heat through the soldar bumps end 82% 
ecross the gas gap, wh 11 e on I y 13% of the heat wou I d go through 
the sol der bumps of the center chlp. The resultlng 
chlp-to-amblent therm~l reslst~nce, deflned ln terms of the 
chlp power dlsslpatlon, was calculated to be 6.8, 7.0 and 
7.3 KIW for a corner chlp, an edge chlp ~nd the center chlp, 
respectlvely, at an lmposed alr veloclty of 6 m/s. Measured 
v~lues ln the veloclty renge of 2-6 m/s, wlth an lnlet alr 
temper~ture of 25"C, were generelly found to ~gree wlth the 
c~lcul~ted v~lues to wlthln 5%. 

The over~l I thermal reslst~nce of the Mltsublshl multl-chlp 
module w~s found to lnclude ~ 3.0 K/W chlp-to-heat-slnk 
reslst~nce for the central chlp end ~n lntern~l reslstance of 
~pproxlmetely 2.5 KIW for the perlpher~l chlps. Test results 
shown ln I 191 lndlcate that the conductlon reslstance of the 
g~p between the heat spreader ~nd the cer~mlc c~p. when the 
module Is fi I led wlth pressurlzed Hydrogen, ~ccounts for less 
th~n 0.5 KIW (though c~lcul~tlons would suggest ne~rly 
0.9 K/W). For the dlmenslons shown therm~l conductlon through 
the Slllcon chlp, Copper heat spreader ~nd Ceremlc cap appears 
to contrlbute approxlmately 0.6 to 1.2 KIW to the lntern~l 
therm~l reslst~nce of the centr~l chlp. lt m~y. thus, be 
surmlsed that the three Interface reslst~nces, offered by the 
sol der used to ett~ch the heat spreader, by the Hydrogen I ayer 
and by the epoxy bondlng the heat slnk to the module cap, 
~ccount for more than 50% of the Internal reslstance. Assumlng 
en ~Ir lnlet temper~ture of 25 • C anda lO •c rlse ln ~Ir 
temperatura ~cross severa! modules, the maxlmum chlp 
temper~ture can be expected to I le below 65 and average 
~pproxlm~~tely 63 •c for the st~ted condltlons. 



lt must be noted, hC>tever, that to achleve thls thermal 
performance the module must remaln hermetlcol ly seoled , the gas 
gap dimenslon must be kept to approxlmate l y I mil, and the 
quality of the matlng surfaces and/or the thlckness of the 
bondi ng I ayers must be carefull y controll ed to the condltlons 
attained ln the prototype module described ln [ 191. 
Alternately, the authors of [191 suggest that the temperaturas 
of the chips could be lowered by severa! K/W, relotlve to the 
values ln 1191, by taklng advantage of heat transfer to the 
Printed Clrcuit Board on whlch the module Is mounted. 

L I OU ID-COOLED MOOULES 

IBM 3081 Thermal Conductlon Module: 

At the heart of the 9 MIP, IBM 3081 processar comp lex Is the 
hermetlcally sealed, water-cooled Thermal Contro l Module shC>tn 
ln Figure 5. The 1800 pln TCM Is approxlmately 150 x 150 x 60 

mm hlgh and contolns up to 133 chlp sltes orroyed on a 90 x 90 
mm 33-layer ceramlc substrote [9). Each 4.6 x 4.6 mm TTL chlp , 
contalnlng up to 704 clrcults for o peak heat dlsslpotlon of 4 
Watts, Is attached to the substrote via soldar bumps. Up to 300 
Watts can be removed from each TCM ond as many os 9 TCM modu I es 
~~bJ~e mounted on a slngle 700 x 600 mm Prlnted Clrcult Board 

Figure 5: The IBM 3081 Thermal Conductlon Module 

Heat released by each chlp ln the TCM Is conducted, via a 
sprlng-loaded Alumlnum plston ln a Hellum atmosphere , to the 
water-cooled heat exchanger, constltutlng the cap of the 
modu I e. I n the TCM des I gn lt was des I red to br I ng the 
water-cooled surfoces as close os posslble to the chlp heat 
sources wh lle, at the same time, allowlng for vorlatlons ln 
chlp helght and locatlon, arlslng from manufactur lng 
tolerances. Addltlonall y, allowances had to be made for 
nonunlform thermal expanslon and contractlon olong the prlmary 
th erma I path [ 2 I I • 

Wh lle thermal control of the eh lps ln the TCM lnvolves heat 
flow along severa! parai lei paths, lts deve lopers found lt 
convenlent to descrlbe the performance of the TCM ln terms of 
the reslstances along the prlmary thermal path from a slngle 
chlp 1211. Slnce the heat dlsslpatlng devlces are on the 
solder-bump slde of the chlp, heat flow to the plston wlll 
encounter a conductlon-constrlctlon reslstance of approxlmately 
1.15 K/W ln crcsslng the chlp. Although the plston contacts the 
chlp, mcst of the heat flow occurs across the Hellum-fllled gap 
surroundlng the plston/chlp contact zona and engenders a 3 K/W 
reslstance. Heat flow through the metal llc plston and the 
Hellum gap separatlng the plston from the houslng results ln an 
add I ti ona I res I stonce of 3. 2 K/W and conductl on through the 
housing to the woter-cooled heat exchanger lmposes a 1.6 K/W 
pena I ty . I nterestl ng I y, near 1 y 50% of the Interna I res lstance, 
or 4.2 K/W , can be traced to the two Hei lum-gap conductlon 
reslstances, emphaslzing once agoln the lmportance of 
controll lng Interface reslstance ln mult l-chlp modules. 

Thermal tronsport I n the heat exch onger , by conductl on through 
the heat exchanger walls ond by convectlon to the water flowlng 
ln the channels, Is constrolned by o final 1.5 to 3 KIW 

1 externol' reslstance. The total chlp-to-coolant reslstance for 
the IBM TCM, deflned ln terms of the maxlmum chlp dlsslpatlon, 
Is thus, approxlmately, 11.2 K/W, lncludlng an Internal 
reslstance of nearly 9 K/W anda typlcal externa! reslstonce of 
2. 25 K/W (ot approxlmately 40 cublc cm/s woter flow rate). 
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Bosed on these reported volues, lt would appear that the 
temperatura of a 4 Watt chlp ln a 300 W. 3081 conflgurotlon 
wlth a woter lnlet temperatura of 24°C, Is opproxlmotely 
l>'l"eand Is, thus, conslderobly below the stoted deslgn 
requlrement of 85°C • 

TCM 

Thls performance morgln hos opparently made lt posslble to use 
an essentlally unmodlfled TCM ln the IBM 3090 Serias 25 MIP 
machlne. ln thls oppl lcatlon the TCM Is reported to dlsslpate 
opprox I matei y 500 W, generated by I 00 enh anced-ECL eh I ps, 4. 85 
x 4.85 mm ln slze wlth a peok dlsslpotlon of 7 W from 612 
clrcults 1221. To achleve the deslred chlp temperatura I lmlt of 
85 KIW wlth an lnlet water temperatura of 24°C, lt Is, thus, 
necessary for the 3090 TCM to provida an over-all thermal 
reslstance of approxlmately 8.7 K/W. An lncrease ln the water 
flow rate through each TCM and optlmlzatlon of the water 
dlstrlbutlon system, as well as thermal optlmlzatlon of the 
plston and houslng deslgn for the sllghtly largar and more 
wldely-spaced 3090 chlps, may very wel I have been sufflclent to 
reduce the TCM res lstance to th Is vai ue. 

Honeywel I (HISl Sllent Llquld Integral Cooler (SLICl: 

Packaglng of the Honeywell lnformatlon Systems DPS-88 computar 
Is based on the use of a 80 x BD mm multl-layer ceramlc 
substrate , housed wlthln an Alumlnum trame whlch Is termed a 
Mlcropackage. Each such leadless package, wlth 240 1/0's and 
1 lO sltes for CML LSI chlps, Is connected, together wlth 7 
other Mlcropackages, to a 534 x 318 mm mother board [231. As 
seen ln Figure 6, coollng of the DPS-88 components Is provlded 
via the Mlcropockage cover, the SLIC, whlch serves as o 
llquld-cooled cold plate. A flexlble copper dlaphragm, whlch 
conforms to' the back surface of the substrate on one sI de and 
Is wetted by the clrculatlng water (or posslbly ln contact wlth 
a water-cooled plastlc membranel on lts other slde, constltutes 
the bottom of that cover. Each MI cropackage Is reported to 
dlsslpate 60 W, for an average chlp dlsslpatlon of 
approxlmately 0.55 W 1231. 

Figure 8: The Honeywell Sllent Llquid 
Integral Cooler Module 

COOLANT CHAMBEA 

Unfortunately, whlle Honeywel I was one of the flrst companles 
to develop water cool lng for mainframe computers, llttle 
addltlonal lnformatlon Is avallable ln the open literatura on 
the thermal performance of the SLIC. For an assumed water lnlet 
temperatura of 24 ° C, as well as a peak allowoble eh lp 
temper<>ture of 70 ° C and a maxlmum chlp dlsslpatlon of • 75 W, 
the overall thermal reslstance of the SLIC can be calculated to 
equal approxlmately 60 K/W. 

ln The absence of publlshed data, lt Is dlfflcult to evaluate 
the veraclty or slgnlflcance of thls value and one can only 
speculate as to whether the 0.55 W chlp dlsslpatlon and 60 W 
module dlsslpatlon represents a mature technology or Is to be 
assoclated wlth a non-optlmlzed coollng system . lt may be 
noted, however, that a flrst-cut <>nalysls of the SLIC package 
suggests that the Interface reslstance between the copper 
dlaphragm and the ceramlc substrate can be expected to 
contrlbute as much as one-thlrd of the overal I thermal 
reslstance of the Mlcropackage. 

NEC SX Llquld Cool lng Module: 

Nlppon Electronlc Corporatlon's <NECl latest supercomputer, 
reported to achleve 1.3 glgflops and slx nanosecond machlne 
cycle time, lmplements severa! new pack<>glng technologles and 
I lquld cool lng systems 124,251. Both loglc and RAM chlps, TAB'd 



and p~ck~ged ln cer1111lc eh lp c~rrlers wh lch ~re ln turn 
solder-bumped anta~ Alu~ln~/Polylmlde multl-l~yer cer1111lc 
substr~te, are ther~lly controlled by ~djust~ble met~l studs 
whlch conduct the hMt dlsslp~ted by the chlps to~ 
water-cooled cold pl~te . Uslng thls ~ppr~ch, shown 
sche~Mtlc~ll y ln Figure 7, NEC cl~lms to h~ve ~eh leved 
slgnlflcant lmprovements ln g~te denslty, slgn~l /fiylng time', 
wlrlng denslty, 1/0 denslty and hMt remov~l c~p~lllty 
rel~tlve to lts hlghest cl~ss gener~l purpose computar, the 
S-1 000 I 24 I • 

NEC's w~ter-cooled multl-chlp p~ck~ge <MCPl Is ~pproxl~tely 
125 x 125 x 60 mm h lgh Md c~n ~ccommod~te up to 36 FII pped TAB 
c~rrlers <FTCsl, 12 to 14 mm on ~ slde , solder-bumped anta~ 
100 x 100 x 2.75 mm thlck Alumln~/Polylmlde substrate. Twelve 
such modules c~n be mounted on a slngle 541 x 457 x 4.9 mm 
thlck prlnted wlrlng b~rd. E~ch MCP lncludes 2177 1/0 plns 
brazed on lts bottom surf~ce and Is c~pable of dlsslp~tlng 250 
W~tts through the water-cooled hMt exch~ger on lts top 
surf~ce. E~ch 12 x 12 mm FTC cont~lns ~ 1000 gata, 5.7 W 
<typlc~l l CML loglc chlp, whlch Is solder-bumped to the cer~mlc 
substr~te ~nd TAB'd to the Copper/Tungsten FTC c~p. Four, 
1-kblt, blpol~r RAM chlps, typlc~lly dlsslpatlng ~total of 5.4 
W, c~ be pack~ged I n ~ sI mil ~r ~nner ln the s li ghtl y I ~rger 
( 14 x 14 mm) FTC:. 

Therm~l contrai of the FTCs ln the multl-chlp module Is 
provlded by the Llquld Coollng Module <LCMl, whlch conslsts of 
~ HMt Tr~nsfer Block <HTBl, ~ cold pl~te and 36 studs · As 
reported ln 1241, the HTB removes hMt by flne-gap contact 
between the stud ~d the FTC. The stud Is placed ln a ~chlned 
hole ln the HTB and has a unlque shape to ensure flne-gap 
contact wlth the FTC. To establlsh th Is contact, Mch stud Is 
adjusted lndlvldually bafore lts posltlon Is flxed ln the HTB. 
After the stud locatlon Is secured, the HTB Is detached, a 
ther~ I compound app li ed to the cap of each FTC ~d the HTB 
reassembled· To complete the LCM, the cold plate Is bolted to 
the HTB and llquld I Ines are attached to the lnlet and outlet 
ports on the cal d pI ate. 

Wh li e no detalled test results h ave been released for the LCM, 
the authors of 1241 clalm to have achleved a chlp-to-water 
thermal reslst~ce of 5 K/W. Thls relatlvely low value of 
ther~l reslstance would appear to justlfy the palns taken ln 
assembllng the LCM to minimize the gap between the stud and the 
chlp carrler and, thereby, llmlt the ther~l Interface 
res lst~ce at the surface of the FTC. ln the absence of a 
detalled ther~l ~alysls of thls ther~l packaglng · 
conflguratlon, lt Is dlfflcult to evaluate elther the FTC's 
contrlbutlon to the overall thermal reslstance ar the 
potentlally deleterlous effect of dlfferentlal thermal 
expanslon and stud-to-HTB clearance tolerances on the as-bullt 
thermal performance . 

NTT Llquld-cooled Substrate: 

ln contrast to the other modules descrlbed ln thls sectlon, the 
NTT water-cooled substrate appr~ch [331 has yet to be 
commerclallzed and, as a consequence, the reported performance 
characterlstlcs are not dlrectly compar~le to thase of the 
precedlng modules . Nevertheless, slnce the NTT module ~y well 
presage a ~jor thrust ln the dlrectlon of lntegrally-cooled, 
multl-chlp substrates and slnce NTT has already bullt and 
tested a prototype module of thls deslgn, lt appears 
approprlate to lnclude the NTT module ln thls dlscusslon . 

NTT's lnterest ln llquld-cooled substrates resulted from the 
deslre to Improve the volumetrlc packaglng denslty of computar 
CPUs so as to reduce the vertical lnterconnect length between 
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hlgh plan~r-denslty modules. The technlque lnvolves mountlng 
VLSI chlps on a multl-layered alumln~ substrate which 
lncorporates very fine coolant channels between via holes. 
Substrate f~brlc~tlon lncludes farm~tlon of ~ coolant 
dlstrlbutor and coolector, located on opposlte ends of the 
multl-layered substr~te, so that, ln oper~tlon, the coo lant Is 
dlstrlbuted unlformly to the ch~nels and the heated fluld Is 
mlxed ln an Internal plenum bafore flowlng on to the next 
modu le. As expl~lned ln det~ll ln 1331, the fine chan nels, the 
dlstrlbutor ~nd the cal lactar for Mch substrate ~re formed by 
punchlng the green sheet prior to, ~nd ln ldentlcal fashlon to, 
the process used ln the formatlon of via holes. The prepared 
substrate Is then co-flred and the 1/0 plns brazed on t o the 
bottom of the substrate ~fter cool-down . 

ln the NTT prototype module, shown ln Figure 8, a 5 x 5 array 
of 8 mm squ~re VLSI chlps were mounted on a 85 x 105 x 1. 2 mm, 
6 conductor l ~yer alumlna substrate contalnlng 29, 0.8 x 0.4 mm 
ch~nnels and 900 l/Os, both on ~ 2. 54 mm pltch . The coolant 
dlstrlbutor and cal lacTar were 7 x 77 mm ln externa! dlmenslon. 
ln thls prototype module the NTT rese~rchers sought to m~lntaln 
the ma xlmum eh lp junctlon temperatura be low 85 • c. wlth an 
lnlet w~ter temperatura, to the r~ck, of 25"C • 

Based on prel lmln~ry experimental results and extensiva 
flnlte-element modal lng, ~ water flow rate of 17 cc/sec ata 
pressure drop of 0.2 ~tm w~s selected for thls system. Thls 
flow rate was found to result ln less than a 5 ° C coolant 
temper~ture rlse ~cross each module ~nd a convectlve reslstance 
ln the llquld ch~nnels of 0.5 KIW per unlt ch~nnel ar 
~pproxlm~tely 0.45 KIW on a slngle chlp basls . ln the NTT 
deslgn the chlps c~n be epoxled ar soldered to the substrate. 
Use of the therm~l ly less deslrable epoxy di e bond w~s found to 
produce ~ bondlng reslst~nce 0.7 K/W per chlp hlgher than 
obtalned wlth Sn/Pb soldar. 

The bondlng and convectlve reslstMces together wlth the 
conductlve reslst~nces ln the ~lumln~ and chlp, ~s well as the 
senslble temperatura rlse ln the coolant flowlng across the 
module, combine to produce an over~ll, warst case thermal 
reslst~nce of 3. 3 KIW for the prototype module. The NTT 
lntegr~lly-cooled substr~te can, thus, accomod~te 25 ldentlc~ l 
VLSI devlces, each dlsslpatlng 15.1 W, wlth a flow rate of 
17 cc/sec of 35•c water. Furthermore, NTT's modellng studles 
suggest th~t the ai low~ble chlp dlsslpatlon~ could be lncre~sed 
by 20% by repl~clng the epoxy dle bond wlth ~sol der bond , and 
by ~pproxlmately 25% ~s a result of enlarglng the dle s lze t o 
10 x 10 mm. Alternately, lncreaslng the substrate thlckness to 
6mm, as mlght be approprl~te for 35 conductor l~yers, can be 
expected to reduce the ~I lowable chlp dlsslp~tlon by some 20% . 

TECHNOLOGY OOMPARISON 

GENERAL TRENDS 

No ev~luatlon of the St~te-of-the-Art ln the thermal contrai of 
multl-ch lp modules would be complete wlthout ~ dlrect 
comp~r lson of the varlous strategles whlch have been 
lmplemented and the therm~l perfarmance whlch has been ~chleved 
ln these modules. Unfortun~tely, such comparlson Is made most 
dlfflcult by v~rl~tlons ln the thermal speclflc~tlons, 
assoclated wlth competlng devlce technologles ~nd dlfferlng 
oper~tlng modas, and by lncompleteness ln the reportlng of both 
emplrlc~l ~nd ~n~ l ytlc~l results. Non-unlformltles ln he~t 
dlsslp~tlon, frequently encountered ln multl-chlp modules, can 
further obscura such a comparlson by slgnlflcantly alterlng the 
~pparent therm~l reslst~nce values. 



Conductlve heat flow ln the module cap and b~se, as well ~s ln 
the fln stru cture employed for convect lve heat dlsperslon, c~ 
be expected to /smooth ' temperatura varlatlons whlch would 
otherwlse result fran the chlp-to-chlp varlatlon ln heat 
generation. Consequently, the temperatura of the convectlvel y 
cooled surfaces, l .e. the heat slnk, c~ gener~lly be 
determlned on the b~sls of average chlp dlsslp~tlon (or, 
conversely, total module dlsslpatlon) whlle the /loc~l' 
temperatura di fference, between the active eh lp surface Md the 
heat slnk, c~n best be determlned by addresslng the actual he~t 
dlsslpetlon of a speclflc chlp. 

Whlle a correct calculatlon of the maxlmlJ!I chlp temperatura 
antlclpated for a particul~r module should, thus, be based on 
the approprlate cOITbiMtlon of average ~nd pe~ power 
dlsslp~tlon, an upper bound estlmate of the m~xlmum chlp 
temperatura can be obtalned by multlplylng the chlp-to-cooiMt 
thermal resl st~ce by the pe~ power dlsslp~tlon. The formar 
approech hi!S been used throughout thls p~per to determine the 
relev~t maxlmlJ!I chlp temperaturas but, ln the lnterest of 
slmpllclty, severa! of the comp~rlsons- presented ln Figure 9 
through 12 - ~re b~sed on th Is l~tter procedure . 

ln ex~mlnlng the multl-chlp modules descrlbed ln the prevlous 
ch~pter, lt Is app~rent that much of the thermal deslgn 
~ctlvlty, devoted to these unlts, has focussed on the reductlon 
of alr-gap conductlon ~d thermel lnterf~ce reslstMces ~t both 
the chl p and module surfaoes. G~ps l.n the conductlon p~th fran 
the chlp to the heat slnk h~ve gener~lly been mlnlmlzed by 
material selectlon, to reduce thermal dlfferentl~l expanslon, 
by hlgh-tolerance manufacturlng processes, to I lmlt the 
v~rlatlon fran chlp-to-chlp, ~nd by adjustment durlng ~ssembly , 
to neutr~llze the verlatlons th~t h~ve eccumul~ted durlng 
module ~ssembly. High thermal conductlvlty /greases' ~nd hlgh 
conductlvlty gases, notably Hellum and Hydrogen , have been used 
to reduce the reslst~nce of the Internal gaps ~nd, wherever 
posslble, b~re Interfaces have been coated wlth /therm~l 
grease', soft soldar or slllcone rubber to enhance Interface 
conduct~nce whlle provldlng a stress reduclng canpl lant layer. 
No less lmport~ntly, many deslgns ~ppe~r to lncorpor~te hlgh 
therm~l conductlvlty /therm~l spreaders', ln close proxlmlty to 
or bonded to the chlp, to reduce the hlgh heat flux dlsslpeted 
on the chlp surf~ce to more m~nageable leveis. 

OVERALL THERMAL RES ISTANCE 

The overall, or chlp-to-fluld, thermal reslst~nce, as well ~s 
the di v Is lon between Internal (eh lp-to-heat-s lnk) Md extern~l 
(heat-slnk-to-fluld) reslstance, ~ssocl~ted wlth each of the 
multl-chlp modules examlned hereln Is dlspl~yed ln Figure 9. lt 
may be notlced that ln the alr-cooled modules, not~bly the IBM 
4381, Mltsublshl 's HTCM and Hlt~chl 's RAM, the externa! 
reslstence Is roughly canperable to or greater than the 
Interne I res I stance wh 11 e I n the w~ter-cool ed modu I es, the 
externa! reslstance Is generally less than one-thlrd of the 
total chlp-to-fluld reslst~nce. 

Wh li e lt Is ~lso app~rent ln Figure 9 that NTI's ~nd NEC's 
llquld cooled modules offer the lowest reslstMces, ~t 3. 3 end 
5 K/W, respectlvely, somewh~t surprlslngly, the thlrd lowest 
value Is provlded by Mltsublshl's ~lr-cooled Hlgh Thermal 
Conductlon Module and the hlghest thermal reslst~nce Is 
assoclated wlth Honeywel I 's water-cooled SLIC. lf thls l~tter 
module Is excluded fran the canperlson, llquld coollng Is seen 
to provida a generally lower thermal reslstence than h~s been 
~eh leved by a ir coollng. 
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Figure 9: Thennal Reslstance of 
Multi·Chlp Modules 
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However, ~s noted ln an earller sectlon, the ev~luetlon of the 
chlp-to-fluld therm~l reslstance, wlthout reg~rd for the chlp 
~rea, the module erea/chlp end/or the module volume/chlp, c~n 
be expected to obscura the slgnlflcent contrlbutlon of erea to 
the conductl v e end convectl v e transport of heat. Thus, wh 11 e 
both the NEC and IBM 4381 modules cont~ln 36 chlps, the NEC 
chlps and module are slgnlflc~ntly l~rger than ln the IBM 4381 
(8xBmm chlps vs 4.6x4.6mm chlps, 125xl25mm module vs 64x64mm 
module). Thls dlfference, r~ther than ~ true p~ck~glng 
technology edvent~ge, would ~ppe~ to be responslble for the 
slgnlflc~ntly lower thermel reslst~nce of the NEC module. ln 
f~ct. ~s shown ln Teble III, the heat flux ~nd heat denslty, 
referenced to the module dlmenslons, of the NEC w~ter-cooled 
module Is subst~ntlel ly below the velues of the IBM elr-cooled 
module . 

Furthermore, slnce the reslstMce Is deflned ln terms of e 
slngle chlp end chlp-to-chlp speclng, or p~ckaglng denslty, c~n 
very fran one module to enother, the heat dlsslp~tlon 
capeb lllty of e ''h I gh res lstence" module lllllY exceed the 
c~p~blllty of e "low reslst~nce" module. Thls Is one of the 
f~ctors essocleted wlth the hlgher dlsslp~tlon of the 36 chlp, 
64 x 64 mm IBM 4381 modu I e rei ~ti v e to the 9 eh lp, 66 x 66 mm 
Mltsublshl HTCM module. 

Thus, ln these cases, ~s ln others, the therm~l reslst~nce 
f~lls to serve ~se useful flgure-of-merlt by whlch to cl~sslfy 
~nd ev~lu~te therllllll p~ckaglng technology. 

MODULE HEAT DISSIPATION 

ln vlew of the 'geometrlc' llmltetlon encountered ln the use of 
the thermal rés lstance, lt may be ~ppropr l~te to ex~mlne the 
therm~l c~p~bll lty of the verlous modules strlctly ln terms of 
the heat flux and volumetrlc therm~l denslty. The verl~tlon ln 
reported heat dlsslpetlon wlth module erea, as wel I ~s the he~t 
flux end volumetrlc heat tr~nsfer denslty, ~cross the semple of 
multl-chlp modules descrlbed ln thls p~per, Is presented ln 
Figures 10 and 11. 
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Figure 10: Multi·Chlp Module 
Heat Dlsslpatlon vs Area 

HEAT OISSIPATION (WATTS) 

For ldentlc~l technologles ~nd ai loweble temper~ture dlfference 
between the chlp ~nd ~mblent fluld, module heat dlsslp~tlon 
could be expected to very dlrectly wlth module ~rea. 
Ex~mlnetlon of Figure 10 reve~ls thet, to~ flrst 
epproxlllllltlon, module heat dlsslpetlon does, lndeed, ~ppeer to 
depend dlrectly on the erea of the module, elmost 
I ndependentl y of the technol ogy used. However, I t mey e I so be 
noted th~t wlth the exceptlon of the Honeywell module, the 
w~ter-cooled p~ckeges eppe~r to provlde substantl~lly greater 
heat dlsslpat lon c~peblllty then could be ~chlerild wlth alr 
coollng . lnterestlngly, the heat dlsslpatlon of IBM's 
lmplngement-cooled module falis along the fine assoclated wlth 
the IBM-TCM and NEC's llquld modules, when lt Is extrapol~ted 
towards the orlgln for sm~ll module slzes . 

The dlfflcultles lnvolved ln relylng on thls slmple comparlson 
of therm~l p~ckeglng c~peblllty c~n be seen by comp~rlng the 
performance of the IBM 4381 module wlth th~t of Mltsublshl's 
HTCM. Whlle both modules ~re of ne~rly the s~me area, wlth the 
HTCM 6~ larger, the IBM-4381 module dlsslpates 2.5 times as 
much heat. Whlle at flrst, thls advant~ge would ~ppe~ to 
result tot~lly from a superior therllllll deslgn, whlch allows IBM 
to ~chleve a f~r larger p~ckaglng denslty, on closer 
examlnetlon much of thls ~dv~nt~ge Is found to result from the 
larger chlp-to-amblent temper~ture di fference for the IBM 
module (55 •c vs 35 o c for the HTCM). At M ldentlc~l 
temper~ture dlfference, the lmplngement cooled module would 
~ppear to provlde only e 60~ hlgher he~t dlsslpatlon c~p~blllty. 
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lhe v~lues of module heot flux Md volumetrlc heot denslty, 
shcwn ln Figure I I, dlspl~y these s~me I lmlt~tlons ln, perh~ps, 
~more dlrect w~y. ln the figure, the IEJ.l 4381 ~lr-cooled 
rrodule Is shcwn to provlde the s~ heot flux c~pablllty as the 
w~ter-cooled TQ.l Md both IBM modules f~ll slgnlflcMtly ~ove 
the NEC module. Thls l~tter rrodule, hcwever, oper~tes ~t ne~rly 
one-h~l f the tErnper~ture di fference of the IBM modules . 
Somewh~t surprlslngly, wh fie the vol umetrfc heot rErnOv~l r~te 
of the 4381 module Is only m~rgfn~lly hlltJer thM th~t of the 
Mftsublshf HTCM, the heot flux c~pabll fty Is n~rly 3 times 
hfgher thM th~t reported for both the Hft~chf and Mftsublshf 
unfts. ln thfs represent~tfon, ~s opposed to the sfmple 
canparfson of therm~l reslst~nces or tot~l heot dlsslp~tlons, 
both the Hlt~chl ~nd Mltsublshl modules ~re seen to offer 
ne~rl y ldentlc~l heot tr~nsfer c~p~ lllty. On the other h~nd, 
as ln prevlous represent~tlons, Honeywel I 's SLIC Is ~g~ln seen 
to lle ln close proxlmlty to the v~lues ~ssocl~ted wlth 
alr-cooled modules, whlle the lntegr~lly-cooled NTI substrate 
providas~ slgnlflcMtly hlltJer c~p~lllty thM the other w~ter 
cooled conflgur~tlons . 

The comp~rlsons shcwn ln Figures 10 Md li suggest th~t whlle 
""examlnatlon of the heot flux ~nd volumetrlc heot dlsslp~tlon 
c~p~bfl lty of multl-chlp modules does offer some lnslght lnto 
the s lmll~rltles Md di fferences ~mong these modules, nelther 
crlterlon Is elther sufffclently gener~l or sufflclently 
consfstent to serve ~s ~ therm~l p~ck~glng flgure-of-mertt. 

lliERMAL RES I STANCE VS PACKAG I NG DENS ITY 

lhe precedlng has reveeled th~t ~ slmple comp~rlson of the 
over~ll therm~l reslstMces, ~s well as of heot dlsslp~tlon 
flux ~nd denslty, f~lls to Ernbr~ce the crltlc~l s~llent 
feotures of the therm~l p~ck~glng technologles ln use ln 
multl-chlp modules. To obt~ln ~ me~nlngful comp~rfson, lt would 
~ppe~r to be necess~ry to rel~te the therm~l reslstMce to some 
me~sure of the p~ck~glng denslty. Wh fie sever~l cholces c~n be 
explored, lncludlng chfp ~re~, module volume per chlp Md 
module projected ~ree Cor footprfntl per chlp, thls l~tter 
parameter Is thought to offer the best b~s Is for ~ cons lstent 
comp~r I son. 

lhls p~rtlcul~r cholce Is p~rtl~lly motlv~ted by the observed 
tmport~nce of heot spreadl ng I n the structure, br ldgl ng between 
the chlp Md the cooiMt, ln mMy of the multl-chlp modules. 
When dona effectlvely, heet spreodlng c~n slgnlflc~ntly reduce 
the heot flux ~t the "softly" bonded surf~ces Md gas g~ps Md, 
thereby, lower the temper~ture drop ~nd, hence, ther~l 
res lstMce, ~cross these crltlc~l junctures. Wh li e th·ls c~n be 
seen most cle~rly ln the Mltsublshl HTCM, where ~ copper pl~te 
wlth 2.5 times the chlp ~reo Is lnterposed between the chlp ~nd 
the Hydrogen g~p, publlshed ~n~lyses oonflrm the lmport~nce of 
spreodtng the dlsslp~ted heet lnto the heot slnk structure ln 
both IBM modules. Sfnce, ln ~module wlth an ~rr~y of ldentlc~l 
chlps, heot cM only be dlstrlbuted ~cross the "~r~ of 
lnfluence" of e~ch chlp, the module ~reo per chlp would ~ppear 
to be the best me~sure of p~ck~glng denslty. 

Returnlng to the Eq 9 represent~tlon of Rr and multlplylng 
both sldes of the equatlon by the module ~reo per chlp, 
henceforth referred to as Ac, the therm~l res lstance rel~tlon 
takes the form 

RrAc =f._(.t:>x/kHAc/Al + C1hf'lCAc/Al ( 10) 

J> 
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The left slde of the equ~tlon Is of a form frequently 
~countered ln canpact heat exchangers, where conductlon 

rough metal structures and layers of corroslon products must 
be comb I ned w I th convect I on ~t th e wetted s ur faces to de f 1 ne ~ 
'composlte' heat transfer coefflclent, and Is recognlzable as 
the Inversa of thls canposlte heat transfer coefflclent,UC35J. 

By ~n~logy to such compact heat exch~ngers, tt mlght be 
~ntlclp~ted th~t slmllarly conflgured chlp modules, fabrlcated 
of ldentlcal materl~ls and molntalnlng the same area ratlos, 
would dlsplay essentlally equal values of the composl te heat 
transfer coefflclent and th~t, ln addltlon, varlous dlstlnct 
comblnatlons of materiais and dlmenslons could also result ln 
ldentlcal U values, slgnlfylng equlvalence ln thermal 
performance. AI terna te I y, true break throughs ln thermal 
packoglng could be expected to result ln slgnlflcantly and 
unequlvoc~lly hlgher values of u. 

Re-expresslng Eq 10 ln terms of thls composlte heat transfer 
coefflclent, and dlvldlng both sldes of the equatlon by Ac· 
the over~ll module res lstance Is found to equal 

A -1 c ( 11 ) 

Consequently, a plot of RT vs the reciprocai of the 
normal lzed chlp area shou d dlsplay a linear relatlonshlp for 
elther ldentlcal or equlvalent thermal packaglng technologtes. 
Convenlently, the reciprocai of Ac Is the packaglng denslty, 
l.e. chlps per unlt area, and thus, a plot of the type shown ln 
Figure 12 possessas physlcally meanlngful coordlnates anda 
slope whlch Is the reci procai of the canposlte heat transfer 
coefflclent. 
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Rgure 12: Thennal Reslstance vs Packaglng 
Denslty for Multi·Chlp Modules 
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PACKAGING OENSITY , CHIPS/CM' 

As antlclp~ted, IBM's 3081 and 3090 TCMs are seen ln Figure 12 
to li e ~I ong th e same canpos I te h eat tr ans fer coeff I c I ent 
locus, whlch lncludes, as well, the LCM by NEC. Thts approach, 
thus, correctly ldentlfles the lnherent slmllarltles between 
the TCM and LCM technologles (both are based on heat transfer 
fran the chlps to water-cooled 1 pl stons ' or 'studs'l and 
properly relates the lower thermal reslstance achleved by the 
NEC module to the sfgnlflcantly largar chlp stze and lower chlp 
p~ck~glng denslty chosen by the NEC developers. 

Desplte the ~pparent dlfferences ln the therm~l paths and 
p~ck~glng det~lls between the Hlt~chl RAM module and the 
Mltsub I sh I HTCM module, and the v~stl y di fferent thermal 
reslstances of these two unlts, earller comparlsons of heat 
remova! capablllty ln Figures 10 and 11, had already 
establlshed ~ surprlslng degree of slmllarlty, assoclated, no 
doubt, wlth a slmll~r sequence of conductlve, Interface and 
heot slnk reslstances, whlch together yleld nearly ldentlcal 
v~lues of the composlte heat tr~nsfer coefflclent. Wlth nearly 
equal heot fluxes, these two modules do , ln fact, provlde 
slmll~r maxlmum chlp tEmperaturas (29 •c. ~ove amblent for the 
HTCM and 35 •c above amblent for the RAMl and would yleld 
ex~ctl y the same eh I p tErnper~tures at a common a Ir veloclty of 
6 m/s. These two modules can, therefore, be expected to I le 
along the sarne locus on a m~p of thermal reslstance vs 

· packaglng denslty, as, ln fact, seen ln Figure 12. 

Thls sarne figure dlsplays, once agaln the two thermal anomal les 
among the multl-chlp modules. Honeywell 's Sllent Llquld 
Integral Cooler Is found to lle between the alr and water 
cooled 1technology streams ', ln relatlve proxl mlty to the 
J~panese alr-cooled modules and dlspl~ylng relatlvely poor 



performence for e wetar-cooled module. lt must be recel led, 
however, thet th Is evel uetlon of the SLIC module Is besed on 
reletlvely Incompleta lnformetlon whlch mey not do justice to 
the thermal deslgn. 

Alternately, l~'s 4381 alr-cooled module Is seen to fel I 
preclsely along the watar-cooled technology stream. There cen, 
thus, be no doubt that by the use of a densa array of fins, end 
careful thermal deslgn and optlmlzatlon the IBM developers heve 
succeeded ln obtelnlng a composlte heat transfer coefflclent ln 
an alr-cooled module that is ldentlcal to that usuelly 
assoclated wlth water-coollng. lt may be antlclpated thet e 
slmllarly optlmlzed watar-cooled TCM would dlsplay a 
conslderably hlgher value of U anda lower slope on the 
coordlnatas of Figure 12. The hlgh potentlel of the watar 
cooled modules cM be seen most clearl y ln the NTI module, 
whlch lias conslderably below the IBM and NEC technologles but 
stlll above a theoretlcal llne for dlrect lmmers lon of the 
chlps ln a dlelectrlc fluld. 

Whlle thls was by no means the prlmary purpose of thls peper, 
lt Is to be noted thet the composlte heat transfer coefflclent, 
U, deflned above and shown ln Figure 12, does eppeer to offer 
slgnlflcant capablllty for comperlng end clesslfylng thermel 
packag lng tachnolog las. An aval uatlon of th Is potentl ai 
flgure-of-merlt for a far wlder sample of slngle end multl-chlp 
modules would be needed to establlsh lts vllt>lllty. 

FUTURE REQUIREMENTS 

As remerkeble as the hardware achlevements of the electronlc 
lndustry are, they are far from sufflclent to meet the 
requ I rements of the new generat lon of computers tek I ng form ln 
slmu I ators and boerd rooms eround the wor ld. Jepan 's FI fth 
Generatlon Computar Project elms at provldlng the cepabll lty 
for lmage recognltlon, verbal and wrltten lnformetlon 
processlng end dlrect mechlne transletlon of Jepanese lnto 
Eng li sh, as well as supportl ng h I gh I y soph I stl cated "expert 
systems" ln a wlde varlety of disciplines. The Unlted Stetas' 
Mlcroelectronlc and Computar Technology Corporatlon, operetlng 
ln the prlvata sector, and the Depertment of Defense's Project 
for Strataglc Computlng and Survlvab lllty, as well as the 
European Strataglc Program for Reseerch on lnformatlon 
Technology IEsprltl, ali have similar alms. 

lt has been estlmated 1121 that the achlevement of DOD's end 
Japan's goels wll I requlre e cepabll lty of as much as 1000 
glgaflops by 1990-1992 and R. Reddy, director of the Robotlcs 
lnstltuta at Carnegle-Mellon Unlverslty, has recently essertad 
that " ... bJII lon transistor superchlps would be berely edequete 
for performlng the computetlons requlred for artificial 
lntelllgence appllcatlons ... " and thet such appllcatlons may 
requlre as many as 100 trll llon operatlons per second 113]. 

Fortunately, perhaps, J. o. Melndl, of Stenford Unlverslty, 
bel leves that the requisite "glgascale" lntagretlon wlll be 
ach leved bafore the end of the century I 14al. However, meny 
experts belleve, to the contrary, that onl y modest lmprovements 
ln IC performence can be echleved by reduclng feature slze 
below 0.5 mlcron. Furthermore, wh lle the growth ln speed and 
memory of the largest computers hes been epproxlmately 
exponentlel slnce the days of ENIAC, the performance of today's 
mach Ines may well be as much as e factor of slx below 
hlstorlcal projectlons whlch were prevlously thought to be 
conservatlve I 121. 

The confluence of these three factors: burgeonlng demand for 
computetlonel capeclty, "meturetlon" of slllcon chlp technology 
end the epperent transltlon from exponentlal to asymptotlc 
growth ln machlne performance, has placed the computar lndustry 
et e "trl-v la" along lts development path. lt stands at th Is 
trl-vle polsed for elther a new revolutlon ln chlp technology -
GaAs FETs or perhaps HEMTs, or a more rapld evolutlon of 
exlstlng technology - reduced feeture slzes, cryogenlc 
operetlng temperaturas, optlcal interconnects, wafer scele or 
3-D packeglng, or, as e thlrd alternativa, more effectlve 
utl I lzatlon of exlstlng technology by rei lance on peral lei 
processlng at both the eh lp/module and CPU levei • 
Regerd I ess of the parti cu I ar course teken by the compu ter 
lndustry ln the future, lt appears that peckaglng, ln general, 
and thermel peckag I ng, I n parti cu I ar, are destl ned to pI ay e 
plvotal role. At the present time, packaglng technology lags 
serlously behlnd IC technology and, as suggestad by B. Whelen, 
Packaglng Program Director at MCC, a "revolutlon ln packeglng" 
Is needed just to support the demands of 1-mlcron devlces 1141. 
Thls assertlon Is supported by data showlng thet, even at the 
IC levei, the package for 2 mlcron technology elready costs 
twlce as much as M LSI chlp. Thls sltuetlon wlll, no doubt,be 
further exacerbated as the lndustry moves ln eny one, or e 
comblnatlon, of the three lndlcated dlrectlons. 
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A heavy rei lance on peral lei processlng cen be expected to 
lmpose temperatura unlformlty requlrements, ecross modules, 
boerds end CPUs, fer ln excess of current prectlce end 
necesslteta the use of lnherently edjustable or physlcelly 
edjusteble thermel control technlques. 

Operetlon of si I lcon CMOS devlces et cryogenlc temperaturas, 
though edventegeous ln reduclng cycle times, wl li requlre 
extreme cera ln assembllng materiais of dlstlnctly dlfferent 
thermel expenslon cheracterlstlcs end messlve lnsuletlon of the 
components end/or CPU to reduce the fI ow of heat from the 
envlronment lnto the cryogenlc enclosure. Slmllerly, the use of 
on-chlp or en-module I lght sources end optlcel flbers Is I lkely 
to lmpose cons I derab I y more str I ngent thermel control 
requlrements then currently ln use. The thermel menagement of 
wafer-scale lntagretlon devlces would eppear to demend e fer 
greatar degree of therme I Interface menegement then ln ev ldence 
ln todey's products end the removei of heat fluxes at the 
module levei that are as much as 3-5 times hlgher then 
presently encountered. Furthermore, three-dlmenslonel 
peckeglng, or chlp stecklng, to reduce slgnel trenslt times, Is 
llkely to Jncrease the volumetrlc heat dlsslpetlon rate by e 
similar factor whlle geometrlcelly constrelnlng the thermel 
control system. 

Final ly, whlle new devlce technologles promlse to slgnlflcently 
I ower the heat di ss I petlon per gete I to epproxlmatel y 0.5 to 
0.2 for GeAs FETs end 0.1 for HEMT's 11511 reletlve to todey's 
si I lcon devlces, the lower junctlon temperaturas necesslteted 
by these tachnologles - near zero 0 C: for optlmum GeAs FETs 
performence and mlnus 200°C for HEMTs- elong wlth the more 
strlngent temperatura unlformlty requlrements necesslteted by 
the brlttleness of GeAs, cen be expected to demend contlnued 
development of thermel packaglng technlques. 
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INTRODUÇÃO 

O desenvolvimento de técni cas numéricas para a 
so luç ão de problemas mais comp l exos da enge nhari a 
sempre foi um objetivo perseguido pelos analistas 
numéricos. A falta de equipamentos de cálculo nao 
permi!iu, e ntretanto, que a capac i dade de obtenção das 
soluçoes acompanh asse a necessidade imposta pelo 
desenvolvimento tecnolÓgico. 

Com o advento dos g r andes computadores, cujo 
desenvolvimento foi, obviamente, impulsionado pela 
necessidade tecnolÓgica, as técnicas numéricas 
experimentaram um crescimento extrao r dinár io. Fenômenos 
fÍsicos que hoje podem ser simulados em computador 
(experimentação numérica) requeriam no passado 
exaustivos e cus t osos experimentos em laboratÓrio. Uma 
adequada associação destes dois pr ocedimentos oferece, 
atua lme n te, a possibilidade da r ealização de grandes 
projetas com c ustos significativamente reduzidos. Com o 
aperfeiçoamento das técnicas numéricas as mesmas 
desempenharão um papel cada vez mais importante na 
solução de impo rtantes problemas da engenharia. 

Re l ativame nte às técni cas numéricas de solução, 
historicamente, o método das dife renças finitas foi 
sempre associado à solução de problemas de mecânica dos 
fluidos e transferência de calor, enquanto que o 
método dos e lementos finitos assoc iado à solução de 
problemas e l astostá ticos . Esta divisão clara, 
provave lmente, se deveu ao fato de que a aplicação do 
método dos e leme nt os finitos pres s upunha a existência 
de um princípio variacional para o operador em q uestão, 
caracterÍstica não exibida pela s equaçÕes Navier-Stokes 
comp le t as. A gra nde vantagem desta técnica sempre foi a 
poss i bi lidad e do tratamento de geometrias arbitrárias. 
Entretanto, o tratamento de pr oblemas envolvendo 
equaçoes nao lineares para sistemas em movimentos e 
acopladas, não mereceu atenção especial dos 
pesquisadores desta técnica. Por outro lado, os 
analistas numéricos envolvid os com o método das 
diferenças fini tas sempre dedicaram especia l atenção ao 
modelamento dos termos convectivos (não lineares) e ao 
tratamento do forte acoplamento entre as equaçoes. A 
questão da geometria arbitrári a, entretanto, ficou 
adormecida de tal maneir a que, ainda hoje, associa-se, 
erroneamente, ao métod o da s difere nça s finitas a 
necessidade da s fronteiras do domínio de cálculo se rem 
coincident es com um sistema de coordenadas o rtogonal, 
como por exemplo cartes iano, cilíndrico, esférico , etc. 

Com a necessidade da solução de problemas 
complexos de transferência de calor e mecânica dos 
fluidos definidos em geometrias irregulares , o método 
dos elementos finitos está recebendo grande atenção dos 
pesquisadore s, procurando-se remover as dificuldades 
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com relação as nao linearidades, acoplamento, difu são 
numérica, etc . 11

1
• Uma caracte rÍstica impor t a nte, e 

não contempl ada pe l o método dos eleme nt os finit os 
tradic i onal, é a garantia da conservação, a nÍve l de 
volume s elementa re s , das gra nd ezas fÍsicas em questão . 
Re ce nt es desenvo l vimentos, como o método dos vo lumes 
finitos baseados no volume de contro l e , removem esta 
dificuldade i 6 i 1 7 [ . 

Com relação ao método das difere nças finit as 
esfo rços foram iniciados no começo da década de 70 para 
remove r a dificuldade no tratamento de geometri as 
complexas. As referências ~ 2 1 e 1.'3 : foram pioneiras na 
indicação do caminho a ser seguido nos 
desenvolvimentos futuros. Em 1974 , com os 
desenvolvimentos avançado s e m 14 1 i 5 1, deu-se inÍcio ao 
que se. constitui u em um do s ma ior es ava nços observados 
no desenvolvimento de me todologias num~ricas para A 

so lução de problemas de campo , introduzindo uma 
metodolo gia básica, utiliza nd o coordenadas 
gene ralizadas, da qual hoj e derivam os mais variados 
modelos numéricos existentes. 

Com es te extraordin~rio avan ç o , hoje, praticamentP 
todos os sofisticados pro g ramas computacionais para a 
so luç ão de problemas aerodin âmicos da área aeroespacial 
utilizam coordenadas n~o ortogonais coinc identes com a 
geome tria. Al~m desta ár ea , na qual mais se difundi u o 
uso deste tipo de discretiz a ç io , a metodologia ~ hoj e 
utili zad a na soluçio dos mai s diversos problemas da 
engenharia que envolvem a so luç ão de equaçÕes e rle 
sistemas de equaçÕes dif e r e nciais parciais lineares e 
não lineares. O grande atrativo da me todologia é o fat o 
da solução se r obtida em um domínio computacional fix o, 
indepe ndente da forma da geometria fÍsica do problema , 
podendo ainda as fronteiras do domÍnio apresentarem 
var1ação com o tempo sem alt era r o domÍnio 
computacional. Com isto o programa computacional que 
resolve o problema fÍsico torna - se gera l, sendo as 
informaç~es da geometria transfe ridas ao mesmo atr av~s 
das métricas da tran sformaçio. As coordenadas dos 
pontos que definem a geometria arbitrária são dados de 
entrada para o programa comput aciona l que faz a geração 
do sistema de coordenadas coincidentes com a fronteira. 

DESC RlÇÃO DA METODOLOGIA 

Antes da discussão de que s t ões espec~ficas da 
metodo!ogia é didátic o apresentar a sequenc1a das 
operaçoes principais que a caracterizam . O objetivo c a 
solução de um sistema de equaçÕes diferenciai s 
parciais, com as respectivas condi ç6es de contorno, 
escrito , por exemplo, no sistema de coordenadas 
cartesiano e definido na eeometria mostrada na ~ig. 1. 
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Fig. 1 - Geometria arbitrária 

Para simplicidade das figuras as discussões ao 
longo deste trabalho se referem a problemas bi
dimensionais. A essência das conclusões é válida, 
entretanto, para problemas tri-dimensionais. A solução 
destes Últimos é obtida, obviamente, acompanhada de 
maior complexidade de programação e tempo de 
computação. 

A solução do problema acima proposto usando a 
discretização cartesiana traria problemas com relação a 
interpolação das condições de contorno, uma vez que não 
teríamos as fronteiras dos volumes elementares sendo 
coincidentes com a fronteira da região, conforme mostra 
a Fig. 2. Além disto o programa computacional ficaria 
extremamente dependente da geometria, o que é 
indesejável caso se procure o desenvolvimento de uma 
metodologia geral. 
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Fig. 2 - Discretização cartesiana de uma geometria 
arbitrária. 

Seguindo a opção da utilização de um sistema de 
coordenadas adaptáveis à fronteira, como o mostrado na 
Fig. 3, são as seguintes as etapas principais da 
metodologia: 

1) Geração do sistema de coordenadas 
generalizadas 

2) Transformação do sistema de equaçoes 
governantes para o sistema ~-n 

3) Obtenção das equaçÕes aproximadas para os 
volumes elementares 

4) Solução dos sistemas de equaçÕes algébricas 
lineares 

Basicamente, a solução numérica das equações de 
transporte utilizando coordenadas generalizadas envolve 

dois algorÍtmos principais; um para a geração do 
sistema de coordenadas e outro para a solução do 
problema fÍsico propriamente dito. Os algorÍtmos podem 
ser completamente independentes um do outro, como é o 
caso em que a malha utilizada é fixa durante a solução 
do problema ou, com realimentação mÚtua, como no caso 

das malhas adaptativas, que mudam ao longo da obtenção 
da solução com o objetivo de se obter maior resolução 
nas regiÕes onde os gradientes são elevados. Dentro dos 
objetivos de nosso trabalho destacaremos algumas 
questões importantes relacionadas aos algorÍtmos acima 
mencionados. Com relação as linhas coordenadas devemos 
considerar: 

Fig. 3 - Sistema de coordenadas generalizadas . 

a) Os métodos de geração do sistema coordenado. 
b) A concentração das linhas coordenadas - malhas 

adaptativas . 
c) A forma das malhas - ortogonal, quasi-

ortogonal e não ortogonal. 

Relativamente ao algorÍtmo para a solução do 
problema fÍsico outras questões devem ser consideradas. 
Dentre elas podemos destacar: 
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a) A transformação das equações de conservação. 
b) O tratamento do acoplamento entre a pressão e 

a velocidade para escoamentos incompressíveis. 
c) A obtenção das funçÕes de interpolação entre 

os pontos discretos. 
d) A localização das variáveis dependentes na 

malha . 
e) A sequência de solução das equaçoes 

diferenciais. 
f) A solução do sistema de equações linearizadas . 

de 
um 

boas 
exame 

A construção de um algorítmo estável e 
características de convergência requer 
cuidadoso de cada Ítem, com o objetivo de 
do tempo de computa~ão. Alguns tÓpicos 
listados serão discutidos em conexão com 
coordenadas generalizadas. 

minimização 
dos acimas 

o uso de 

GERAÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS 

Nesta secção são descritas as peculiaridades 
relativas a geração do sistema de coordenadas 
coincidente com a fronteira. A maneira mais simples de 
geração é, obviamente, a manual, onde as coordenadas 
das intersecções das linhas coordenadas podem ser 
obtidas com o uso de uma mesa digitalizadora. 
Logicamente, não é este o método que se procura, 
primeiro, pelo excessivo tempo necessário para obt·enção 
da discretização e, segundo, pela falta de 
possibilidade de automatização inerente ao método. O 
desafio é, portanto, a obtenção de métodos automáticos 
cujo tempo necessário para a geração da malha seja 
bastante pequeno comparado com o tempo necessário para 
a solução do sistema de equações diferenciais parciais. 
Além disto, o método deve permitir a concentração de 
linhas coordenadas em regiões predeterminadas do 
domínio. CaracterÍsticas mais sofisticadas que podem 
ser exibidas pelos métodos podem ser ainda o controle 
no erro das aproximações devido ao espaçamento não 
uniforme das malhas, o controle para evitar a geração 
de malhas excessivamente distorcidas e a possibilidade 
de interagir com o problema fÍsico para a geração de 
malhas adaptativas. 

Basicamente, o sistema de coordenadas pode ser 



obtido através de: 
Métodos algébricos 

- Mapeamento conforme 
Solução de sistemas de equações diferenciais 

Conforme a Fig. 4, a obtenção das linhas 
coordenadas significa determinar a seguinte 
transformação 

~ = ~ (x,y) (1) 

T1 T1 (x,y) ( 2) 

que relacionam as coordenadas nos planos fÍsico e 
transformado. Ou seja, conhecida a fronteira do domínio 
no plano fÍsico o método de geração deve determinar a 
intersecção das linhas coordenadas, obtendo-se então a 
malha sobre a qual será resolvido o problema. Uma 
discussão detalhada dos métodos algébricos e daqueles 
que usam mapeamento conforme podem ser encontrada em Is i 
e I 9l· N~ste tr~b~lho ~pe~as os_ métodos. que utilizam 
equaçoes d1ferenc1a1s el1pt1cas sao cons1derados, por 
representarem a grande maioria dos métodos atualmente 
existentes. 

~ 

'L 
)( 

EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO 
ESCRITAS ·NO SISTEMA x- y 

A motivação principal para a utilização de 
equaçÕes diferenciais elÍpticas na geraçao de 
coordenadas vem da fÍsica. Para tanto, considere-se o 
seguinte problema de transferência de calor por 
condução, definido na geometria mostrada nas Fig. Sa e 
Sb, respectivamente, 

(3) 

(4) 

com as condiçÕes de contorno mostradas. A solução do 
problema dado pela Eq. (3) nos fornece as isotermas 
mostradas na Fig. Sa, enquanto que a solução da Eq. (4) 
fornece as isotermas mostradas na Fig. Sb. A 
superposição das duas soluções nos fornece uma malha 
sobre a qual qualquer outro problema fÍsico pode ser 
resolvido. 

Portanto, o sistema dado pelas Eqs. (3) e (4) é 
adequado para a geração de coordenadas. Se chamarmos Tl 
de ~ e T2 de 11 teremos o bastante conhecido sistema 
de equaçoes elÍpticas 141 para a geração de sistemas 
coordenados 
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EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO 
ESCRITAS NO SISTEMA ~- '1 

u4• 

I 
EQUAÇÕES APROXIMADAS 

EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO .. PARA OS VOLUMES 
ESCRITAS NO SISTEMA ~- rt +APROXIMAÇOES c:::::> ELEMENTARES 

VOLUMES (SISTEMAS D~ EQS. 
ELEMENTARES ALGEBRICAS) 

SOLUÇÃO DOS SISTEMAS DE 
EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 

.____> RESULTADOS 

Fig . 4 - Plano fÍsico e transformado 
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v 2 ~= o (5) 

v211= o ( 6) 

Caso seja necessário a concentração de linhas 
coordenadas, por exemplo, junto à parede DC, basta que 
na Eq. (4) seja adicionada uma geração ~e calor nos 
locais onde deseja-se que as isotermas T (ou linha 
coordenada 11 ) fiquem mais prÓximas. O mesmo vale para 
as isotermas T 1 quando se deseja concentrá-las, por 
exemplo, para perto de AD. As Eqs. (5) e (6) tomam, 
então, a seguinte forma 

v 2 ~ = P(E;,11l (7) 

v211= Q( s , 11 l (8) 

onde P e Q são escolhidas de tal forma a produzir a 
concentração de coordenadas como desejado. O uso de P e 
Q iguais a zero, com condiçÕes de contorno de Neumann 
nos segmentos AD e BC, produz um adensamento de linhas 
coordenadas perto das regiÕes convexas da fronteira e 
uma menor concentração nas regiÕes côncavas. Valores 
negativos de P e Q concentram as linhas na direção 
daquelas de menor valor. Analisando novamente o 
problema como sendo um problema de condução de calor 
com geração térmica as afirmativas acima são facilmente 
explicadas. Detalhes referentes as funçÕes mais 
utilizadas para produzir concentração de linhas 
coordenadas são encontradas em 181 l9i. 
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Fig . 5 - Geração do sistema de coordenadas. 
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A solução do sistema dado pelas Eqs . (7) e (8) 
deve ser obtida no sistema de coordenadas no qual o 
laplaciano está expresso . Normalmente este sistema é o 
cartesiano. Como a geometria é arbitrária (esta é a 
razão pela qual se deseja obter um sistema coincidente 
com a geometria) estamos defronte a dificuldade que 
estamos querendo evitar, ou seja, obter a solução de 
equações diferenciais evitando as interpolações de 
fronteira. A alternativa é transformar o sistema de 
equaçÕes do plano fÍsico (x,y) para o plano 
computacional ( E; , 11 ). Esta transformação tornará as 
variáveis E; e 11 independentes e x e y dependentes . As 
condições de contorno, que são aplicadas às variáveis 
dependentes , serão agora os valores de x e y que 
definem a geometria e,ao mesmo tempo, especificam as 
distribuiçÕes das linhas coordenadas ao longo das 
fronteiras. As equações transformadas são 

1 
e<XE;E; - 2SxE; + yx + -(Pxf; + Qx ) 

11 11 11 J 2 11 
o (9) 

1 
ety E; E; - 2Sy I; + yy + -(Py I; + Qy ) 

11 1111 J 2 11 
o (lO) 

com as seguintes condições de contorno 

x = f 1 ( 1; , 11 11 * em 01 

Y = f2(1;,11ll * em 0 1 

(11) 

X = gl (!:; ,11 2) * em o 2 
(12) 

y = g2 U: ,11 2l * em 0 2 

As funções ~, f
2

, g
1 

e g2 são determinadas pela 
forma do domÍnio fÍs1co e pela distribuição desejada 
das linha~ . ao longo das fronteiras o1 e o2 • No caso 
de um dom1n1o duplamente conexo, conforme o mostrado na 
Fig. 2, não existe necessidade de especificar os 
valores ~e_x e y ao longo de ~ 3 e o4 por se tratar de 
uma cond1çao de contorno do t1po repet1t1va . Para o 
domínio simplesmente conexos a especificação de x e y 
em todas as fronteiras é necessário. 

Utilizando as equações transformadas todo o 
trabalho computacional é realizado no plano 
transformado, tanto para gerar o sistema de coordenadas 
bem como para resolver o problema fÍsico de interesse. 
O programa computacional assim desenvolvido é 
independente da geometria no plano fÍsico. A solução 
das Eqs. (9) e (10), agora acopladas através dos 
coeficientes, é obtida numericamente. A discretização é 
realizada no plano computacional com um procedimento de 
solução iterativo. Os campos iniciais de x e y são de 
fundamental importância na convergência e no tempo de 
computação. 

As Figs. 6, 7, 8 e 9 mostram exemplos de sistemas 
de coordenadas geradas com o uso das Eqs. (9) e (10). ~ 
importante comparar as Figs. 7 e 9 onde nota-se que a 
Última é obtida com P e Q iguais a zero. A Fig. 6 
também foi gerada com P e Q iguais a zero. Daí nota-se 
que o uso das equações de Laplace para geração das 
coordenadas não é suficiente para se obter boa 
discretização do domínio. A Fig. 10 mostra a malha 
obtida para um domÍnio multiplamente conexo com o 
respectivo plano transformado na Fig. 11 . Os segmentos 
AH e BC são coincidentes e portanto não existe 
necessidade de aplicar condiçÕes de contorno . O mesmo 
acontece ao longo de ED e FG. Para a malha mostrada os 
valores de x e y sobre este segmento foram fornecidos 
ao programa. Os valores de x e y ao longo de AB, CD, EF 
e GH definem a geometria no plano fÍsico. InÚmeros 
outros arranjos podem ser criados para esta geometria. 
A adequação de cada sistema deve levar em consideração 
o problema fÍsico que se pretende resolver . 



Fig. 6 - Coordenadas generalizadas com polo. 

Fig. 8 - Coordenadas generalizadas sem polo. 

Como um exemplo final a Fig. 12 mostra a 
discretização para resolver o problema dos gases na 
câmara de um motor rotativo, onde a geometria da câmara 
varia com o tempo j 10 j . Utilizando-se uma transformação 
do tipo 

x = x ( Cn ,T) 

y y ( ~ .n, T ) (13) 

t 1 

o plano de cálculo permanece inalterado. 
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Fig. 9 - Coordenadas generalizadas sem atração. 

Fig. 10 - Discretização para uma geometria 
multiplamente conexa. 

A B 

H G F E D c 
Fig. 11 - Plano transformado ref. a Fig.lO. 

Fig. 12 - Discretização para o problema do 
escoamento em um motor rotativo. 

Existem outros métodos para a geraçao de 
coordenadas que utilizam sistemas de equaçoes 
diferenciais parabÓlicas e hiperbÓlicas. Uma discussão 
sobre o assunto pode ser encontrada em i 9j onde também 



um grande número de referências é citado. 
Obtido o novo sistema de coordenadas é necessar1o 

agora transformar as equa~Ões de conserva~ão do plano 
fÍsico (x,y) para o plano computacional (; , n ) onde as 
mesmas serão resolvidas numericamente. Este assunto é 
agora discutido. 

TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO 

A equa~ao abaixo, escrita no sistema de 
coordenadas cartesiano representa a conserva~ão da 
massa, quantidade de movimento, energia, etc., em uma 
forma conservativa, para um fluido newtoniano e 
escoamento incompressível 

2..9.. + -ª.! + E + ~ + Pq, ~ aR + ~ + E.! + s 4> 
at ax ay az ax ay az 

(14) 

onde 

q ~ p<j> , E ~ pu<j> , F ~ pv <j> , G = pw<j> , 

(15) 

R ~ r4> -ª.! s = r 4> -ª.! T ~ r4> -ª.! 
ax • ay • az 

A Eq. (14) rejresenta a conserva~ão da massa 
quando 4> =1 e p<l> e s iguais a zero. As equa~Ões de 
conserva~ão da quantidade de movimento nas três 
dire~Ões são obtidas quando 4> for feito igual a u, v ou 
w com os termos p <l> e s4>apropriados e a equa~ão d$ 
energia é recuperada quando 4> for igual a T com P 
igual a zero e s 4> apropriado. r<l> é o coeficiente de 
transporte e, para as equaçÕes do movimento é igual a 
viscosidade absoluta se o escoamento for laminar e 
igual a viscosidade efetiva se o escoamento for 
turbulento. Para a equação da energia r 4> é igual a 
condutibilidade térmica dividida pelo calor especÍfico. 
Com base na seguinte transformação de coordenadas 

f; ~ E; (x ,y ,z) 

n ~ n(x ,y ,z) ( 16) 

r = r (x,v,z) 

a Eq. (14) toma a seguinte forma no sistema ( f; , n ,r) 

onde 

2..9.. + E._!!;_ + -ªt + aê + Pq, 
a t a~; an ar 

!!; ~! ( f; E + f; F + f; G] 
J K y Z 

P ~ ! [ n E + n F + n G] 
J X y Z 

ê ~ ! [ r E + r F + r G] 
J X y Z 

1t = ! ( f; R+ f; S + f; T] 
J X y Z 

S ~ ! (n R + n S + n T] 
J X y Z 

att -ª..[ aT + ~4> (17) 
a~ + an + ar 
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t ·![ r R+ r s + r Tl 
J X y Z 

q - .S. J 

4> s 4> s = -
J 

4> p<l> p ~ -
J 

A Eq. ( 17) é obtida utilizando-se a 
cadeia e, com alguns algebrismos, chega-se 
conservativa no plano transformado 112 1113 1. 
Jacobiana da transforma~ão é dada por 

J 

f;x f; y f; z 

"x "Y "z 
r r r 

X y Z 

(18) 

regra da 
a forma 
A matriz 

(19) 

cujos elementos da matriz são as métricas, e o 
determinante, o Jacobiano da transforma~ão . Estas 
grandezas são necessárias nas equações transformadas. A 
matriz Jacobiana da transforma~ão inversa é dada por 

J -1 
[ 

xf; 

= YE; 

ZE; 

X 
n 

Yn 
z 
n 

xr 

Yr 
zr 

(20) 

O Jacobiano J, da transforma~ão, ou seja, o 
determinante da matriz dada por (19), está relacionado 
com o determinante (J-l) da matriz dada por 

J 
1 

J-1 
(21) 

~ importante lembrar que a solu~ão do sistema de 
equa~Ões dado pelas Eqs . (9) e (10) nos fornece os 
valores de x e y (e z caso seja tridimensional) e, 
portanto, nos permite calcular diretamente os elementos 
da matriz dada por ( 20). O Jacobiano é então 
determinado usando a Eq.(21) . 

Substituindo-se na Eq. (17) a variável dependente 
q, pelas variáveis envolvidas é obtido o sistema de 
equa~Ões diferenciais no plano transformado . Para 
exemplificar considere-se um escoamento bidimensional 
incompressível com propriedades constantes . A Eq . (17) 
para esta situação resulta 

onde 

u 

--ª-- < tl ) + hpucp ) + --ª--<pvq, ) + 13 <1> a t J a E; an 

--ª--<c -ª.!> + --ª--< c -ª.!> + --ª--c c -ª.!> + --ª--<c -ª.!> + s4> 
aE; 1a1; an 4an aE; 2an an s a~; 

(22) 

y U - X V (23) 
n n 

V = XE;V - y l; u (24) 



sao as velocidades contravariantes sem normaliza~ão 
métrica. A velocidade U é normal às linhas de ~ 
constante e V normal às linhas de n constante, como 
pode ser visto nos termos convectivos da Eq. (22), onde 
p U e p V representam a massa por unidade de área que 
atravessam as fronteiras delimitadas por linhas ~ e n 
respectivamente, conforme Fig. 13. Os coeficientes C~, 
c2 • c4 e cs são os coeficientes de transporce 
transformados. Detalhes podem ser encontrados em 1141. 

y 

Fig. 13 - Volume elementar para a conserva~ão da 
massa. 

~ importante observar que a Eq. (22) tem forma 
semelhante a Eq. (14),o que torna o procedimento da 
aproxima~ão das equa~Ões em volumes finitos bastante 
semelhante para os dois sistemas coordenados.Dois 
detalhes importantes merecem destaque. Eles são 
relacionados ao gradiente de pressões transformado e as 
derivadas cruzadas dos termos difusivos, sublinhadas na 
Eq. (22). Estes assuntos serão discutidos 
posteriormente. 

EQUAÇÕES APROXIMADAS 

Na obten~ão das equa~Ões aproximadas residem 
aspectos que serão fundamentais na estabilidade do 
algorítmo desenvolvido. Um deles diz respeito a 
localiza~ão relativa das variáveis dependentes na 
malha. A localiza~ão deve ser tal que seja possível 
computar os fluxos de massa, quantidade de movimento e 
energia, através das faces dos volumes elementares, sem 
a necessidade de interpola~ão das componentes do vetor 
velocidade. Ou seja, estas componentes devem estar 
localizadas onde elas são requeridas para a realiza~ão 
dos balan~os jl5j. Além disto, pressões e velocidades 
devem estar relativamente localizados para que a 
equa~ão do movimento quando discretizada envolva o 
gradiente de pressão "gerador" da velocidade e~ questão 
jl6 j . 

Estes requisitos recomendam que o arranjo das 
variáveis na malha seja conforme mostrado na Fig . 14. 
Observa-se, portanto, que as componentes 
contravariantes do vetor velocidade devem ser 
localizadas no meio das faces de um volume elementar 
para a pressão. Uma discussão detalhada deste assunto é 
encontrada em ll4j e jl7 j , onde as implica~Ões da nao 
observa~ão da recomenda~ão acima são analisadas. 

Um outro aspecto importante na obten~ão das 
equa~Ões aproximadas diz respeito a satisfa~ão dos 
princÍpios de conserva~ao a nível de volumes 
elementares. ~ imperativo que os princ1p1os de 
conserva~ão da massa, quantidade de movimento, energia, 
etc. sejam satisfeitos não apenas globalmente, via 
condi~Ões de contorno, mas também localmente, a nÍvel 
dos volumes finitos. I sto é conseguido obtendo-se as 
equa~Ões aproximadas através da realização de balanços 
nos volumes elementares e não por simples representa~ão 
dos termos da equação diferencial por suas respectivas 
aproximações em diferen~as finitas. Diferen~as finitas 
centrais eram normalmente utilizadas com o objetivo de 
se obter aproxima~Ões de "segun~a ordem". Este 
procedimento para obter as equaçoes aproximadas é 
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puramente matemático 
fÍsicas especÍficas 
modelar. Sabe-se, por 

e nao introduz as caracterÍsticas 
do fenômeno que se pretende 

exemplo, que em um problema onde 

• PRESSÃO, TEMPERATURA, DENSIDADE, ETC. 

• VELOCIDADES QUE PERMITAM O CALCULO 
DOS FLUXOS PELA FRONTEIRA . 

Fig. 14 - Arranjo das variáveis na malha. 

a convecção é dominante a aproxirna~ão dos termos 
convectivos por diferen~as centrais causa oscilaçÕes 
espaciais na solu~ão. ~ lÓgico que reduzindo-se 
suficientemente o tamanho da malha as oscilações 
desaparecerão. Isto é, entretanto, muitas vezes 
proibitivo. 

Com a realiza~ão dos balan~os as condi~Ões de 
contorno ficam automaticamente satisfeitas. O nome 
volumes finitos que agora surge com frequência na 
literatura tem origem no método de obten~ão das 
equa~oes aproximadas. 

Um terceiro aspecto relevante é a avalia~ão do 
valor e do valor da derivada da propriedade nas 
interfaces do volume do controle que a mesma 
representa. Por exemplo, a integra~ão do termo 
convectivo e parte do difusivo na dire~ão ~ . sobre o 
volume elementar centrado em P na Fig. 14, fornece 

J:~ ( pU<j> )d ~dn =[( pU<j> )e - (pU<t>l)ón (25) 

f:~(C1 ~~ )d ~dn [< C 1~\ - ( C1ttlw] ón (26) 

Corno podemos observar é necessar1o avaliar os valores 
de 4> bem como seus gradientes. Note-se que, de acordo 
com e a Fig. 14, os valores de 4> são conhecidos nos 
centros dos volumes elementares e, portanto, fun~Ões de 
interpola~ão devem ser assumidas entre os pontos 
nodais. O importante é assumir funçÕes de acordo com a 
fÍsica do problema em questão. De uma maneira geral, 
<t> e' por exemplo, pode ser aproximado por I 19 1 

'I> e (27) 

onde a é um coeficiente que deverá var1ar no domÍnio 
em fu~~ão do campo de velocidades. Verifica-se que se 
a igual a zero a aproxima~ão recai no caso particular 
d~ interpolação linear entre P e E. No momento basta 
dizer que a dependerá da importância do processo 
convectivo fomparado ao difusivo 120 1. Para o fluxo 
difusivo da propriedade na face considerada valem os 
mesmos argumentos, agora cons iderando o coeficiente B~ 
jlS j • Os mesmos comentários valem para as outras tres 
faces do volume elementar. 

Antes do encerramento desta sec~ão é necessário 
tecer alguns comentário s relativos a solu~ão de 
problemas compressíve i s e incompre s síveis. Atualmente 



pode-se agrupar os métodos que utilizam coordenadas 
generalizadas em duas grandes classes: aquela dos 
métodos desenvolvidos para escoamentos compressÍveis 
supersônicos e aquela dos métodos incompressíveis. Os 
primeiros não apresentam o agravante da necessidade do 
estabelecimento de uma equação adicional para a 
pressão, já que a equação de estado serve como equação 
evolutiva para esta variável. Possuem, entretanto, o 
desafio da captura da onda de choque que deve ser feita 
com precisão devido aos altos gradientes de pressão e 
densidade existente na região do choque. 

Conforme 121 1 a maioria dos métodos desenvolvidos 
para escoamentos supersônicos não são adequados à 
região transônica e subsÔnica. Recentemente esforços 
estão sendo dirigidos no sentido de se utilizar volumes 
finitos em conjunto com a metodologia usada para 
escoamentos incompressíveis (derivação de uma equação 
adicional para pressão) para criação de métodos que 
apresentem bom desempenho nos três regimes de 
velocidade 121 I· Detalhes dos métodos existentes para 
tratamento de problemas incompressíveis podem ser 
vistos em 116 1, 121 1 e 122 1. 

TÓPICOS IMPORTANTES 

Malhas adaptativas. Um dos pré-requisitos, entre 
outros, que deve ser observado para que se tenha 
confiabilidade em uma solução numérica é que a mesma 
seja independente do tamanho da malha empregada. A 
obtenção da solução independente da malha pode se 
tornar computacionalmente proibitiva se a solução 
apresentar altos gradientes das variáveis envolvidas e 
o algorítmo não possuir a versatilidade de concentrar 
as linhas coordenadas apenas nestes locais. O resultado 
seria o domínio sendo discretizado excessivamente em 
locais não necessários com consequente aumento nos 
tempos de computação. 

O uso de sistemas de coordenadas que se adaptam as 
fronteiras, obtidos com as soluçÕes das Eqs. (7) e (8) 
ou similares, resolvem parcialmente o problema quando 
se conhece a priori e,aproxirnadarnente,as regiÕes de 
altos gradientes. O manuseio adequado dos termos P e Q 
permitem concentrar as linhas coordenadas onde 
desejado. Quando, entretanto, não são conhecidas as 
regiÕes onde se localizam os gradientes elevados, corno 
por exemplo em escoamentos com formação de ondas de 
choque, a concentração das linhas coordenadas deve ser 
feita com informações obtidas da prÓpria solução. As 
malhas assim obtidas são chamadas de adaptativas e é 
hoje, provavelmente, juntamente com a geração de malhas 
tridimensionais, um dos mais importantes tÓpicos de 
pesquisa associado ao uso de coordenadas generalizadas. 
Os benefÍcios advindes do uso de malhas adaptativas 
refletem-se em dois Ítens principais: a precisão da 
solução e a estabilidade de convergência. O tempo total 
de computação não aumenta, obrigatoriamente, pela 
necessidade de adaptação da malha urna vez que as 
características de convergência podem ser melhoradas e, 
provavelmente, menos pontos serão necessários na 
obtenção da solução 19 1. 

No processo de adaptação da malha é usual a 
utilização da medida do gradiente das variáveis para a 
determinação da nova posição dos pontos coordenados. 
Cuidados devem ser observados para evitar que um 
excessivo nÚmero de linhas seja concentrado em urna 
determinada região, deixando outras regiÕes sem um 
suficiente número de pontos. Além disto, a nova 
distribuição de pontos não deve dar origem a malhas 
excessivamente distorcidas ou com razão de variação do 
espaçamento entre as linhas (uniformidade da ma lha) 
muito elevada. Em outras palavras é necessário obter 
urna nova malha onde a combinação dos fatores 
adaptatividade, ortogonalidade e uniformidade deve ser 
otirnizada. Os métodos variacionais são, portanto urna 
escolha lÓgica. Em [23 I é desenvolvido um método para 
geração de malhas adaptativas onde um funcional, dado 
pela sorna de três funcionais que levam em consideração 
os fatores acima, é minimizado. Por exemplo para 
maximizar a uniformidade da malha é apropriado 
minimizar o funcional 19 I 
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-JI?n + g22 df;dn Is - yg (28) 

onde g .. são as componentes do tensor métrico. 
1] 

A c~rnponen~e g12 do te~sor rnétric~ da 
transforrnaçao esta relac1onada a nao ortogonal1dade . 
Portanto, é coer7nte minimiza~ a integral_de ~2 sobre 
o plano computac1onal para ev1tar a geraçao de malhas 
excessivamente distorcidas 

I o = fti2d f; dn (29) 

Finalmente, é necessário determinar urna função a 
ser minimizada que realize a concentração (adaptação) 
da malha nas regiÕes de interesse. Urna possibilidade é 
manter constante no domÍnio de cálculo o produto da 
área (volume em 3D) da célula, multiplicado por urna 
função w positiva. Corno a área de cáculo é dada pelo 
Jacobiano isto é conseguido minimizando-se o funcional 

Iw =jwg df;dn (30) 

A função w contém a informação do problema fÍsico 
podendo ser, por exemplo, o gradiente de urna 
determinada variável. Para escoamentos cornpressíveis 
com ondas de choque, por exemplo, o mÓdulo do gradiente 
de pressão é urna escolha natural para a função w. 
Considerando os três fatores acima descritos na geração 
da malha a integral a ser minimizada é dada por 

I I + k I + k I 
s o o w w 

(31) 

onde k e k representam a importância de cada um dos 
fatores~ ort~gonalidade e adaptatividade. Um valor de 
k

0 
elevado significa que prioridade é dada para a 

ortogonalidade da malha em detrimento de sua 
adaptatividade e uniformidade. As equações de Euler 
para o problema variacional dado pela Eq. (31) formam o 
sistema de equações diferenciais para a geração do 
sistema de coordenadas adaptativas. 

~ importante observar que as equaçÕes de Euler do 
problema variacional dado pela Eq. (28) resultam, 
exatamente, nas equações de Laplace para f; e 11 , ou 
seja, exatamente as Eqs. (5) e (6), também utilizadas 
para a geração de coordenadas. Isto significa que as 
coordenadas assim geradas são maximizadas relativamente 
a uniformidade. 

Em 1241 é desenvolvida uma metodologia para a 
geração de malhas adaptativas ortogonais onde o 
funcional minimizado que proporciona a concentração das 
linhas é dado por 

I JRwU; ,n)J 2df;dn (32) 

onde w é a função peso associada ao gradiente da 
variável em questão dada por 

lvul 
w(f;,n) = 1 + a-

[vuiM ax 

(33) 



onde ~ é um parâmetro que determina o grau de 
concentração desejado. Para ~ igual a zero as linhas 
coordenadas não serão sensibilizadas pela variação de 
u. Para exemplificar seja a seguinte função u(x,y) 
definida no domínio [-2, 2 J e [o, 4] [24 [ 

u(x,y) 
2 

[tanh3(x-0.3y +1.5)]/2 (34) 

A malha adequada para a determinação numérica de 
u(x,y) está mostrada na Fig. 15. 

Fig. 15- Exemplo de malha adaptativa [24 [ 

Recentes resultados obtidos em problemas 
supersônicos com o uso de malhas adaptativas podem ser 
vistos em [25[. Detalhes referentes ao uso destas 
malhas podem ser encontrados também em [26[, [27[ e 
128[ 

De acordo com os resultados publicados em recentes 
trabalhos [291 parece claro que o uso de coordenadas 
coincidentes com a geometria construídas fundamentadas 
no problema fÍsico, é o caminho natural para se obter 
métodos computacionais gerais e de grande eficiência. O 
seguinte extrato de 19[ deixa claro a idéia acima. 

It has been noted by several authors 
that when the grid is right, most 
numerical solution methods work well. 
Oscillations associated with cell 
Reynolds numbers and shocks in fluid 
mechanics computations have been 
shown to be eliminated with adaptive 
grids. Even the numerical viscosity 
introduced by upwind differencing is 
reduced as the grid adapts to regions 
of large solution variation. The 
results obtained to date have 
indicated clearly that accurate 
numerical solution can be obtained 
when the grid points are properly 
located. 

Geração de malhas tri-dimensionais. Na área de 
desenvolvimento de métodos numéricos em transferência 
de calor e mecânica dos fluidos, a solução das equaçÕes 
de Navier-Stokes completa em três dimensões é, sem 
dÚvida, atualmente, o Ítem que apresenta o maior 
desafio. Os grandes computadores hoje existentes já 
permitem obter soluçÕes tri-dimensionais em 
configurações complexas em um tempo de computação 
aceitável. A discretização tri-dimensional necessária 
não é, entretanto, de fácil geração principalmente se 
as fronteiras do domínio de cálculo forem bastante 
irregulares. t, portanto, na solução de problemas tri
dimensionais definidos em geometrias irregulares, que o 
uso de coordenadas não ortogonais coincidentes com a 
fronteira se constitui em uma ferramenta extremamente 
poderosa. 

A geração deste tipo de malha tem o mesmo 
procedimento daquele apresentado anteriormente, isto é, 
um sistema ~ . n , r pode ser gerado pela solução das 
seguintes equações elÍpticas 

(35) 

35 

Q (3b) 

(37) 

onde ~ 2 é o laplaciano em coordenadas cartesianas, caso 
se queira que o plano transformado seja um 
paralelepípedo. Quando a reg1ao não é excessivamente 
complicada a malha pode ser gerada em um Único bloco. O 
domínio computacional é, então,também um paralelepÍpedo 
Único. As variáveis de entrada para a geração da malha 
são as coordenadas (x,y,z) dos pontos nas 6 faces do 
paralelepípedo. 

Quando a região a ser discretizada é bastante 
complexa a malha tri-dimensional pode ser gerada p~r 
blocos, onde cada bloco é um problema distinto, nao 
sendo necessário então computadores de muito grande 
porte. As configuraçÕes das malhas em cada bloco podem 
ser independentes daquelas dos blocos vizinhos. A boa 
escolha dos blocos permite ainda resolver as equaçÕes 
com as simplificações que o problema fÍsico permite em 
cada bloco. Por exemplo, o escoamento em torno de um 
corpo conforme mostrado na Fig. 16 pode ser resolvido 
considerando-se as equaçÕes elÍpticas no bloco 1 e 
parabÓlicas no bloco 2. Com as equações a serem 
resolvidas discretizadas em cada bloco a solução sobre 
o domÍnio completo pode ser obtida iterativamente sobre 
os blocos. 

Fig. 16 - Malhas para sub-regiÕes. 

Um exemplo de malhas obtidas em blocos pode ser visto 
na Fig. 17, com o correspondente domÍnio computacional 
na Fig. 18. 

Um detalhe importante a ser observado durante a 
geraçao de malhas em bloco é a maneira como as 
informações serão transmitidas de bloco para bloco. Na 
utilização de volumes finitos cuidados devem ser 
tomados para que os fluxos das propriedades que deixam 
os volumes elementares de um bloco sejam os mesmos que 
entram no bloco vizinho . As referências [301 e 131 I 
tratam da transferência de informaçÕes entre blocos, um 
assunto que merece estudos mais aprofundados. Métodos 
de geração destas malhas podem ser vistos em 132 [ , [33 [ , 
[34 [ , [35 [ e 136[. 

Um aspecto importante em malhas tri-dimensionais é 
a sua visualização, pois isto permite que a malha seja 
adequadamente ajustada. A geração auxiliada por 
computador (GMAC), utilizando toda a potencialidade 
gráfica hoje disponível é, sem dÚvida, o caminho que 
será seguido para a geração eficiente deste tipo de 
ma lha. As referências 134 I e 111 I exploram este 
assunto, discutindo desde a entrega da informação da 
geometria, passando pelo algorÍtmo de geração da malha, 
até a sua visualização. A interação com o usuário é 
privilegiada para que as alteraçÕes possam ser 
realizadas com facilidade. A obtenção de malhas nao 
excessivamente distorcidas, principalmente nas 



fronteiras, e 
per seguido . A 
utilizando GMAC 

um 
Fig . 

[341 . 

objetivo que 
19 mostra 

deve ser 
uma malha 

também 
obtida 

Fig . 17 - Malha tri-dimensional gerada por blocos . 

Fig. 18- Plano transformado ref. a Fig. 17 13 21 

CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Os assuntos até agora discutidos mostram que o uso 
de coordenadas coincidentes com a geometria é uma 
poderosa ferramenta para a solução de complexos 
problemas da mecânica dos fluidos . Em duas dimensões 
este sistema de coordenadas coincidentes poderá ser 
ortogonal ou não ortogonal, enquanto que para três 
dimensÕes é bastante complexa a geração de um sistema 
ortogonal . A utilização de uma discretização não 
ortogonal origina os termos sublinhados na Eq. (22), 
que também devem ser aproximados. Se os mesmos forem 

Fig . 19 - Exemplo de uma malha tri- dimensional 
obtida por GMAC 134 i 

bem aproximados os erros causados serão pequenos, caso 
contrário, serão elevados, semelhantemente ao que 
acontece com qualque r outro termo da equação 
diferencial 'parcial. ~ lÓgico que se os mesmos não 
existissem (grades ortogonais) não se possuiria a fonte 
de um possível erro de aproximação. Sua existência, por 
outro lado, não significa, obrigatoriamente, a 

' introdução de um erro. Na opinião do autor não se pode 
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afirmar que uma malha ortogonal origine, 
necessariamente, melhores resultados do que uma não 
ortogonal para o mesmo problema. O mais importante é 
a utilização uma malha adequada ao problema em questão. 

Considere-se, como exemplo, a convecção natural em 
uma cavidade quadrada com as paredes horizontais 
isoladas sendo resolvida em uma malha ortogonal 
cartesiana e em uma malha não ortogonal do tipo 
mostrado na Fig. 7. Sabe-se 9ue os efeitos da difusão 
numérica são elevados 1371 I3BI quando o vetar 
velocidade é oblÍquo em relação aos eixos coordenados. 
A grade não ortogonal está claramente mais alinhada com 
o vetar velocidade do que a grade cartesiana. Será que 
os erros de aproximação dos termos não ortogonais, 
adicionados ao possível erro de difusão numérica pelo 
fato da malha não ser absolutamente alinhada, são 
maiores ou menores do que os erros causados pela 
difusão numérica na grade cartesiana? 

~ importante também lembrar que para geometrias 
bi-dimensionais é sempre possível gerar um sistema 
coordenado quasi-ortogonal adequado ao problema fÍsico 
com pouco es forço i39! ,Conforme relatado em 191 malhas que 
não se desviem exageradamente da ortogonalidade não 
apresentam problemas. Muito mais grave é a não 
uniformidade da malha (razão de variação do espaçamento 
entre as linhas coordenadas)acentuada . Este problema 
é, entretanto, comum a qualquer sistema de coordenadas, 
ortogonal ou não. Com base nisto, o que é significativo 
é a adequação da malha procurando alinhar o vetar 
velocidade com as linhas coordenadas. 

~ importante repetir que se for possível utilizar 
uma malha fisicamente consistente, respeitando a 
ortogonalidade e com a devida concentração de linhas 
coordenadas nas regiÕes de altos gradientes, esta deve 
ser a opção preferida. Os requisitos são, infelizmente, 
conflitantes pois a concentração de linhas coordenadas 
observando a geometria irregular e a ortogonalidade 
pode não ser uma tarefa fácil. O problema pode ser mais 
facilmente resolvido relaxando-se a condição de 
ortogonalidade mas, ao mesmo tempo, não permitindo 
excessiva distorção das malhas, principalmente nas 
fronteiras. Esta condição confere características de 
generalidade ao modelo numérico . Para que estas 
características estejam incorporadas é, logicamente, 
necessário que o método desenvolvido admita grades 
ortogonais bem corno não ortogonais, onde o uso das 
primeiras constitue-se, então, em um caso particular 
para a metodologia 114 1. 

Outro detalhe que deve ser discutido diz respeito 
ao tipo de conexão entre o volume P e seus vizinhos . A 
aproximação, já comentada , dos termos sublinhados na 



Eq. (22) dão origem a um esquema numérico de nove 
pontos. 

Uma recomendação é importante relativamente ao 
esquema de nove pontos, e ela refere-se ao método de 
solução do sistema linear de equações. Caso um método 
linha por linha seja utilizado é fundamental que os 
elementos dominantes estejam na linha de solução e nao 
fora dela. Por exemplo se a linha que está sendo 
resolvida é uma linha de 11 constante os elementos em E 
e W devem dominar. O mesmo deve acontecer com os 
elementos N e S quando a solução varre uma linha E; • Um 
problema detectado com alguns modelos generalizados de 
nove pontos é o fato de que quando a malha torna-se 
ortogonal o acoplamento ente o ponto P e seus vizinhos 
paralelos desaparecem ficando um forte acoplamento com 
os elementos das diagonais. Neste caso um método de 
solução linha por linha não pode ser empregado. A causa 
deste problema é a concepção errônea do algorítmo com 
relação a posição relativa das variáveis na malha lt4 1. 
Recomenda-se, portanto, que o modelo reduza-se a um de 
cinco pontos quando a malha utilizada é ortogonal, pois 
este permite que qualquer método convencional de 
solução de sistemas lineares possa ser utilizado sem 
problemas 114 I • 

O autor e seus cole~as utilizado um método 
generalizado desenvolvido em 1171 resolveram problemas 
de convecção forçada e natural em dutos de secção 
transversal de forma arbitrária, convecção natural em 
cavidades bi-dimensionais simples e duplamente conexas 
de diversas formas, escoamentos confluentes com 
transferência de calor, região de entrada térmica e 
hidrodinâmica simultânea, condução bi-dimensional 
anisotrópica e heterogênea em geometrias arbitrárias, 
etc. Em todos estes problemas métodos de solução linha 
por linha ou ponto por ponto foram empregados. Ainda 
com relação a este assunto, é conveniente lembrar que 
em qualquer método numérico que, no processo de 
solução, não manter o vetor velocidade alinhado às 
coordenadas, a un1ca maneira de evitar a difusão 
numérica é com a utilização de um esquema que envolve 
nove pontos l38l • Sob este aspecto os métodos 
generalizados já possuem uma estrutura onde facilmente 
podem ser incluÍdos métodos de minimização da difusão 
numérica. 

CONCLUSÕES 

Os assuntos discutidos neste trabalho demonstram 
que com o crescente desenvolvimento de métodos para a 
geraçao de malhas adequadas ao fenômeno fÍsico, 
associados à construção de algorÍtmos mais robustos e, 
consequentemente, menos exigentes com relação a 
qualidade da malha, é possível desenvolver modelos 
numéricos bastante potentes para a solução dos mais 
diversos problemas. Uma característica importante é a 
possibilidade de explorar cada vez mais a generalidade 
da metodologia. 

Com o também bastante acelerado progresso que se 
observa no uso de elementos finitos para a ~olução de 
problemas da mecânica dos fluidos, onde diversas 
dificuldades estão sendo paulatinamente resolvidas, 
parece-nos que esta metodologia e o método dos volumes 
finitos em coordenadas generalizadas terão um ponto de 
convergência em um futuro bastante breve. Isto é, ambas 
as técnicas apresentarão a generalidade e a 
potencialidade requerida. 

Conforme já mencionado, as áreas onde os estudos 
mais se concentrarão no futuro são; geração de malhas 
tri-dimensionais, coordenadas adaptativas e estudos 
visando quantificar com precisão os erros causados pelo 
uso de malhas excessivamente distorcidas. 
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RESUMO 

Nu.te .tJta.ba..eho de.t.cJt.evemo-6 a 6Cl.to.I!.Clç.ã:o LU de .6-Ú..temCl-6 UpaM0.6 u.&ando a .téc..túc..a 
de GeoJt.g e e Ng. Vepo.ú. de d.ú. c..LLÜJL o.6 p!ÚYlupi..o.6 do.6 mé..todo.6 deJLiLtÁ..vo.6, d.ú. c_;.t,t(mo.6 a 
c..ombi..naç.ão dCl.6 .têc..túc..Cl.6 cLULe..ta:. e deJLiLtÁ..vct nCl.6 u.tJta..têgi..Cl-6 de ptte-c..ondi..uol'tClmen.to. Mo.6 
.t.I!.Clmo-6 c..omo U.6Cl.6 .tec.IÚC'..Cl.6 podem .6eJL ap.Uc..ctdCl-6 2i Ruofuç.ão Nwnêlúc..a de Si..-ó.temCl-6 Nilo 
UneaJtu e a PJt.ObiemCl.6 de Quad.I!.Cldo.6 Ak1Úm0.6 não Li..neaJtu. 

1. INTRODUÇÃO 

Este trabalho e um rápido levantamento dos assun
tos que consideramos mais relevantes para resolução nu
mérica de sistemas lineares, com especial ênfase em pro 
blemas de grande porte. -

Os métodos diretos encontram a solução do proble
ma depois de um certo trabalho computacional sem ofere
cer informação Útil nos estágios intermediários desse 
processo. Por outro lado, os métodos iterativos ofere
cem aproximaçÕes sucessivas da solução separadas por 
pouco trabalho computacional. Finalmente, os métodos i te 
rativos usam a mínima memória possível por iteração, o 
que os faz muito adequados para problemas de porte eno~ 
me. 

Mas os métodos diretos, quando aplicáveis, costu
mam ser muito mais rápidos e eficientes que os iterati-
vos. 

A comparação das vantagens relativas de ambos os 
tipos de métodos deu origem nos Últ'imos anos a uma es-
tratégia ~is ta chamada ~pré-condicionamento". _1 

O numero de-condíçao de uma matriz (Cond(A)= IIAIIIIA 11) 
e uma medida aproximada do grau de precisão que podemos 
obter na solução do problema Ax = b por qualquer meto
do [8]. 

Cond (A) varia entre 1 e "", e os problemas estáveis 
são os que tem um número de condição pequeno. 

O pré-condicionamento consiste na transformaçãode 
Ax = b num problema equivalente bem condicionado(o que 
envolve as técnicas dos métodos diretos) e a resolução 
final por um método iterativo. 

As estratégias de pré-condicionamento são também 
usadas no s sistemas sobre-determinadas (Quadrados MÍni
mos). 

Finalmente, sugerimos neste trabalho as linhas sob 
as quais essas estratégias podem ser aplicadas ã resolu 
ção numérica de sistemas não lineares e de Quadrados MI 
nimos não lineares. 

2. A FATORAÇÃO LU 

O método direto mais conhecido para resolver sis
temas lineares está baseado na chamada "fatoração LU" 
de uma matriz. 

Suponhamos que A e uma matriz não singular de nxn 

e definimos U(O) = A. O primeiro passo do método e o s~ 
guin te: 

a) Permutar as linhas de u(O) de maneira que 

e substituir 
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Assim, a matriz que fica no lugar U0 sera chamada u1 e 
tem a forma: 

t-
o 
o 

o 

Continuando o processo, suponhamos que no passo k do 
processo chegamos a uma matriz uk cuja forma e: 

Analogamente ao passo 1, o passo k+l do proces-
50 consiste em: 

a) Permutar as linhas de uk de maneira que 

lu~+lk+ll 
k 1, ... ,n}. = max{uik+l . i = k + 

b) Definir mik+l e substitutir 
uk+lk+l 

u~:l +- u~:l - m .. uk+l, , i= k + 2, ... ,n, 
1J 1J 1J k+lJ 

j = 1, ... ,n. 

Naturalmente U = Un-l e uma matriz triangular 

superior. o processo descrito e um~ das formas mais :stá
veis de implementação da fatoraçao LU. A permutaçao d: 
linhas em cada passo de maneira a garantir lm.- I < 1 e 1J -
chamada "pivoteamento parcial". De fato, existem outras 
estratégias que permitem certo crescimento dos elementos 
m. , . Pode ser provado que 

1J 
a) Se A e não singular, o processo pode ser com

pletado.Ou seja não aparecem divisões por zero nos passos 



b) definidos acima. 
b) Definindo 

1 

m21 

L m .. 
1] 

mnl 

o 

existe uma permutação P das linhas de A (tambêm compu 
tada no processo) tal que LU = PA. -

A resolução de sistemas lineares com a matriz A se 
reduz agora a resolver dois sistemas triangulares. O pro 
cesso de fatoração usa O(n3/3) operações e o ~rocesso 
de resolução dos sistemas trinagulares usa O(n ). Dessa 
maneira, o calculo separado da fatoração é especialmen
te interessante quando se precisa resolver vários siste 
mas com a mesma matriz e diferentes termos independentes. 

Devido à imposição Iro .. I· < 1, a matriz L é geral-
mente bem condicionada. 13 

3. A FATORAÇÃO DE CHOLESKI 

Se A é simétrica e positiva definida (xTAx>O llx-F O) 
as permutaçÕes não são necessárias para garantir a esta 
bilidade numérica do processo de fatoração LU. Melhor 
ainda, a fatoração pode ser reformulada como A= LLT, e 
calculada usando apenas O(n3/6) operaçÕes. Essa é a cha 
mada fatoração de Choleski de uma matriz simétrica e p~ 
sitiva definida. 

4. O CASO ESPARSO 

Muitos problemas práticos tem estrutura esparsa, 
isto é, a matriz A tem poucos elementos diferentes de ze 
ro (6]. Chamamos "densidade" de uma matriz à porcenta= 
gero de elementos não nulos que ela contém. Densidades de 
1% e menores são frequentes em muitas aplica~Ões. Se A 
é esparsa, podemos armazenar toda a informaçao que ela 
contém, usando muito menos que n2 posiçÕes de memória. 
Basta, por exemplo, armazenar as coordenadas e o valor 
de cada elemento não nulo. Quando calculamos a fatora
ção LU de A, gostaríamos de armazenar a informação de L 
eU nas mesmas posiçÕes que A, mas em geral elas não são 
suficientes. Chamamos a este fenômeno de aparição de ele 
mentos não nulos de L e de U, em posiçÕes onde o elemen 
to de A era nulo, de "preenchimento" (fill-in)[6,7,24T. 

Agora, conhecida a estrutura de A, sem os valores 
numéricos, poderíamos prever a estrutura de L e de U, 
caso não fossem necessários permutaçÕes. Por exemplo, se 

X X 

X X 

X X 
.. 

A X X X 

X X 

X X 

X X 

é fácil ver que 
-

1 X X 

1 X X 

X 1 X X 

L X 1 e U = X X X 

X 1 X X 

X X 1 X X 

X 1 X 

Precisaríamos, em consequência, 5 posiçÕes adicio 

naÍ$ paraarmazenar L PU, além das posiçÕes onde A ê ar 
mazenada . 

Mas as permutaçÕes necessárias em A para obter uma 
fatoração estável dependem dos valores numéricos das su 
cessivas matrizes Uk , que não são conhecidos a priori-:-

Un trabalho recente de George e Ng [10) resolve o 
problema acima no seguinte sentido: Prova-se que as es
truturas de L e deU, quaisquer que sejam as permutaçÕes 
efetuadas em A, estão contidas nas estruturas de L e 
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LT onde LLT é a fatoração de Choleski de ATA. 
Como o calculo da fatoração de Choleski de ATA nao 

precisa de permutaçÕes, a estrutura dessa fatoração po
de ser conhecida a priori, de maneira que as posiçÕes ne 
cessarias para armazenar LeU, por exemplo, com pivo= 
teamento parcial, podem ser reservadas antes de começar 
os cálculos numéricos. 

A figura 1 mostra a estrutura de A, ATA e a L de 
Choleski para uma matriz de 50 x 50. 

A 

ATA 

LT 

. ' 

X I 

I I 
I 

I 1 
X t 

Figura 1 

I I 

A pesar disso, as posiçÕes usadas pela fatoração 

L de Choleski de ATA são em geral emmaiornúmero que as 
necessárias para armazenar a fatoração LU de A com pivo 
teamento parcial. Ãs vezes é necessário um pré-processa 
mento de A (permutação de colunas) independente porem 
de valores numéricos para garantir que a fatoração de 
Choleski seja tão esparsa quanto possível. 



S. MtTODOS ITERATIVOS 

Muitos métodos iterativos para resolver Ax=b tem 
a seguinte estrutura : 

a) Encontra-se um sistema da forma x = Tx +c que 
seja equival~nte ao o:igina!. k+l k 

b) Aphca-se a 1teraçao x = Tx +c. 
Se A é não singular, o método iterativo converge 

se p(T) < 1, onde p(T) é o módulo do máximo autovalor 
de T. 

Os métodos iterativos são especialmente atraentes 
para problemas de grande porte, devido a que a matrizT, 
que ê em geral facilmente obtida a partir de A não é modi 
ficada ao longo de todo o processo. Portanto, não apare 
cem problemas de preenchimento e o número de posiçÕes 
usadas pelo método e essencialmente o mesmo que o neces 
sário para armazenar A. Os métodos de Jacobi, Gauss= 
Seidel e Kaczmarz entre outros, pertencem ã categoria 
acima. 

Especialmente interessantes são os métodos de Gra 
di entes Conjugados (1, 11, 24] . Embora considerados como 
métodos iterativos, são na realidade métodos diretos, já 
que a solução é obtida num número finito de passos 
(igual ao número de autovalores diferentes de A). Porém, 
essa propriedade ê afetada pelo erro de arredondamento 
e os métodos, de fato, se comportam como iterativos. E
xistem combinaçÕes eficientes de métodos baseados em 

k+ 1 T k - d d . . [ ] x = x +c com meto os e grad1.entes conJugados 2 . 
Todos os métodos iterativos compartilham uma desa 

gradável propriedade: o número de iteraçÕes necessário 
para convergir é tragicamente afetado pelo condiciona
mento da matriz. 

6. P&E-CONDICIONAMENTO 

Os métodos diretos também sao afetados pelo condi 
cionamento da matriz, porém de maneira não tão radical~ 
De um modo geral, quando não se conhece nada a priori 
sobre a solução do sistema ou sobre a inversa da matriz, 
um método direto é mais eficiente que um iterativo. Po
rém, há situaçÕes nas quais, pelo tamanho do sistema,os 
métodos diretos não são aplicáveis. E há casos onde é 
conhecida informação prévia sobre a solução do problema, 
que os métodos iterativos podem aproveitar e os métodos 
diretos nao. 

Suponhamos, por exemplo, que a matriz A do siste
ma é sabidamente parecido com uma matriz B cuja fatora
ção LU é conhecida. Nesse caso, é provável que o método 
iterativo definido por 

convirja rapinamente à solução do sistema. Com efeito 
essa fÓrmula corresponde a escrever 

-1 
T = I - (LU) A, 

matriz que provavelmente tem seus autovalores prÓximos 
de zero. Na realidade, o que fizemos foi substituir o 

;sistema Ax=b pelo sistema (LU)- 1Ax = (LU)-lb e apli
car um método iterativo neste Último sistema. A matriz 

deste sistema é (LU)-lA que é provavelmente próxima da 
identidade e, em consequência, bem condicionada. 

Essa é precisamente a ideia do "pre-condicionamen 
to". Com efeito, o pré-condicionamento consiste em subs 
tituir o sistema original por um sistema equivalente on 
de a matriz é bem condicionada , e aplicar depois um mé= 
todo iterativo no novo sistema. 

Naturalmente, poucas vezes temos informação a prio 
ri sobre a matriz A como a mencionada acima. Em alguns 
problemas de grande porte, o pré-condicionamento sobre 
A é produzido sem conhecimentos a priori, de maneira a 
poupar o tempo e a memória que usaria um método direto. 
Algumas modificaçÕes da matriz U da fatoração LU de A 
podem atuar como bons pré-condicionadores. Por exemplo: 

a) U = U desprezando os elementos de U menores 
em mÓdulo que certo E > O. 

b) U = U desprezando os elementos de U que es
tao longe da diagonal. 
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A expectativa é que nesses casos a matriz B = AU-l 
seja bem condicionada. Esta expectativa se sustenta no 
fato de que a matriz L da fatoração LU com.pivoteamento 
parcial é, em geral, bem condicionada . A aplicação de um 

método do tipo gradientesconjugados ao sistema AU-ly 

b, seguida de X = U-ly pode dar resultados muito acei 
táveis. 

7. QUADRADOS MÍNIMOS 

Problemas onde o número de equaçoes é maior que o 
número de variáveis (m > n) são muito frequentes nas apli 
cações . Muitos problemãS de estimação de parâmetros,pro 
blemas inversos em equaçÕes diferenciais parciais. e 
problemas de tomografia [ 3, 4] podem ser formulados des 
sa maneira. 

Esses 
dagem usual 
solução" no 

sistemas não tem, em geral, solução. A 
é "resolvê-los" encontrando a melhor 
sentido dos quadrados mÍnimos, isto é: 

Minimizar li Ax - b 11 • 

abor 
"nãO 

Escreveremos este problema, como Ax ~ b. Pose ser 
provado que se em ambos os membros de Ax ~ b, é aplica
da uma rotação plana, digamos as linhas i e j o siste 
ma fica invariante. o método mais comum de resolução con 
siste então na aplicação de uma sequência de rotaçÕes 
planas de maneira de transformar A numa matriz triangu
lar superior R [9]. Métodos baseados em transformaçÕes 
de Householder também são usados com o mesmo objetivo,mas 
não são tão apropriados para o caso grande e esparso. 

Uma rotação plana pode ser representada por uma 

matriz de 2 x 2, (c 5
) tal que c 2 + s 2 = l. A rotação 

-s c 
que atua nas linhas i e j de A tem a forma 

i 

1 o 
o o 

o 1 

i c s 

1 
o o 

1 

j -s c 

1 o 
o o 

o 1 

Aplicando uma rotação plana adequada nas linhas i 
e j de A, podemos transformar em zero o elemento (j,i) 
de A. Chamamos de G(j,i) à rotação que faz isso . 

Por exemplo, suponhamos que A tem a seguinte es
trutura: 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

A X X X 

X 

X 

X 

X X 

X 

X X 



~ fácil ver que A pode ser transformada na matriz R com 
a seguinte estrutura, 

X X X 

X X X X X 

X X X 

X X X X 

X X x, 

X xj 

R xj 

através da aplicação sucessiva das 32 rotaçÕes: 

G(4,2), G(5,1), G(5,4), G(6,3), G(6,5), G(7,2), G(7,4), 
G(7 ,5), G(7 ,6), G(8,4), G(8,5), G(8,6), G(8, 7), G(9.3), 
G(9,5), G(9,6), G(9, 7), G(l0,5) ,G(l0,6) ,G(lO, 7) ,G(ll,2), 
G(ll,5) ,G(ll,6) ,G(ll, 7) ,G(l2,4) ,G(l2,5) ,G(l2,6) ,G(l2, 7), 
G(l3,3) ,G(l3,5) ,G(l3,6) ,G(l3, 7). 

Como no caso da fatoração de Choleski, a estrutu
ra de R e o número de rotaçÕes necessárias não depende 
dos valores numéricos de A, e, portanto é conhecida a 

priori . De fato, é fácil ver que RTR nada mais é que 
a fatoração de Choleski de ATA. 

8. PRE-CONDICIONAMENTO E QUADRADOS MÍNIMOS 

O descrito acima dá origem a um método direto pa
ra resolver problemas de Quadrados MÍnimos. Mas o que 
foi dito para o problema de resolução de sistemas, vale 
também neste caso. Para muitos problemas é interessante 
a complementação de um método direto com um método ite
rativo. O método iterativo mais adequado para este tipo 
de problema é o de Gradientes Conjugados [24) devido a 
se tratar de minimizar uma função quadrática. 

Saunders [24) sugere como pré-condicionador da ma 
triz retangular A, o resultado de levar A à forma trian 
gular superior usando transformações elementares como no 
caso da fatoração LU, em vez de rotaçÕes planas. O pro
blema, finalmente, se resolveria aplicando gradientes 

. d . . . 11 -l b 11 d -l conJuga os a M~n~m~zar AU y - e fazen o x = U y 
como no caso de sistemas lineares. 

Outra alternativa, como no caso de sistemas linea 
res, é pré-condicionar com uma "R incompleta" no senti::
do que os elementos pequenos da R verdadeira seriam des 
prezados ou que os elementos de R que estão longe da 
diagonal seriam desprezados . 

Nenhuma das possibilidades citadas foi testada nu 
mericamente de forma suficientemente extensa. 

9. SISTEMAS NÃO LINEARES 

Consideremos o problema de resolver F(x) =O onde 

F : :Rn -+ JRn. O método de Newton [ 23) é o mais usado nes 
te tipo de problema. ~ um método iterativo que, dada a 
. - k k+l - -
~teraçao x , encontra x atraves da resoluçao do 

sistema F'(xk)z =- F(xk) e xk+l = xk + z . As ideias 
expostas nas seçÕes anteriores para sistemas lineares p~ 
dem ser aplicadas aqui de diferentes maneiras: 

a) Os métodos diretos podem ser usados para resol 
ver o sistema linear em cada iteração . 

b) Métodos iterativos podem ser usados para resol 
ver o sistema linear e "detidos" antes de atingir a con 
vergência, dando origem aos Métodos de Newton Inexatos 
[ 27) 

c) A fatoração LU de F'(xk) pode ser usada como 
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pré-condicionadora de F'(xk+l). 
Mas, ao mesmo tempo que as ideias a c i ma servem 

para aplicar diretamente as técnicas de resolução de ·sis 
temas lineares ao método de Newton, existem outras 
ideias que consistem em generalizar diretamente os meto 
dos para resolver sistemas lineares ao caso não linear~ 
Essas ideais dão origem aos "Métodos Lineares Generali
zados" [ 23, 12, 14, 19, 21 ). Quando um método Linear Gene 
ralizado é aplicado a um sistema linear, seu comporta= 
mento é exatamente o mesmo que o do método iterativo li 
near que lhe deu origem. 

Uma regra para construir um método linear genera
lizado é substituir cada aparição da linha i de A no 
método original pelo gradiente da i-ésima componente de 

- n -F, e cada expressao ~ a .. x. - b. por f.(x). Os meto 
j =1 ~J J ~ ~ 

dos lineares generalizados tem propriedades de conver
gência similares aos métodos iterativos lineares origi-
nais. 

Também muito usados para resolver sistemas não li 
neares são os métodos Quasi-Newton [ 5, 13, 25). Em cada 
iteração de um método quase-Newton é necessário resol
ver um sistema linear: 

B z = - F(xk) k . 

onde a matriz Bk+l e obtida a partir de Bk por alguma 

fórmula simples . Em muitas implementaçõesde ·metodos qua 
se-Newton o que é armazenado é uma fatoração de Bk e o 
problema é usar algoritmos efetivos para obter a fato
ração de Bk+ 1 a partir do anterior [ 5, 20 I . 

Mas, naturalmente, é possível também usar a fato
ração de Bk como pré-condicionadora do sistema cuja ma 
triz é Bk+l Esta é uma ideia que parece promissora p~ 

ra sistemas esparsos, na qual estamos trabalhando atual 
mente [22). 

10. QUADRADOS MÍNIMOS NÃO LINEARES 

Quando os parâmetros a serem ajustados num modelo 
aparecem não linearmente nas equaçÕes, estamos em pre
sença de um problema de ajuste não linear. A formulação 
matemática mais simples é a dos Quadrados MÍnimos Não 
Lineares. De acordo com ela, o problema é 

Minimizar 11 F (x) 11 , onde F : JR.n -+ :Rm. 

A " ideia Newtoniana" aplicada a este problema con 
siste em resolver em cada iteração o problema de Quadra 
dos MÍnimos Lineares: -

F'(xk)z ~- F(xk) 

e fazer xk+l = xk + z. 
Esta idéia não é muito satisfatória no caso sobre 

determinado devido a que as propriedades de convergên
cia local do método de Newton não se mantem neste meto
do quando a resÍduo F(x) na solução e grande, de manei 
ra que, depois da resolução do problema de Quadrados MÍ 
nimos Lineares e necessário um segundo passo: -

k+l 
X <l>(xk ,z) 

que garante, pelo menos, que IIF(xk+l)ll < IIF(xk)ll . 
Atualmente, estamos trabalhando num algoritmo pa

ra resolução do problema esparso de Quadrados Mínimos Não 
Lineares, baseado nos seguintes princípios: 

) . - ' k k a Em cada ~ teraçao o problema F (x ) z ~ - F (x ) 
e (incompletamente) resolvido usando Gradientes Conjuga 
dos e pré-condicionando o sistema com uma R da fatora= 
ção incompleta por rotaçÕes planas de F'(xk). 

b) O mesmo pré-condicionamento é usado durante um 
certo número de rotações cqnsecutivas . 

c) A função <I> envolve uma busca bidimensional no 
plano determinado por z e o gradiente de 11 F (x)ll 2. 

Experiências preliminar.es com sistemas de 3000 
equaçÕes e mais de 1000 incÓgnitas resultaram muito alen 
tadoras quando comparados com as subrotinas adequadas 



para resolver o mesmo tipo de problema da Biblioteca do 
NAG (National Algorithms Group, Oxford). 
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ABSTRACT 

In t~ pap~, a gen~zed ap~oximation ~ p~eóented 6o~ the ~cnezation o6 
conve~ve t~ on Nav~~-Stoke6 o~ alike equationh. Atthough ~gh~-o~d~ ~cheme6 
may be developed, the mo~t e66~~ent ~cheme utitize6 a ~elation between 4 adjacent 
po~nú, ~n w~ch the ~eópe~ve uxúghtó may be choMn to depend on the ce.U. Reyno.e.~ 
numb~.Conheque:nt.e.y, ~gg.e.e6 Me eMUy ~upp~eó~ed . A6t~ 1-V and 2-V úmp.e.e 
appUcationh, U ~ p~eóented Mme ~eóu.e.ú 6o~ the we.U. known ~ven cavdy pMb.e.em. 
Whenev~ po~~~b.e.e, the p~eóent ~eóu.e.ú Me compMed wdh the mo~t acc~e data 
avaUab.e.e. 

lNTRODUCTION 

Current investigations on Computational Fluid 
Dynamics involve the solution of high Reynolds number 
flows in twoand three dimensiona. ln such cases, the 
grid size necessary to resolve localized effects, such 
as boundary layers, may be quite large and it is 
imperative that unphysical behaviour be eliminated from 
the solution . Since the schemes used to discretize the 
governing equations relate to the grid size, through 
truncation errors, their choice may affect the numeric& 
solution and the convergence process. 

The source of most serious problems is easily 
traced back to the first order derivatives, which 
represent the inertial terms on Navier-Stokes equations. 
For instance, if these terms are discretized by central
difference schemes, wiggles and non-unique solutions 
[1,2] may appear provided the Reynolds number of the 
flow is high enough. However, those flows constitute 
the current main interest and the engineer finds himself 
attracted to the different forms of upwinding. 

A considerable amount of literature has been 
published on the problems that upstream approximations 
induce on the numerical solution, the most discussed 
one being the numerical viscosity effect (see Raithby 
[3 ] for a lengthful discussion) .Although of questionable 
usage, very sophisticated formulae, in which the source 
free governing equation is aproximated locally (e. g. 
[4]) have been suggested to alleviate the problem. ln 
other situations, extra terms or deferred corrections 
were considered for the first derivative [5]. 

Apparently, Leonard [6,7] was the first one to 
recognize that a higher order upwinding scheme should 
effectively eliminate the problem. He proposed the 
Quadratic Upstream lnterpolation for Convective 
Kinematics, QUlCK, which is a 4-point formula for the 
discretization of first derivative. ln spite of the 
extra computational effort, his scheme do display 
wiggles, provided the Reynolds number is high enough,as 
will be shown later. This was predicted by him and 
resulted in the convergence difficulties noted by Han 
et al [8], among others. 

Recently, the author presented few schemes that 
do not display wiggles nor numerical viscosity effects 
[9]. ln this paper, the most efficient one is applied 
to 2-D situations and to the simulation of the wall 
driven cavity flow. As will be shown, this scheme may 
be seen as a generalization of Leonard's concept . 

4-POlNT FORMULAE 

According to Leonard [7], the lack of stability 
of the central schemes to high Re numbers is associate 
to a low sensitivity of the first derivative to changes 
on Ui, the unknown at node i. ln others words, for a 
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central difference scheme, 

(
u . -u. ) 

1+1 2h 1-1 = o 

For high enough Re numb er flows, this is 
troublesome.Following [9], the proposed 4-point scheme 
is to be written as: 

dU 
dn 

and consequently: 

d dU b 
(ftJ."" d n = h 

1 

(1) 

Naturally, a very small h will assure stability 
to whatever Re numbers, but this is cost prohibitive. 
Therefore, b should vary as necessary in order to 
assure stability. According to lnverse Problems theory, 
b/h may be called as the sensitivity coefficient of 
dU/dn. For now, b will be considered as a floating 
variable to be called x, and if a Taylor series 
expansion is applied, a, c and d on equation (1) may be 
obtained as functions of x. Doing so, the resulting 
expression is: 

dU 
dn 

(3-2x) Ui+
1 
+ 6x Ui- 3(2x+1) Ui_

1 
+ 2x Ui-z 

6h 

(2) 

Although x remains to be determined, there are 
already several candidates. For instance, the trivial 
choice x=O reduces equation (2) to the standard central 
difference scheme . lf x=3/8 the QUlCK scheme is 
recovered and if x=O.S the other scheme proposed by 
Leonard (6] is recovered. This last choice is 
particularly interesting because it results in a lower 
order truncation error. This may be used effetively at 
low Reynolds number flows. 

There are some ways of finding x. The easiest way, 
following Andersen (10], is to impose that: 

u~+ 1 /u~ 
1 1+1 

i; o (3) 



Assuming that the convective term is discretized 
using a 4-point formula and that a central difference 
scheme is used to discretize the diffusion term, one 
substitutes the original differential equation by a 
system of algebraic equations. Considering, for 
simplic ity, a 1-D equation, it results: 

[
D(2x+1) + n] + ui - u i-1 2 [ 1+Cx+2D J + 

[
C(3-2x) _ nt RHS 

ui+l 6 J (4) 

where RHS 
the Courant 
se e [ 1 O]). 

represents the right-hand side term, C is 
number and D is the diffusion number (e.g. 

ln the limit, restriction (3) applied to equation 
(4) indicates that 

c 
o R e 

c 

Umax h 6 
-\! - = 3-2x 

where Rec now the cell Reynolds number. As Rec is set by 
the physical problem and the storage limitation, the 
above equation will be used to fix x. That is: 

x = 1.5 - 3/Re c 
(5) 

lt should be noticed that for large Rec,x rernains 
bounded to the value 1.5. Also, for diffusion dominated 
problems (Rec ~ 2), x from equation (5) willbe negative, 
which is non-physical (unless Rec < O, of course). 
lnstead, x may be limited to zero (i.e. the central 
;scheme) ar to 0.5, to increase accuracy. 

BOUNDAêY CONDlTlON APPROXlMATlON 

Once equation (2) is applied near the boundary, 
U. rnay lie outside the region and an auxiliaryequation 
tÕ- 2determine it may be necessary. ln severalexperiments 
performed during this investigation, this caused a 
deterioration of the global accuracy [11]. Although 
several options are available, better results were 
always achieved if instead equation (2), one used: 

dU 
dn 

3(x-1) Uw-8x UW+l/ 2+6xUW+l+(3-x) UW+ Z 

6h 

2-x z d 3u x 3 d 
3u 

+ --rz h w + 96 h drl' (6) 

ln arder to determine Uw+ 12, i.e. an auxiliary 
point that lies halfway the wali and the first nade, it 
is suggested a Taylor series expansion: 

U = U + ~ du I h2 d2u I 
w+l/ 2 w 2 dn + 8 W w w 

The first derivative is to be substituted by 

dU 
dn 

-3 uw + 4 UW+l/ 2 - UW+l 
h 

- ....!._ h 2 d
3
U 

12 w 

(7) 

(8) 

while the second derivative is to be eliminated ar 
replaced using the governing equation. This formulation 
proved to be always very efficient [11]. 

RESULTS 

The numerical formulation indicated before was 
implemented to solve 1-D equations such a Generalized 
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Burger's equation. The results were shown in (9] and 
here only a brief discussion willbe rnade. Actually, the 
only point to emphasize here is the advantage of the 
proposed formulation over QUlCK. To the best of the 
author's knowledge, all applications of QUlCK were rnade 
using a divergent formulation. As indicated in [9], a 
possible explanation is that all other possible values 
(including x=O or x=0.5) lead to numerical viscosity, 
which is not interesting. Consequently, it rnay be 
important to find out whether the divergent formulation 
used with QUlCK is more on less efficient than the 
convective formulation used with the proposed scheme. 
From figure 1, it rnay be seen that at Rec=10 3 , wiggles 
appeared with QUlCK but not with the proposed scheme. 
lt rnay be seen, however, that the accuracy has 
deteriorated. Actually, this should be expected as Rec 
number increases, the boundary layer is gradually 
reduced and, eventually, all viscous effects will be 
concentrated in a region srnaller than the mesh size. 
This point will be further stressed ahead. 

u ( :.~ {__ ____ ; ..... . , j 

.!./ " \, 
0,8 +- -:' 

o.• 

o .• 

o 
o o.• o.• 0.6 o.o 1.0 "'I ... 

Figure 1. Velocity profile comparing QUlCK (divergent 
formulation) and the proposed scheme 
(convective formulation). Rec = 10 3 

Once a 1-D scheme was numerically implemented, 
tests started with a 2-D Convection-Diffusion equation 
and, for comparison purposes, the Gupta's test· [12] was 
selected. ln his paper, Gupta chose an equation such as: 

unn + u~~ + À1 un + À2 u~ = f(n.~) (9) 

where, À1, À2 are constants that rnay assume any large 
values (O~ 10 5 were used here and in [12]). The exact 
solution of equation (9) was chosen to be u(n,~) -
= 2n(n-1)(cos 2n~-1). The 2-D algebraic relations were 
solved using an ADI method or a line by line Thomas 
algorithm. The former being computationallymore efficent 
at low range À1 ,2 and the latter at the other range 
(À 1 ,2 > 100, say); (see [11] for further details) . Tablel 
show results obtained using a central difference scheme, 
a fourth-order scheme proposed by Gupta and three 
versions of the proposed scheme, differing only in the 
handling of the extra point near boundaries. The first 
version neglected the second arder derivativeinequation 
(7), resulting in a simple linear interpolation at node 
w+1/2. The second version, more efficiently assumed a 
three point approximation to d 2u/dn 2 at the wall and, 
finally, the last version used the exact profi~obtained 
by differentiation, naturally the most accurate. 

Although the results from the central difference 
scheme, reproduced from [12], appear to be accurate, 
they are not. ln fact, the results display wiggles and 
specially at higher À1 , 2 are very difficult to be 
obtained iteratively (the present cede indicatedoverflow 
errors for any À1, 2 > 100!). On the other way round§ the 
results obtained with the present scheme at À1 = 10 and 
À2 = 10 4 were obtained within 13 iterations of the line 
by line TDMA. The results from the Fourth-order scheme 
were reproduced from [12] just for comparison 
purposes. 



Table 1. Maximum errors for the 2-D convection-diffusion equation. 
Mesh size hx = hy = 0.05, convergence criteria = 1 x 10- 4 

Àl À2 CENTRAL FOURTH-ORDER PRESENT 
SCHEME 2 3 

1 1 0 . 4691(-2)* 0 . 3285(-3) 0.413(-2) 0.439(-2) 0 . 398(-2) 
10 10 0. 1009(-1) 0.1458(-3) 0 . 527(-2) 0 . 142(-2) 0.969(-3) 

100 100 0 . 1929(-1) 0 . 1679(-2) 0.1847(-1) o. 108 (-1) 0.119( - 1) 
1000 100 0 . 6894(-2) 0.4563(- 3) 0 . 1488(-1) 0 . 272(-2) 0 . 271(-2) 
5000 100 0 . 4015(-2) 0.7367(-4) 0.1143(-1) 0.650(-3) 0 . 630(-3) 
100,000 10,000 0.1121 (-1) 0.3924(-3) 0.1409(-1) 0.669(-2) 0 . 670(-2) 

* 0.4691 (-2) 0 . 4691 X 10-2 

At this stage, a simple 2-D walldriven cavity flow 
was simulated using the proposed scheme. Although many 
solutions are available in the literature, this problem 
is often used to test new numetical aspects. For 
simplicity, the vorticity-stream function Navier-Stokes 
equations are considered. The Poisson equation is solved 
by the modified strong implicit procedure (MSI) proposed 
by Scheider and Zedan [13] and the steady state vortictty 
equation is solved by ADI method. The vorticity value at 
wall was generated through (P,Q) formulae as indicated 
by Gupta and Manohar [14] . 

Table 2 indicates few results obtained by the 
present method and by other~whenever possible. The 
Reynolds number is 100 and the mesh size is indicated. 

Table 2 . Wall Driven Results at R e 100 

Mesh 1/1 max W(at 1/lmax) 

Schreiber and Keller [15] 121x121 -0.10330 -3. 182 
M. Napolitano [16] 14x14 -0.0874 n.a. 
Central difference scheme 

formula (2, 1) 21x21 -0 . 0971 -3.36 
formula (5,4) 21x21 -0.0928 -3.11 

Present scheme 
formula (2, 1) 21x21 -0.0991 -3.196 
formula (5,4) 21x21 -0.0952 -3.196 

The CPU time envolved here is certainly larger 
than the necessary for the central difference scheme, 
because of the added effort. For instance, results 
obtained with formula (5,4) were obtained within 29 
iterations and took 28 CPU seconds on an IBM 370/158. 
Using the sarne formula and the central scheme, the 
solution was obtained within 31 iterations and 16 CPU-S. 
In spite of the increased time, it should be noted that 
the present results are more accurate, at least if results 
from reference [15] are assumed to be "exact". 

A much more interesting result is the one obtained 
at Re = 10 3

• As mentioned before, its accuracy is very 
poor andas noticed by Napolitano [16], that is not 
surprising as the mesh employed (21x 21) is completely 
incapable of capturing the thih boundary layer near the 
walls of the cavity. In any event, results are shown in 
Table 3. 

Table 3 . Wall Driven Results at Re = 10 3 

Schreiber & Keller [17] 
Gupta & Manohar [16] 

(upwind- formula 2,1) 
Present method 

formula 21, fixed scheme 
formula ",variable scheme 
formula 54, fixed scheme 
formula ",variable scheme 

Mesh 

141x141 
21x21 

21x21 
21x21 
21x21 
21x21 

1/1 max W(at 1/Jmax) 

-0 . 11297 -2.281 
-0.0599 -2 . 63 

-0 . 0520 -4.5330 
-0 . 0364 -4.8680 
-0.0719 - 1.2289 
-0.0563 -1. 1037 

At this Reynolds number, the formula (5,4) seems 

49 

to be more accurate than formula (2,1), contrary to 
what was found at Re = 100. The reasons for this are yet 
not very clear but it was noticed that Gupta's results 
[14] indicated an over-estimate of the vorticity 
conservation law at Re = 1000, using that formula and 
the upwind scheme. Visual inspection of the stream 
fuction profile indicated that, using formula (2, 1), 
the two secondary vortexes coalesce on a single region, 
a feature not seen by Schreiber and Keller [13]. As the 
results obtained with formula (5,4) do not indicate it 
and 1/Jmax values are closen to the exact solution, this 
formula is indicated to be most accurate, at least for 
the present purposes. 

Table 3 indicates further results that were 
obtained using a fixed scheme with x and y values frozen 
at their peak values. Besides the better values, it was 
also noticed better convergeht properties. At Re = 10 3 

and using formula 54, the code using the fixed scheme 
converged within 130 iterations ( 120 CPU-S) and it took 
240 iterations (215 S) to converge using the variable 
scheme. A very important point here is that no relaxation 
factor was used in the present study, not even to the 
wall vorticity. To the author's understanding, under
relaxation is confusing, to say the least. This is 
another feature of the present method. 

Although results at Re = 10 4 were also easily 
obtained at this preliminary study, the accuracy is 
alredy lost. Instead of using higher number of nodes or 
non-uniform meshes, a coordinate stretching is currently 
being employed. Also, proper criteria to select a fixed 
scheme (i.e. an unique value for x or y) is being 
investigated. The results so far obtained seems to 
indicate several interesting features of the proposed 
schemes. Further comments are discussed in [11]. 

CONCLUSIONS 

An efficient numerical scheme has been developed 
and applied to several tests, where the validity, 
efficiency and the difficulties were observed. At high 
Reynolds number, boundary layer effects are limited to 
regions smaller than the grid size and a suitable 
coordinate stretching is necessary. Further study 
remains to be made to increase accuracy . 
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ABSTRACT 
ThM pa.peJL p!LUenú a. c.ompa!Ú6on bitWeen the U.nealt Fl.u.x. Sp.Une Sc.heme, FLUXI [ 1], 

a.nd mo~6~ed v~~o~ o6 the Centkal V~66eJtenc.e Sc.heme, CENTR2 [2] a.nd CONVIF [3], 6ok 
.two-d~e~~ona.l c.onvec.üon-~661L6~on p!Lob.te.rnó. The ma.jM ~66eJtenc.u be.tween the hc.hemu 
a1te lúghlighted a.nd the.út peJL6otuna.nc.e a.na.lyzed. The ke.J.> u.Uó o b:ta...<.ned 6M a. nu.mbeJL o 6 
;tv.,;t pMblemh ha.ve óhown tha.t CENTR2 p!t.e.J.>enú hta.b~y pkobl.emh a.nd hu66~ 6kom the 
oveJL a.nd u.ndeJL-óhootó pkoblem. CONVI F ~ hta.ble, bu.t .U hM a. veJty low c.onveJtgenc.e 
ka.te. FLUXI ~ c.o~~te.nily mMe a.c.c.u.!t.a.te Ma.t l.e.Mt M a.c.c.u.!t.a.te M CENTR2 a.nd CONVIF, 
a.Uhou.gh .U óu.66~ hlightly 6kom the oóúlla.:ti.on pMbl.em. Fu.!t.theJL, FLUXI hM a. 6Mt 
c.onveJtgenc.e ka.te. 

INTRODUCTION 

Several schemes have been developed over the years 
to solve the two-dimensional convection-diffusion equa
tions. Stability problems encountered with the Central 
Difference scheme lead to the formulation of schemes 
like Upwind, Hybrid and Power-Law [4]. It is well recog
nized that these schemes, under some circumstances, pos
sesses unacceptable high numerical diffusion. On the 
other hand, they are stable, i.e., free from any numer~ 
cal oscillation. However, numerical accuracy is increas
ingly a major consideration and a number of high-order 
accuracy schemes have been developed. Among those, the 
following schemes can be cited: the Linear Flux Spline 
Schemes [1,2,5], the Modified Central Difference schemes 
[2,3], the Skew Upwind Differencing scheme [6],higher
order schemes based on Taylor series [7], and the Cubic 
Spline schemes [8]. The Linear Flux Spline scheme and 
the modified versions of the Central Difference scheme 
were selected to be examined here since both present 
high accuracy and are simple to implement. 

ANALYSIS 

The governing equation for 2-D convection diffusion 
problems where the total flux of the dependent variable 
0 is formed by a convective flux and a diffusive flux 
may be written as 

âJx/ âx + âJy/ây = S 

Jx = pu0 - ra0/âx Jy pv0 - ra0/()y 

(1) 

(2) 

where Jx and Jy are the total flux components in the x
and y-direction, respectively~he source of 0 within the 
domain is s, p is the mass density, r is the diffusion 
coefficient and u and v are the velocity components in 
the x- and y- direction. 

To understand the source of errors of the 
discretization schemes, it is convenient to analyze 
equation (1) rewritten as 

âJx/ âx s - âJy/ ây (3) 

False diffusion is a dominant source of errors in 
the numerical simulation of most multi-dimensional 
convection-diffusion problems. It will occur when the 
flow is oblique to the grid lines and when there is a 
non-zero gradient of the dependent variable in the 
direction normal to the flow direction. 

By observing equation (3), it can be seen that if 
there exist~ any source in a domain or if there is a 
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Figure 1. Discretization Domain 

transverse flux, the right hand side of this equation is 
non zero. These terms are in part responsible for the 
false diffusion effect. Therefore, to reduce or to 
eliminate the false diffusion effect produced by a 
numerical scheme, the scheme should take into account 
these terms. The simplest way to accomplish this is to 
assume a linear flux expression for each flux component. 
Both Linear Flux Spline scheme and Central Difference 
schemes fall into this category, as will be shown later. 

The finite difference analogue of the conservation 
equation (1), can be written as 

ap = aE + aw + aN + as - SP óx óy 

b = se óx t. y + B 

(4) 

(5) 

where the subscripts E, W, N, S and P denote the values 
of the variables at the respective grid nod es in Figure 
(1). óx and óy are the control volume sizes, and SC the 
S C S < O) are constants from the linearization of the 
s6urcepterm of equation (1), s = s + sp 0p. 

The difference between the sc~emes is associated 
with the neighboringcoeff i cien tsand the source term e. 
The numerical schemes which allow the neighboring coef
ficients to become negative, may display over - and 
under - shoots and numer i cal ins tab i 1 i t ies especiall y if 
an interative method is used for solving the set of 



discrete equations. 

Linear Flux Spline Schemes. They are developed 
based on the assumption of a cne-dimensional linear flux 
distribuition throughout the control volume. 

Jx A+ B X (6) 

The dependent variable 0 is obtained by 
integrating equation (2), with this flux expression, and 
by assuming constant mass flow rate pu and diffusion 
coefficient r, yielding 

0 a + b x + c exp (pux/f) (7) 

Since 0 and Jx are unknowns, we need two equations 
to completely formulate the scheme. These equations are 
the conservation equation and the equation obtained from 
the hypothesis that the dependent variable is constant 
at the interface of two adjacent control volumes. 

To the knownledge of the author, there are three 
different schemes based on this idea, which are: 
l) Linear Flux Spline Scheme, FLUXl (1], 2) Modified 
Linear Flux Spline Scheme, FLUX 13[2), and the Locally 
Analytic Differencing Scheme, LOADS [5]. 

The scheme selected to be tested here was FLUXl. A 
comparison study among them has been presented in [2) 
and FLUXl was recommended. 

For the FLUXl scheme, the constants A and B 
equation (6) are obtained from the values of the 
components at each face of the control volume, 

A ~ Jx. 
1 

B (Jxi+l - Jxi)/~i 

of 
flux 

(8) 

Note that due to the staggered velocity distribu
tion (see Figure 1), the velocity is not actual1y con
stant inside the contro1 volume, each half being governed 
by a different mass flow rate. Therefore, a correction 
term was added to the flux expression for FLUXl, so that 
this scheme would reproduce an exact so1ution for a 
problem with linear mass flow rate and constant 0. 

The coefficients for equation (4) for the FLUX1 
scheme are 

aE=D A(\P \)+[-F ,0)), a..=D A(\P \)+[F , O)) e e e ww w w 

aN=D A(\P \hli-F O]) , a 5=D A(\P \)+[F , O)) 
n n n' s s s 

8=(J1X . . -J1X. 
1 

.)/',y. + (J1Y .. -J1Y .. 1 )~ . 
1,] 1+ .J J 1,] 1,]+ 1 

where [ a,b]] is max (a,b) and for a fixed j 

J1X. 
1 

Jx. 
1 

BXi { [Jxi- Jxi+1J- [pu) C pu) i+1J 

+ cxi { [Jxi- Jxi-1)- [pu) i- pu) i-1) 

Jxw = [aw(0W- (.lp) + Fw 0P]//',y + J1Xi 

0i} + 

0i-1} 

(9) 

(lO) 

(11) 

(12) 

BX. 
1 

(hxi)DXi Q(-P-i) 

ôx. r . A(-P-;') 

(hxi_1)DXiQ(P:_l)(l3) 
ex . = ~ r . A c Pt 

1
) 

1 1 1 1 uxi-l 1 _1 1-

{ - - + ( + } -1 D~i = hx/( r i A(-Pi ))+ hxi-l/( r i-l A Pi-l)) (14) 

P-:- =pu). hx-./r. , P: 1 = pu) . 1 hx: 1 / r . 1 (15) 
1 1 1 1 1- 1- 1- 1-

Q(P) = (r/(P-l)+l]/P( ep-1), A(P) = P/(ep -1) (16) 
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F 
w 

- + 
pu\ /',y , Dw = [hx/r i+ hxi_1 /r i-1 ), P=F /D (17) 

The lower case subscripts e, w, n and s denote the 
values at the contro1 volume interfaces. The distances 
hx: and hx~ 1 are shown in Figure (1), and the flux 
coffiponents 1 ãre stored in the sarne location as the 
velocity components. 

Note that all neighboring coefficients are a1ways 
positive. Further, all functions and coefficients are 
bounded. 

Central Difference Schemes. These schemes are 
usually deve1oped by the use ·af a Taylor series 
expansion, where the second arder terms are neglected. 
An equivalent way of deve1oping these schemes is by 
assuming a linear profile for the dependent variable 
between adjacent grid points, thus 

0=a+bx (18) 

The flux profi1e may be obtained by substituting this 
expression in equation (2), resu1ting · in a linear 
expression. Therefore, these schemes a1so be1ong to the 
group of Linear F1ux schemes. 

It is a well known fact that the central differ-
ence schemes suffer from stability and oscillation prob
lems for grid Pec1et number (Pô~ puôx/f) approximately 
greater than two. This occurs because the neighboring 
coefficients of equation (4) may become negative for 
P~ >2. To overcome this prob1em, severa1 schemes have 
been devised, like the Hybrid scheme, but usual1y the 
arder of accuracy is reduced. To maintain the arder of 
accuracy of the Central Difference scheme, a modified 
version of it,named CENTR2, has been deve1oped in [2]. 

The idea was to rearrange the terms in the equatio~ 
so that the neighboring coefficients wou1d a1ways be 
positive, 1ike the Hybrid scheme coefficients. However, 
the equation would not be truncated when thecoefficients 
become negative, rather, the negative terms wou1d be 
considered as part of the source term, that is, 

aE=[ O,Ae)) +[-Fe ,O)), aw=[O, Aw)) ~[Fw, O)) 

aN=[ O,An)) +[-Fn ,0)) , a 5=[0, As)) +[Fs, O)) 

8=[0,-Ae)) (t,JP-0E)+[0,-Aw)) C0P-0W) + 

+ [[O, -An)) C0P- (.lN)+ [O, -As)) C0P- 1,1 5 ) 

where for the west face we have 

A =D - Ct \P \,D =r ôy/ôx , F =pu) /',y, P =F /D wwwwww ww w www 

Ct = w 

hxi_1 (l+Su) 
----+ 

ôx. 2 
1 

h -(1-Su ) sign (u ) xi w • Suw = w 
ôx. 

1 
2 

(19) 

(20) 

(21) 

Analogous expressions can be obtained for the other faces. 
This method significantly improves the results 

obtained using the standard Central Difference scheme, 
since one is able to obtain converged solutions for a 
grid Peclet number much higher than two. However, as 
wil1 be shown in the test prob1ems, the over- and under
shoots problem is sti11 present and we were not able to 
cover the whole range of Pec1et numbers. 

Recently, a new version of the Central Difference 
scheme has been developed. It was named CONDIF (Con-
trolled Numerical Diffusion with Internal Feedback)[3]. 
The coefficients where rearranged in a different way 
than in CENTR2, and an upper bound for them was empiri
cally specified. The coefficients for equation (4) are 

•' 



aE=D + ([-F , O]] +Cl+SR )/2{(a -l)[F , O])+ e e e w w 
+ (l [F • o]) [[ I R I • R ]) } e e e max 

a.=D + ([F , O])+ (1+ SR )/2{(a -1)[(-F , O])+ w w w w e e 
+ (l [ -F • o]] [I R I . R ]) } (22) w w w max 

aN=Dn+ [[-Fn , O]) +(l+SRn)/2{(an-l)[(-Fn , 0]) + 

+ an[ - F , O]] [( I R I , R ]] } n -~ max 
a 5 =D + [F , OJ] +(l+SR )/2 {(a -1)[[-F , O])+ s s s n n 

+ (l [ -F • o]] [I R I . R ]) } s s s max 

13 = o (23) 

where Dw ' Fw and aw are defined by equations (21) , and 

This scheme can be interp.reted as being formed by 
three regions. If the grid Peclet number is less than 
two, or 1/a, its coefficients are obtained from theorig
inal central difference expressions. If the R-parameter 
is negative, the scheme is reduced to the upwind scheme. 
Finally, if neither situations occurs, the rearranged 
equation with the bounding parameter R is used. 

The major difference between thism~~eme and the 
Hybrid scheme is related to the transition region from 
the central difference formulation to the upwind formu
lation. This transition region allows CONDIF to repro
duce the Central Difference scheme results up to higher 
Peclet numbersand the bounding parameter R avoids the 
presence of oscillations in the solution.Awa~own in [3], 
CONDIF is significantly better than the Hybrid scheme. 

The major drawback of this scheme is the specifica
tion os the R parameter, which is an arbitrary number 
and it is the~~y for the good performance of the metho~ 
As suggested by the author [3], the R value schould 
be between 2 and 10, depending on the~~plication. 

RESULTS AND DISCUSSION 

Uniform Flow in a Pipe with a Heat Source. This is 
cne-dimensional problem with a uniform flow field (pu = 
constant) , constant termal diffusivity k and specific 
heat ~ (r= k/c ). The prescribed temperature and 
required sourcepterm are 

Tex= l+X+X2 +exp[-Pe(l-X)]+sin(7TX) (25 ) 

X = x/L, O< x < L and Pe = puL/r 
- - 2 

S=(f/L2)((Pe-2) + 2PeX+ 11Pe cos (TTX) + 7T si.n(TTX)) (26) 

This problem was solved for a range of Peclet 
numbers Pe,using 10 uniformly spaced control volu~es . 
The results are presented in Figure 2 in terms of the 
percentage average error in the domain Eav' defined by 

N 
E (%) = 1/N E 10ol<r -T)/T I (27) a v 
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Figure 2. Uniform Flow in a Pipe with a Heat Source 
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where T and T are, respective l y , the numerical and 
exact solutioffx at a particular node n and N is the 
total number of internal nodes in the domain . 

It is seen from Figure 2 that the solution obtained 
by the FLUXl scheme is always more accurate than that 
from the CONDIF and CENTR2 schemes. For Pe less than 
approximately 5, the CONDIF and CENTR2 schemes lead to 
identical results, as is to be expected. For Pe > 5, the 
average error for CENTR2 increases significatly due to 
the presence of oscillations in the solution field, 
which propagates through the whole domain as the Peclet 
number increases. The bounding parameter R of CONDIF 
renders the scheme stable and the average w~~or if kept 
approximately constant . 

Solid Body Rotation Problem. This problem was 
f j rst introduced by Runchal [9] and has been widely us~ 
It consists of a hollow cylinder in solid body rotation, 
with inner and outer radius equal to r. and 3r., respec
tively. The temperature of the inner wâ11 is r7 and the 
temperature of the outer wall is T . The cylinàer is as
sumed to have constant density p a8d specific heat cp . 
This is a cne-dimensional problem in cylindrical coordi
nates whose exact solution can be easily obtained. The 
problem is transformed into two-dimensional if analyzed 

·on a fixed cartesian frame placed inside the annulus. 
Introducing the dimensioless variables 

X= x/r., Y=y/r, U=u/(w r.), V=v/(w r . ) (2S) 
~ ~ 2 ~ 

0 = ( T- T ) I ( T . - T ) , r = k I [ pc w r. ] = 1 I P 1 
o ~ o p ~ 

the governing equation for this problem can be writt en as 

a cu0)/ ax + acv0)/ aY = a cr a0/ ax)t ax + a cra0taY)/aY (29) 

where 

U = -2Y, V= 2X (30) 

1/12 5:. X::._ 3 I 12 , 1/12 :::._ Y :::._ 3/12 

Thus, the exact solution for constant r = l/P1 is 

0ex = 1 - ln(X
2 

+ Y
2
)/(2 ln 3) (31) 

This problem was solved using 11 x 11 grid with 
uniform grid interval. The percentage average error E , 
equation (27), is shown in Figure 3, as a function ofav 
the Peclet number Pl. 

It can be seen from Figure 3, that the overal1 
behavior of the three schemes is the sarne as for the 
cne-dimensional test prob1em shown ear1ier. The CONDIF 
and CENTR2 schemes yielded exactly the sarne results up 
to Pl equa1 to approximate1y 4. For P1 > 4, the CONDIF 
scheme is more accurate . However,-once agai~ FLUX1 
s cheme is more accurate for the who1e range of Pl. 

It should be mentioned that, although the 
improvement in the accuracy was not substantia1, the 
convergence time for the FLUXl scheme is much sma11er. 

I( I I i li li '1 i i I 11111 1 

0 .0 8 r FLUXI _, 
-------- CONDIF .. - .. -
- .. - .. - CENTR2 . / ---; 06 //::----7 

004~ .. - .. _ .. _,_ .. - ·· - / ~ 

-o.o2 r 
o L--L~LUUil.IL_-L~LUtU.IL__L~LU~dL__L~LULW 

w-z w-1 100 
P1 

Figure 3. Solid Body Rotation Problem 



The criteria of convergence employed was 

max (0n+l_ 0n) 10n+l < 10-6 (32) 

where n and n+l refer to two successive iterations. 
A comparison of the storage requirements and 

computer time necessary to attain the sarne accuracy was 
performed for Pl; 10. For this Peclet number, CENTR2 
required slightly more grid points than CONDIF. The 
computation time for both of them can be considered 
equivalent . Therefore, for an equivalent storage and 
computation time, CONDIF should be preferred in relation 
to CENTR2, since it is more stable. 

FLUXl requires the storage of more variables (0 , 
Jx and Jy) than CONDIF and CONTR2, but it is more 
accurate. Thus, for the sarne accuracy, the mesh required 
is coarser than that for CONDIF and CENTR2, resulting in 
the sarne overall number of grid points. Therefore, the 
storage requirement is the sarne, but since is has a high 
convergence rate, the computation time necessary to 
solve the problem is half of that necessary for the 
other two schemes. 

Step-Profile in a Uniform Flow at an Angle. This 
problem is illustrated in Figure 4. A fluid with uniform 
mass flow rate moves through a square domain at an angle 
of attack e with the x-coordinate . This test problem was 
designed to evaluate the flow-to-grid skewness problem. 

When the diffusion coefficient r is very small, 
the transport of 0 is mainly by pure convection in the 
flow direction. The exact solution can be obtained by 
neglecting the diffusion in the direction of the flow. 
The boundary conditions for the problem are indicated in 
Figure 4, and the value of 0.5 was used along the line 
which separates the two domains. 

This problem was solved using a 11 x 11 grid, with 
uniform control volume spacing. The grid Peclet number 
Peo was taken as 50 as sugested by Raithby (6]. 

The problem was solved for different values of the 
parameter Y , i. e., for different angles of attacke. The 
results arecpresented in Figure 5 in which the 0 profile 
is plotted along the center vertical line (X;4.5). Note 
that the solution obtained with the CENTR2 scheme for 
Pe.s ; 50 is meaningless due to the intens ity of the 
oscillations. Thus, it is not shown in the figure, 

Both FLUXl and CONDIF schemes reproduced the exact 
solution when the flow was aligned with the grid lines 
(Y ; O, e; 0°). The FLUXl scheme also presented perfect 
agfeement with the exact solution for an angle of attack 
of 45° (Y; 0), but it presented a slight under- and 
over- shoots problem for the intermediate angles of 
attack, i.e., 12.53°, YC;3 . 5 and 33.69°, Y ;l.5.Forthe 

three cases, CONDIF presented a smearing o~ the profile 

CONCLUSIONS 

The Linear Flux Spline Scheme FLUXl and the 
modified versions of the Central Difference scheme 
CENTR2 and CONDIF were analyzed and applied to some test 
problems. 

The CONDIF scheme presented significant 
improvements in relation to CENTR2, with respect to 
accuracy for grid Peclet number greater than 
approximately 2. Otherwise, both schemes present the 
sarne results, CONDIF is a stable scheme, the solution is 
free from oscillations and convergence is obtained for 
the whole range of Peclet numbers. 

The results obtained with the FLUXl scheme showed 
that it is more accurate for the whole range of Peclet 
number s and it is easier to converge than CONDIF and 
CENTR2. 

The CENTR2 scheme did not solve the problem of 
under - and over - shoots of the original Central 
Difference scheme, although is was possible to attain 
converged solutions for Pe > 2. 

The major disadvantage of the CONDIF scheme is the 
specification of the bounding parameter Rmax which is 
problem dependent. It also affects the convergence rate, 
which is very slow. Further, CONDIF does not eliminate 
completely the problem of smoothing the solution for 
high Peclet numbers. 
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Figure 5. Profile along the center vertical line 

The disadvantage of FLUXl is the presence of the 
under-and over- shoots problem in some cases, although 
the oscillations are very small. 

As a final conclusion, it can be said that in 
general, FLUXl presented better results than CONDIF, and 
the performance of both was superior to the CENTR2 
scheme performance. 
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RESUMO 

A conveccão natuAal em cavidadeh hexagon~ ~b~ é an~ada num~camen 
te ~zando-6e ~ método do6 vo!um~ 6inito6 com coo~denada6 ge~~zada6 co~nc~den 
teh com a geom~. 06 ~ehu..Uado6 6ao ap~ehentado6 pMa u.m conjunto de cav~dadeh he:: 
~ago~~ com ãng~o e v~ndo .de 30Q ~ 180Q, onde e ê o ângulo 6o~ado peio6 tado6 
~nclinado6 do hexagono . 06 e6~o6 do angulo e 6ob~e o6 campo6 de veio~dadeh, tempe
Jta.tu~ e na co~dutibllidade t~~~ eqtúvalente .e.ocal e média!.. p~a núm~o6 de 
Ray.e.~gh na 6~xa de 702 a 70 6 e num~o de P~andt.e. de 0.71 6ao an~ado6. 

INTRODUÇÃO 

Uma das técnicas empregadas para minimizar a tro
ca de calor entre duas superfícies é subdividir o espa
ço entre elas em espaços confinados menores com o obje
tivo de inibir a convecção natural. Estes espaços podem 
ter formas geométricas variadas, sendo a placa tipo col 
meia a mais comum . 

Neste trabalho, a transferência de carlor em um 
destes tipos de células , a hexagonal, é analisada nume
ricamente considerando o problema bidimensional , lami
nar, em regime permanente utilizando-se a aproximação 
de Boussinesq. 

Dentre os objetivos do trabalho dois deles se des 
tacam: a determinação das características de troca de 
calor da cavidade hexagonal comparada com as da cavida
de retangular inscrita e a influência do numero de 
Rayleigh nas caracter ísticas de troca de calor da cavi
dade hexagonal. 

A complexidade do sistema de equações e a irregu
laridade das geometrias em consideração limitam a possi 
bilidade de obtenção de soluçÕes analíticas . Uma solu
ção numérica é então adotada cujo vr?cedimento fundame~ 
ta-se no trabalho desenvolvido em llJ , já utilizado em 
problemas de convecção natural em cavidades arbitrárias 
simples [2] e duplamente conexas [3]. Neste método o 
sistema de coordenadas coincide com as fronteiras faci
litando a aplicação das condições de contorno . 

O programa computacional utilizado foi desenvolvi 
do para tratar problemas de convecção natural com condi 
çÕes de contorno de temperatura ou fluxo prescrito uni: 
formes ou não sobre quaquer fronteira. 

Os resultados são comparados com aqueles da cavi
dade retangular (e=l809) obtidos por Jones [4] e apre
sentam muito boa concordância . Resultados para ou tros 
valores de e não são apresentados pois não é de conhe
cimento dos autores resultados teóricos ou experimentai<; 
para estes casos. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

As equações governantes para o problema da convec 
çao natural laminar , bidimensional de um fluido 
newtoniano com as forças de flutuação avaliadas pela 
aproximação de Boussinesq são dadas , em coordenadas car 
tesianas, por 

é) 
( pu) 

é) 
(!Jv) = o (1) 

ax +ay-

é) é) a ap él au 
at(pu) + ax(puu) + ay ( pvu) + - élx (~) + ax 

a ( él u) 
(2) 

ãY~ 
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a a a aP 
dt( pv) + ax ( puv) + ay(pvv) + ay 

(3) 

;y(~) + pg8(T-T) 

é) é) é) 
at(pT) + ax ( puT) + ély (pvT) 

(4) 

A figura 1 mostra a geometria em estudo e as con
dições de contorno. As faces horizontais da cavidadesão 
isoladas enquanto as da esquerda e as da direita são 
mantidas a T

1 
e ~O resp:c tivamente. As compone~tes u e 

v do vetor veloc~àade sao nulas em toda fronte~ra . Tam 
bém na figura 1 está apresentado o caso limite em que 
a cavidade hexagonal se reduz a um r e tângulo 2 :1, o que 
ocorre para e=l809 . 

De=l80° 2L 

L 

Figura 1 . Geometria e condiçÕes de contorno 

Embora o problema seja considerado em regime per
manente, o termo transiente é mantido para fins de avan 
ço iterativo, seguindo- se um falso transiente que possT 
bilita um aumento considerável na velocidade de conver:: 
gência . 

SISTEMA DE COORDENADAS E EQUAÇ0ES TRANSFORMADAS 

Na me t odo l ogia aqui utilizada as equações gover
nantes são trans formadas para um sistema de coo rd enada s 
curvilíneo generalizado que permite que a discretização 
seja realizada em um domínio ret angular fixo. Para um 
domínio bidimensional a transformação, dada por 

t,; (x, y) n nCx , y) (5) 



deve ser determinada utilizando-se um dos muitos méto
dos de geração de malha disponíveis na literatura [5] . 

Neste trabalho um método algébrico foi utilizado 
para determinar as funções dadas pelas equações (5) . A 
figura 2 mostra a malha gerada para o hexágono com ~= 
909. 

y I Li"h' I,,, 

)( 

Figura 2. Malha 24x30 do hexágono com 8=909 

As equaçÕes (1) a (4) transformadas para o siste
ma curvilíneo generalizado (~,n), mantendo-se a forma 
conservativa, resulta em 

onde 

au 
a~ 

a v 
+ --· 

an 
o 

1 a a a aP aP 
J at(pu) + ~(pUu) + <ln(pVu) =- a~Yn +<ln y~ + 

d dU C au) d au au) 
~(Cl<l~ + 2an + ãJl(C4an + C5~ 

1 a a a =- apx ap 

(6) 

(7) 

J at(pv) + a~(pUv) + an(pVv) an ~ + a~x + n (8) 

a dV av a ( av 
~(Cla~ + C2ãJl) + ãJl C4an + 

av li c5~) + J pgB(T-i) 1 

1 a 
J at(pT) 

a 
+ a~(pUT) 

a 
+ an (pVT) 

a aT 
~(Cl~ + C aT) + 

2an (9) 
a< aT an C4an + 

C aT) 
5a~ 

U = y u - X V 

Cl= í'~Ja n 

c
4

= r<~>Jy 
a = x2 + y2 

n n 2 2 
y = X~ + y~ 
r<~>= ll para eq. (7) e (8) 

V = xf- y~u 

c2=-r J S 

c
5

=-r<P J.f:l 
(lO) 

8 = x~xn + yen 

J = 1/(x~yn- xny~) 

r<P= K/C para eq. (9) 
p 

Para a discre tização das equações é empregado o 
método dos volume s finitos com funçÕes de interpolação 
entre os pontos da malha que ponderam a importância re
lativa entre os processos difusivos e convectivos [6]. 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO 

Detalhes de procedimento de solução tais como se 
quência de cálculo, armaz enamento das variáveis na ma~ 
lha, obtenção da equação para a pressão, etc, podem ser 
encontrados em [2]. 

A malha utilizada é diferente para cada ângulo 8 
relativamente ao número de volumes , mantendo entretanto, 
uma forma similar. Na figura 2 é mostrado um quadrante 
da malha utili zada para o hexágono de 909, onde obser-
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va-se a concentração das linhas coordenadas na frontei
ra. A discretização concreta do hexágono é feita atra
vés de rebatimento nos outros quadrantes. Cuidados fo 
ram tomados para se obter uma solução independente da 
malha para todas as geometrias. Para 8=1809 os resulta
dos foram obtidos com uma malha 36x20 e 20x34 para 8= 
309. O número de volumes elementares para as demais geo 
metrias está entre estes valores. -

Um detalhe importante no método utilizado é que 
este permite o uso de malhas que se adaptam as frontei
ras, tanto ortogonais como não ortogonais . Por exemplo, 
quando 8 é igual a 1809 a malha utilizada é cartesiana. 
Esta versatilidade é desejada pois confere versatilida
de ao método numérico . Quando a malha é ortogonal nenhu 
ma diferença pode ser identificada entre o presente me 
todo e um especialmente desenvolvido para coordenadas 
ortogonais . 

RESULTADOS 

As figuras 3 a 6, a seguir, permitem a visualiza
çao dos campos de velocidade e temperatura para algumas 
situações analisadas. As figuras 7 a 9 são dedicadas a 
análise dos coeficientes de transferência de calor . 

Em diversas ocasiões os resultados obtidos para 
a cavidade hexagonal serão comparados com os resultados 
obtidos para uma cavidade retangular de base L e altura 
2C (ver figura 1). Esta cavidade será referida como ca
vidade retangular inscrita na cavidade hexagonal . 

Campos de Velocidade e Temperatura. Na figura 3 
estão plotadas curvas para a velocidade adimensional 
vL/a ao longo da linha média horizontal para os hexágo
nos com 8=1209 e 8=609 e Ra=lO" . Na mesma figura também 
estão plotados os perfis de velocidade para o correspon 
dente retângulo inscrito no hexágono. Observa-se, além 
da esperada ocorrência de velocidades mais altas para 
as cavidades correspondentes a 8=1209, que nos hexágo
nos as velocidades máximas são menores que nos retângu
los inscritos. Observa-se ainda a ocorrência de uma pe
quena recirculaçâo junto as paredes para o hexágono com 
8=609. 

~ 30 
> 
...J 

• " 20 > 

lO 

o 

- 10 

-zo f- Ret8ngulo 
inscri to 

- 30 

0,0 0,2 0,4 

e =120° 
e =60° 

0,6 0,8 1,0 
l=X/20 

Figura 3 . Perfis de velocidade para Ra=lO" 

A figura 4 mostra linhas de corrente para os mes
mos hexágonos da figura 3, inclusive as recirculações 
para 8=609 . SÓ apresentaram recirculações localizadas 
junto ao vértice os hexágonos com 8 menor que 1209. Nú
meros de Rayleigh mais altos tendem a inibir a formação 
de recirculaçÕes devido a maior intensidade das corren
tes convectivas ascendentes junto a parede quente (ou 
descendentes junto a parede fria) . 

A figura 5 mostra a~ isotermas (~T=O . l) para a ca 
vidade com 8=909 e Ra=l0 5

• Devido ao alto Ra as isoter= 
mas apresentam um padrão característico dos escoamentos 
em que o transporte por convecção é predominante sobre 
o difusivo. Com efeito, o calor trocado pela cavidade é , 
nesse caso, em torno de 7 . 3 vezes maior que o calor tro 
cado pela mesma cavidade por condução pura . Deve-se no: 
tar que na região central da cavidade os gradientes tér 



micos sao quase nulos na horizontal . 

Figura 4 . Linhas de corrente para Ra=l0 4 

Figura 5 . Isotermas para Ra=l0 5 e 8=909 

Este fato pode ser melhor observado na figura 6 onde e~ 
tão pl otados os perfis de temperatura ao lon~o da l i nha 
média horizon tal para 8=909 e Ra de 10 2 a 10 . Obser va
se também na figura 6 o fenomêno da inversão térmica 
em que regiões próximas a parede quente estão ma i s 
frias que regiões próximas a parede fria e vice-versa . 
Não pode ser notado na figura 6 , devido ãs limita çÕesdo 
desenho, que todas as curvas sofrem um redução em sua 
derivada nas regiões bem próximas ãs paredes da cavidade. 
Tal fato, provocado pela e~tagnação do fluido na região 
adjacente aos vértices do hexágono, provoca· evidente
mente uma redução no fluxo de calor local , conforme ob
serva-se na figura 9 . 

Condutibilidade Térmica Equivalente. No estudo de 
problemas de convecçao natural em cavidades é um pr oce
dimento largamente empregado a manipulação dos resu l ta
dos referentes a troca de calor em termos de uma condu
tibilidade térmica equivalente , usualmente deno t ada por 
k 

eq Diversas são as formas de definição desta condu ti 
bilidade. A mais natural é a keq definida como a_ razão 
entre a taxa total de troca de calor por convecçao na 
cavidade e a taxa total de troca de calor por condução 
na mesma cavidade. Além de ser esta a definição que de 
fato concorda com o nome de condutibilidade térmicaequi 
valente , a mesma permite a avaliação imediata da influ:
ência do processo convectivo na taxa de troca de calor. 

A figura 7 mostra curvas para condutibilidadeequl 
valente assim defini~a, ~ara diversos ~a~o7es de 8 ~ n~ 
meros de Rayleigh ate lO . Esta condut1b1l1dade esta d~ 
notad~ por keql! com a barra su~erior_lembra~do sua de
finiçao em funçao de taxas tota1s e nao loca1s de troca 
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Figura 7 . Condutibilidade térmica equivalente . 

Deve ser notado na figura 7 que para Ra até Sxl0 2 

a influência da convecção é pequena na taxa de troca de 
calor e que, para alto Ra , o processo convectivo tem 
maior "eficiência" quanto menor o ãngulo 0 . Na mesma fi:_ 
gura estão expostos os resultados para o retãngulo 2:1 
(que coi~cide com o hexágono com 8=1809) obtidos por 
Jones [ 4 J. 

No entanto, para que os resultados acima possam 
ser utilizados é necessário o conhecimento da taxa to
tal de troca de calor por condução no hexágono. Assim , 
a tabela 1, mostra a razão entre a taxa total de troca 
de calor por condução no hexágono e a taxa total de tro 
ca de calor por condução no retãngulo inscrito no hexá= 
gono (cuja determinação é trivial) para diversos angu
los 8 . 

Evidentemente esta razão é sempre inferior a uni
dade devido a resistência ã condução adicional existen
te no hexágono em relação ao retãngulo inscrito, exceto 
para 8=1809 quando as geometrias coincidem . Entr:tanto, 
nota-se que para valores de a muito baixos a razao de~e 
novamente tender a 1. Tal comportamento pode ser expll
cado pelo fato de os dois segmentos de mesma temperatu
ra tornarem- se mais próximos com a diminuição de 8 . Is
to provoca na região triangular uma temperatura pratic~ 
me nte constante , tornando-se um problema similar ao de 
condução no retãngulo escrito . _ . 

Uma interessante comparaçao pode_ser fe1ta ~ntre 
as taxas de troca de calor por convecçao na cav1dade 



Tabela l. Razão entre a taxa total de troca de ca 
lor por condução no hexágono e a taxa 
total de troca de calor por condução no 
retãngulo inscrito. 

11809 l'i09 i 1209 909 609 309 

I 
1.000 0 . 827 1 o. 743 o. 727 O. 770 0.919 

R 
2,0 

1,5 

I,OL _____ 

0,5 

0,0100 101 102 . 103 10
4 lO~ 106 

R o 

Figura 8. Razão entre a troca de calor por convecção na 
cavidade hexagonal e na retangular inscrita. 

hexagonal e na cavidade retangular inscrita. A figura 
8 mostra a razão entre estas duas quantidades, denotada 
por R. Observa-se que para números de Rayleigh superio
res a aproximadamente 5xlO' para qualquer e a taxa de 
troca de calor do hexágono é superior a do retângulo ins 
crito enquanto para Rayleigh inferior a 7xl0 2 a situa~ 
ção se inverte . Este comportamento para baixo Rayleigh 
podia já ser esperado em função dos resultados expostos 
na tabela l para condução pura e da figura 7 que mostra 
que os efeitos convectivos só afetam significativamente 
a troca de calor no hexágono a partir de Ra=5xl0 2

• 

Por fim a figura 9 mostra a distribuição da con
dutibilidade equivalente local k 2 definida pela razão 
entre o fluxo de calor local pore8onvecção do hexágono 
e o fluxo de calor por condução no retângulo inscrito , 
para alguns valores de e e de Ra. ~ digno de nota a sen 

o,o 10,0 

e = 120° 
e= 90° 

'2SJ,O 30,0 40,0 
Keqz 

Figura 9. Condutibilidade térmica equivalente local 

sível redução na troca de calor que ocorre na reg1ao 
próxima à aresta da parede (Y*=0.50) para e=909. Tal 
redução é motivada pela formação nessa região de uma 
recirculação, o que não ocorre, para esses valores de 
Ra, com e=l209. 

CONCLUSÃO 

Os resultados do presente trabalho podem ser uti 
lizados na previsão da troca de calor por convecção na 
tural em cavidades hexagonais com a forma e condições 
de contorno aqui analisadas. O método númerico empreg~ 
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do é facilmente adaptado para outras geometrias e condi 
ç·ões de contorno. -

Os resultados basicamente demonstram que até Ra 
da ordem de 5xl0 2 os efeitos convectivos são mínimos na 
transferência de calor e que estes efeitos, para alto 
Ra, são maiores quanto menor o ângulo e. 

A comparação entre a convecção natural na cavida
de hexagonal e na retangular inscrita permite concluir 
que para baixo Ra a troca de calor. é maior na segunda , 
enquanto que, para alto Ra, quando os efeitos convectivos 
são predominantes sobre os difusivos, a troca de calor 
é maior na cavidade hexagonal. 
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RESUMO 
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Fig. 1 - A Região de Fluxo: 

O MODELO MATEMÁTICO CONTINUO 

honzontol 

Corte Vertical 

O fenômeno da convecção natural tem atraÍdo um 
número cada vez maior de pesquisadores,aumentando bas 
tante, nos Últimos anos, a produção científica sobre 
o assunto. Isto tem acontecido princi~almente 
pe las diversas poss i bilidades ãe aplicaçao na 
indÚstria, na agricultura, e no conforto ambiental, 
entre outras. Por outro lado, os modelos matemáti
cos do fenômeno se mostram muito interessantes, e de 
safiadores, devido ao acoplamento entre grandezas ter 
micas e hidrodinâmicas, e às condiçÕes de contorno es 
peciais que podem requerer. Neste trabalho são apre 
sentados um modelo matemático, e resultados com ele 
obtidos, para o problema da convecção natural num ca
nal retangular, aberto nas duas extremidades. Estu
dos anteriores deste problema (v. r.efs. [1], [2] 
[ 31 e [ 4 J apenas consideraram o caso do canal ve.E_ 
t1cã1, e ut1lizaram um modelo de camada limite para o 
sistema diferencial. O objetivo desta pesquisa foi 
o de levar em conta o efeito da inclinação do canal, 
desenvolvendo-se um modelo numérico, pelo método dos 
elementos finitos, a partir de um modelo diferencial 
completo para as equaçÕes de quantidade de movimento 
e da energia. 

O FENÔMENO FISICO 

O domínio espacial objeto do estudo é mostrado 
de forma esquemática na Fig. 1, através de um corte 
vertical. Duas placas de comprimento ~ . espaçadas de 
b, definem um canal com estas dimensÕes, inclinado de 
um ângulo y em relação a horizontal. 

As equaçÕes diferenciais que descrevem o fenôm~ 
no fÍsico em questão são as que representam os enun
ciados de conservação da massa, da quantidade de mov~ 
menta, e da energia. Numa forma adimensionalizada,se 
expressam como 

Considera-se que as placas se estendem, na dire 
ção transversal ao plano da Fig. 1, o suficiente para 
que a análise da seção indicada não seja afetada por 
efeitos tridimensionais de bordo. No interior do ca
nal encontra-se um fluido, inicialmente em repouso. 
Em seguida as superfícies internas das placas são a
quecidas. Energia é então transmitida ao fluido no 
canal, aumentando a sua temperatura e ocasionando va
riaçÕes na sua densidade que dão origem a forças gra
vitacionais de flutuação. Consequentemente o fluido 
inicia um movimento no canal, dirigindo-se para sua 
saída. Por continuidade, mais fluido penetra no ca
nal na outra extremidade e o processo tem sequência • 
Se a quantidade de calor cedida às placas, por unida
de de tempo, for mantida constante, o processo de flu 
xo e de troca de calor no canal tende a atingir um re 
gime permanente. A obtenção das variáveis térmicas 
e hidrodinâmicas nesta situação limite é o objeto da 
formulação que se segue 
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au 
+ 

ax 

u au +. 
ax 

u av + 

ax 

u ar + 
ax 

a v o (1) 
ay 

v au_~_ a 2u 

ay ax2 ay 2 

aP Ra 1 
+-- sen yT ( 2) 

ax Pr b 

v av _ a 2v a 2v 

aY ax2 ay 2 

aP + Ra 1:_ cos yT (3) 

aY Pr b 

v ar _ 1 a2 r 1 a2 r o ---- (4) 
aY Pr axz Pr aY 2 



consideradas as seguintes hipóteses: 
a) fluxo é bidimensional, estacionário, laminar 

e incompressível; 
b) o fluido segue a aproximação de Boussinesq, 

isto é , tem propriedades constantes, exceto nas dife
renças de densidade nas forças de flutuação das equa
çÕes de quantidade de movimento; 

c) o fluido não gera calor; 
d) não há fenômenos radiativos. 

Nas equaçÕes acima as variáveis adimensionais (em le
tras maiúsculas) se relacionam com as dimensionais(em 
letras minús culas) na forma 

X x/b y y/b (S)(Sa) 

u u.b/v v v .b/v (6)(6a) 

p (p-po).b2/(p.v2) (7) 

T (t-to)/tc (8) 

Os parâmetros adimensionais Pr (Prandtl),Ra(Rayleigh) 
e Gr (Grashof) são definidos como 

Gr 

Pr 

g. B.tc.b 3 /v 2 

via 

(9) 

Ra = Pr.Gr (10) (11) 

Nas equaçoes acima u e U são velocidades na direção 
do eixo do canal, v e V são as velocidades na direção 
transversal, p e P indicam pressÕes, t e T denotam 
temperaturas, v, p, a e B são, respectivamente,a vis 
cosidade cinemática, a densidade, a difusividade 
térmica e a expansividade térmica do fluido, g é a 
aceleração da gravidade, to é a temperatura na seção 
de entrada do canal, p0 a densidade do fluido corres
pondente a to, Po a pressão que se obteria num ponto 
qualquer do canal no caso em que a temperatura fosse 
uniforme em to em todo o domínio, e t é uma constan
te não nula característica do problemã, com dimensão 
de temperatura. 

Neste ponto pode ser introduzida a função de 
corrente ~. As velocidades U e V podem então ser de
finidas pelas expressÕes 

u a~ 

aY 
v a~ 

ax 
(12) (12a) 

Com tais definiçÕes a equação da continuidade se anu
la identicamente, e as equaçÕes diferenciais restan
tes podem ser dispostas em termos da função de corren 
te ~ 

As condiçÕes de contorno. Considera-se que nas pare
des 1 e 2 as velocidades U e V se anulam, e que na en 
trada e na saída do canal a pressão P e a temperatura 
T se anulam. Dois tipos de condiçÕes térmicas são 
consideradas nas paredes do canal : o primeiro, que 
prescreve temperaturas t 1 e t 2 nas placas 1 e 2; o 
segundo tipo prescreve fluxos q 1 e q2 nas placas 1 e 
2. No primeiro caso impÕe-se: 

t 1 > to t z > to 

t 
c 

< max<t 1,tz > - to > > O 

no segundo caso impoe-se 

ql < o qz > O 

t 
c 

<max<-q 1,q z> .b/k > > O 

onde k é a condutividade térmica do fluido. 
mos das temperaturas e fluxos adimensionais 
Q1 e Qz , as condiçÕes ac ima correspondem a 

(13) (13a) 

(14) 

(15) (lSa) 

(16) 

Em ter
TI, Tz 
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- ~, .. ,= 
~~ 

0 < T1 < 1 O < Tz < 1 (17) (17a) 

-1 < Q1 < O < Qz < 1 (18) (18a) 

O MODELO MATEMÁTICO DISCRETO 

A Discretização do DomÍnio. O domínio do canal é su~ 
dividido em NCL_elementos finitos retangulares do ti
po mostrado na-pig. 2a, definidos pelos nós I, J, K e 
L, num sentido anti-horário. O total de nós 0btido 
por esta subdivisão do canal é denotado NPT• 

y 

(.) 
yL !---- - - ___ L i 

0 

1K 

•, r------J~J II I J 
I I 
I I 

(o) X 
:kL. 

XI X ;r O I 
(.) 

Fig. 2a. a) O elemento finito E; b) O elemento 
normalizado 

Os Graus de Liberdade. Sejam -~ e -T soluçÕes aproxi
madas para a funçao de corrente e a temperatura no ca-
nal. Ficam automaticamente definidas soluções -u, 
-v, -~xy para as velocidades e a derivada mixta de 
-~. e -Tx e -Ty para as derivadas de -T. Derivadas 
de ordem superior para -~ e -T também ficam definidas. 
Usando-se a notação ( ••• )N para indicar valores de uma 
destas grandezas no nõ N, um vetor (Ef), com dimensão 
16, e um vetor (Eg), com dimensão 12, podem ser defini 
dos para representar os graus de liberdade hidrodinâ= 
micos e térmicos, respectivamente, no elemento finito 
número E, sendo mostrados no Quadro 1. 

Quadro 1. Vetores (Ef) e (Eg) no elemento E 
pelos nõs I, J, K e L 

Ef1 

Efz 

Ef3 

Ef, 

Efs 

Ef6 
E = 

f7 

Efe 

Efg 

Ef1o 

Ef11 

Ef12 

Efl3 

Ef1• 

Ef1s = 

Ef16 

C~)x 

-Cv)x 
Cu)x 
C~xy)x 

c) J 

-Cv> J 

Cu> J 

C~xy) J 

C~)K 

-Cv)K 

Cu)K 
C~xy)K 

C~) L 

-CV)L 

CUlL 

C~xy)L 

E 
&1 

E 
gz 

E 
&3 

E 
g, 

E 
gs 

E 
g6 

E 
&7 

E 
ge 

E 
gg 

E 
g10 

E 
&11 

E 
&12 

CT)x 

CTx)-x 

CTy)x 

CT) J 

CTx) J 

CTy) J 

CT)K 

CTx)K 

CTy)K 

CT)L 

CTx)L 

CTy)L 

As FunçÕes Interpoladoras. No Quadro 2 sao 
dos os polinomios óasicos Z1• 

formado 

mostra-

--, 

I 

~ 

.I 
.1.1 

' I 

I 

~ 
~ 
lj 
' 
}I 
fi 



Quadro 2. Os Polinômios Básicos 

Z1 (w)=2w 3-3w2+1; Z2 (w)=- 2w 3+3w2; Z3 (w)=w 3-2w2+w; 

Z4 (w)=w 3-w2; Zs(w)= -w+l; Zs(w)=w; Z1 (w)=4w 3-6w2+w+l; 

Zs (w)=- 4w 3+6w2-w 

Usando-se os polinômios Z1 rlefinem-se, nos Qua
dros 3 e 4, um vetor {EF} de funçÕes interpoladoras 
hidrodinâmicas, com 16 componentes , e um vetor {EG} 
de funçÕes interpoladoras térmicas, com 12 componen
tes, no domÍnio nE do elemento E. Para isso é empre
gado o seguinte mapeamento linear de nE no domÍnio 
normalizado TI (v. Fig. 2b): 

X= XI +a.r Y = YI +h.s (19)e(20) 

Quadro 3. O Vetor {EF} de Funxões Interpoladoras 
Hidrodinamicas 

EF 1 (X, Y)=Zl (r). Z1 (s); EF
2 

(X, Y)=a .Zs (r). Z1 (s); 

EF
3

(X,Y)=h.Z 1(r).Z (s); EF
4 

(X,Y)=a.h.Z 3(r).Z 3(s); 

EF
5

(X,Y)=Z2(r).Z1(s); EF~ (X,Y)=a.Z 4(r).Z 1(s); 

EF 7(X,Y)=h.Z2(r).ZJ(s); EF
8 

(X,Y)=a.h.Z4(r).Z 3(s); 

EF (X,Y)=Z2(r).Z2(s); EF (X,Y)=a.Z 4(r).Z2(s); 
9 lo 

EF (X,Y)= h.Z2(r).Z~(s); EF (X,Y)=a.h.Z 4(r).Z4(s); 
11 12 

EF (X,Y)=Z 1(r).Z2(s); EF (X,Y)=a.Z 3(r).Z2(s); 
I 3 I 4 

EF
15

(X,Y)=h.Zl(r).Z4(s); EF
16

(X,y)=a.h.Z 3(r).Z4(s); 

No domínio de um elemento E as funçÕes ~'!' e -T 
sao então definidas como 

-'I'(X,Y) = {EF (X, Y)}T. {Ef} em nE (21) 

-T(X,Y) = {EG(X,Yl.{Eg} em nE (22) 

Quadro 4. O Vetor {EG} de FunçÕes 
Interpoladoras Térmicas 

EG
1 
(X,Y)=(Zs(r).Z7(s)+Z7(r).Zs(s))/2; EG

2
(X,Y) 

a.Z 3(r).Z 5 (s); EG
3

(X,Y)=h.Zs(r).Z 3(s); EG
4 

(X,Y) 

(Z 6(r).Z 7(s)+Z 6(r).Z 5 (s))/2; EG
5

(X,Y)=a.Z 4(r).Zs(s); 

EG
6

(X,Y)=h.ZG(r).Z 3(s); EG
7

(X,Y)=(Z 6(r).Z 5 (s) + 

+ Zs(r).ZG(s))/2; EG
8 

(X,Y)=a.Z4(r).ZG(s); EG
9

(X,Y) 

h.ZG(r).Z 4(s); EG (X,Y)=(Zs(r).ZG(s) + 
j(t 

+ Z7(r).Z6(s))/2; EG
11 

(X,Y)=a.ZJ(r).ZG(s); EG
12 

(X,Y)= 

h.Zs(r).Z4(s) 

Os Espaços de Solução. FunçÕes interpoladoras glo
bais FJ e GJ podem agora seE definidas no domÍnio n 
do canal , a partir das funçoes EF e EG definidas nos 
elementos, na forma usual do método dos elementos fi
nitos, sendo guardadas nos vetores globais {F} e {G}, 
com dimensÕes iguais a NEH (igual a 4 vezes Npr) e 
NET (igual a 3 vezes Npr) respectivamente. Da mesma 
forma, e correspondentemente, vetores globais de graus 
liberdade {f} e {g} são construÍdos, cujos componen -
tes são os graus de liberdade nodais hidrodinâmicas e 
térmicos. Com isto, pode-se escrever as soluçÕes a
proximadas no canal pelas expressÕes 

O Critério de Galerkin. 
diferenciais (2), (3) e 
aproximadas, é possível 
funçÕes erros : 

(23) e (24) 

Substituindo-se nas equaçÕes 
(4) as soluçÕes exatas pelas 
então definir as seguintes 
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EHX 
-u a-u + -v a-u _ a2-u 

ax ay ax2 

a2-u aP Ra 1 y .T (25) ---+-- sen 
ay2 ax Pr b 

EHY 
- a-v a-v a2-v u -- + v----

ax ay ax2 

a2-v ap R a 1 cosy.T ---+ (26) 
ay2 aY Pr b 

ET 
- a-r -v a-r u -- + 

ax ay 

a2-r 1 a2-r -------
Pr ax2 Pr ay2 

(27) 

Para montar o sistema de equaçÕes algébricas uti 
liza-se o método dos resÍduos ponderados, com um crite 
rio de Galerkin, resultando, respectivamente, para as 
equaçÕes de quantidade de movimento e para a equaçao 
de energia, que 

In (-EHx=-Uj+-EHy.-vj).dn o (28) 

f CEr. -r.> . dn 
r2 J 

o (29) 

O Sistema de EquaçÕes Algébricas. O Índice j varia 
entre 1 e NEH na equaçao (28) e entre 1 e NET na equa
ção (29), resultando, uma vez realizadas as integra
çÕes indicadas, dois sistemas não lineares de equa
çÕes algébricas nos vetores incógnitos {f} e {g}. Ma
tricialmente, tem-se 

({f}T. [ [NH J ]+[LH J •{f}=[R J •{g} (30) 

(31) 

Nas equaçÕes acima a chave simples indica matrizes ob
tidas pelas integraçÕ.es dos termos lineares e a chave 
dupla indica hipermatrizes, correspondentes às inte
~~Ões ~os termos convect~vos não_linea:es . Na Ref. 
LSJ estao detalhadas as 1ntegraçoes ac1ma e os ter

mos matriciais correspondentes . A variável pressão e 
descartada no processo, e pode ser calculada a poste
riori. As· condiçÕes de contorno são então aplicadas, 
e o sistema resolvido. Desenvolveu-se um programa, 
em linguagem FORTRAN, para a resolução do sistema. Uma 
solução segregada e iterativa e empregada, alternando
se a solução da equação (30) com a da equação (31) ate 
que sejam atingidos niveis satisfatórios de convergên
cia. A não linearidade convectiva da equação (30) e 
tratada pelo método de Newton-Raphson. 

RESULTADOS 

O modelo numérico foi validado inicialmente a
través de comparaçoes co.m resultados das Refs. [1], 
[3] e [6l, que são mostradas na Ref. [s]. 

ResüÍtados, para o caso de um canal longo, com 
relação de lados L igual a 100, são mostrados abaixo. 
Assume-se que o fluido e o ar, com Pr igual a 0,7. Pa 
ra o caso de fluxos prescritos nas paredes, tomou-se 
números de Rayleigh iguais a 100 e 1000 (v. figs. (3a) 
e (4a)), e para o caso de temperaturas prescritas Ray
leigh igual a 100 (v. figs. (3b) e (4b)). VazÕes 'Y2, 
temperaturas_Tbulk na seção de safda, e numeros de 
Nusselt Nu sao olotados em funçao da inclinação 
do canal. M;>l h os CCli:• 80 nós e 44 elementos foram usados 
para o caso de fluxos prescritos, e, para o caso de 
temperaturas prescritas, malhas variáveis foram usa
das, tendo a mais refinada delas 70 nós e 54 elemen
tos. Estes são menores na região de entrada do canal, 
pois aí se tem as maiores variaçÕes nas grandezas. Tam 



bem na região de saida do canal foi feito um refina
mento. O nível de convergência exigido foi da ordem 
de 0,001% de diferença entre soluçÕes consecutivas no 
processo iterativo, tanto para o vetor hidrodinâmico, 
{f} quanto para o vetor térmico {g} . A convergência 
foi sempre obtida rapidamente, não sendo necessário 
ma is que lO passos iterativos no caso mais difícil. 

Evidentemente, os resultados acima são soluçÕes 
para o modelo matemâtico, não sendo necessariamente 
vâlidos para o fenômeno real. De fato , fenômenos de 
instabilidade são comuns nos problemas de convecção 
natural em geometrias inclinadas. E existe também a 
questão de saber até onde o regime se mantém laminar. 
Estudos experimentais devem ser efetuados para deter
minar os limites de validade do modelo em questão. Na 
Ref. [5] estas e outras questÕes são analisadas. 
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CONCLUSÕES 

t 

o modelo numerico desenvolvido mostrou excelen 
tes propriedades de convergência e de precisão. Suas 
aplicaçÕes não se restringem ao problema de convecção 
natural em canais, podendo ser empregado para o cas~ 
de convecção natural em cavidades ou em outras geome
trias que possam ser descritas por um conjunto de ele 
mentos retangulares. Problemas de convecção forçada~ 
ou mixta, podem ser igualmente descritos. Para estas 
outras aplicaçÕes, basta tomar as condiçÕes de contor 
no do problema, eliminar se necessârio . matrizes e 
hipermatrizes, dotando as demais de fatores multipli
cativos adequados . Por exemplo , para convecção for
çada, a matriz (R) da eq . (30) é anulada. Dessa for
ma é também possível simular o mode lo da camada limi
te, para comparaçÕes com o modelo completo (v. Ref. 
[5]. 

A pesquisa mostrou-se promissora e sua continua 
ção passa, por exemplo, pela consideração do efeito 
radiativo entre as paredes do canal, e pela implant~ 
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ção de um elemento finito quadrilateral genertco, 
retangular. A possiBilidade de levar em conta os 
tos de turbulência, num procedimento estatístico 
media, também deve s~r considerada no futuro. 

nao 
efei 

de 
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RESUMO 

O ~e6ente tnabalho ê uma anál~e num~ca, com vaeidacão exp~ental, do e6-
coamento .f.am<.naJt .&tcomp!te661ve1. de aJt em cU..61L60ite6 Jtac:iúLU. com pequeno a6Mtamento en 
.tlte o6 fuco6 . A mo.Uvacão do_ .tlt.abalho vúo da .únpoll-tânc..<.a. da. geomw..<.a no utu.do áâ 
caJt~tegamento em palhet:M de valvula.l> u..t<UzadM em complte6.601tU alte~tna.üvM. Pe~t6.L6 
de p!tU6ão ao longo do ucoamento bem como a 6oJtca ax~ !tUu.ltante qu.e atu.a na palhe 
ta 6ão a~uentado6 em 6u.ncão do núme~to de Reynold-6 e de a6Mtamento en.tlt.e o.6 fuco6. PeJl 
6-i-6 de ve-f.oc..{.dade Up,.i.C06 6aO a~e6entad06 a 6.ún de pe!tm.u.<.Jt Wlla. v-ú.u.al.Ã..zacão do Ucoa.mento. 

INTRODUÇÃO 

O estudo do escoamento em difusores radiais é de 
fundamental importância no projeto de válvulas tipo pa
lheta, muito utilizadas em compressores alternativos . Tal 
importância advém do fato de que é o próprio escoamento 
que controla a abertura e fechamento destas válvulas. 

Muitas investigações tem sido conduzidas relacio
nadas com esta classe de problemas. Para uma revisão de 
trabalhos publicados antes de 1957, o artigo de Woolard 
[1] deve ser consultado . Um estudo do escoamento em di 
fusores radiais no contexto de válvulas de compressores 
alternativo~ foi recentemente realizado por Ferreira e 
Driessen [2] . Neste trabalho é apresentada uma discus
são sobre diversos tipos de escoamentos comumente encon 
trados em válvulas tipo palheta, bem como uma revisão 
atualizada da bibliografia . 

Atualmente não se dispõe de informações detalha
das sobre a distribuição de pressão a que a válvula fi
ca submetida,para pequenos afastamentos entre os discos 
do difusor . As análises teóricas realizadas até então , 
para pequenos afastamentos , utilizaram formas simplifi
cadas das equaçÕes do movimento, e os resultados expe
rimentais disponíveis não cobrem situaçÕes onde as pare 
des do difusor estão próximas uma da outra . -

No estudo a ser aqui apresentado, i nvestiga-se nu 
mericamente o escoamento laminar de fluidos incompressi 
veis em difusores radiais para pequenos afastamentos 
entre as paredes do difusor. Experimentos são realiza
dos para a validação da solução numérica . 

Embora a motivação para o presente trabalho tenha 
vindo de sua utilidade no projeto de compressores alter 
nativos , os resultados aqui obtidos podem ser aplicados 
a diversas situaçÕes de interesse tecnológicq. Dentre 
estas situaçÕes pode-se destacar a análise de desempe
nho de mancais a ar e o projeto de impactadores de aero 
sol. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

A Figura 1 apresenta a região de interesse do pr~ 
blema a ser investigado. Devido à simetria axial somen
te uma metade do difusor é apresentada . Conforme indica 
do na figura , a alimentação do difusor ocorre atraves 
de um orifício cujo diâmetro é D e comprimento é L . Fa
zendo alusão a válvulas tipo palheta utilizadas em com 
pressores alternativos, a região onde foi colocado o 
orifício é denominado assento e o disco superior é deno 
minado palheta . 

No orifício alimentador, o escoamento é axial (di 
reção x) . Ao atingir a palheta o escoamento é defletido 
e passa a ser radial (direção r). Conforme indicado na 
Figura 1 o diâmetro da palheta é D e o afastamento en 
tre palheta e assento é H. p 

Para escoamento laminar incompressível , o proble-
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Figura 1. Domínio de solução 

ma hidrodinâmico é governado pelas equações da continui 
dade e de Navier- Stokes. No presente caso estas equa
çoes são expressas por 

a (RU) a (RV) ---ax + ~ o (1) 

uau vau aP 1 a Rau ) a 2u 
ax + aR =- ax + R: aR aR + ãX2 <2> 

onde U e V representam,respectivamente, as componentes 
axial e radial da velocidade, e P é a pressão . Ao escre 
ver as equações (1) - (3), as seguintes adimensionaliza 
ções foram adotadas, 

X x/D R r/D 

(4) 

u puD/ll v pvD/ll p 

onde p é a densidade e ll é a viscosidade dinâmica do 
fluido escoando no difusor . 

A seguir serão apresentadas as condições de con
torno do problema . Para as paredes sólidas , U=V=O , e no 
eixo de simetria (R=O), V=au/aR=O. Resta agora analisar 
as condições de contorno na entrada do orifício alimen
tador e na saída do difusor . Na prescrição destas condi 
çÕes de contorno , deve-se ter em mente que, no presente 



estudo , a ênfase é dada a pequenos afastamentos da pa
lheta . Isto faz com que o perfil de velocidade prescri
to na ent rada do orifício tenha pouca influência na dis 
tribuição de pressão na região do difusor. A fim de ex= 
plorar a influência de diferentes distribuiçÕes de velo 
cidade na entrada do orifício na so lução das equações -
dois perfis foram utili zados , o plano dado por U=Re, e 
o parabólico (Poiseuille) U=Re(2-8R2

), onde Re=pUD/w é 
o número de Reynolds do escoamento definido em termos 
da velocidade média rr no orifício e do diâmetro D do ori 
fício. -

Na sa ída do difusor, as condiçÕes de contorno pa
ra a component e radial V e para a componente axial U 
são a(VR)/ dR=U=O . Posteriormente, na apresentação dos 
resultados, a validade das condiçÕes de contorno ante 
riores serã reexaminada. 

A formulação do problema está finalizada.Das equa 
çÕes diferenciais e das condiçÕes de contorno vê-se que 
o único parâmetro não-geométrico a ser prescrito é o 
número de Reyno lds. 

A seguir é apresent ada a metodologia utilizada na 
solução do problema. 

SOLUÇÃO NU~RICA 

A so lução numérica das equações diferenciais su 
jeitas às condições de contorno foi obtida numericamen= 
te utilizando-se o algoritmo SIMPLER [3]. Inicialmente 
o domínio de solução é dividido em volumes de controle 
que não se superpÕem e as equaçÕes diferenciais são in 
tegradas em cada um dos vo lumes de controle. Desta inte 
gração resultam equaçÕes algébricas que, quando resolvi 
das, fornecem os campos de velocidade e pressão . Este 
método de so lução é comumente empregado na solução de 
problemas de escoamento de fluidos e dispensa maiores 
detalhes. Informações adicionais sobre o método podem 
ser obtidas em [4]. Para acele r ar a convergência na ob
tenção da solução, o algoritmo de correção em bloco de 
[5] foi implementado no programa computacional . 

Cuidados especiais foram tomados na escolha da 
malha a ser utilizada na discretização do domínio . Di
versos testes foram necessários até que as grandezas 
de interesse se tornassem i ndependentes da malha . A con 
figuração final da malha foi obtida co locando-se manual 
mente os pontos nas regiões de maiores gradientes . Um 
total de 742 pontos nodais foram empregado s , sendo 182 
pontos na região do orif í cio e 560 pontos na região do 
difusor. A comparação entre os resultados numér icos e 
experimentais serviu como um teste adicional para a va
lidação da solução numérica. 

EXPERIMENTO 

A ênfase do presente trabalho é dada na solução 
numérica do escoamento laminar em difusores radiais. Os 
experimentos realizados serviram para a validação dos 
resultados computacionais . 

Uma vista esquemática da bancada experimental e 
apresentada na Figura 2. Ar comprimido, proveniente de 
um tanque, escoa em um duto de 7 , 5 cm de diâmetro e 648 
cm de comprimento até chegar na secção de teste. Uma 
vista ampliada da secção de teste é mostrada no detalhe 
da Figura 2. Neste detalhe vê-se o assento, o orifício 
alimentador do difusor, a palheta, e as peças de supor
te utilizadas para dar rigidez ao conj unto. O diâmetro 
do orifício mede 30 mm e seu comprimento 29 mm; o diâme 
tro da palheta mede 90 mm. 

O interesse maior da presente investigação está 
na determinação da distribuição de pressão na palheta 
do difusor. Estas pressões foram medidas através de pe
quenos orifícios cuidadosamente feitos na palheta e dis 
tribuidos radialmente em posições bem determinadas. A 
fim de garantir a uniformidade do afas tament o entre a 
palheta e o assento bem como a centralização do conjun
to, quatro furos separados angularmente de 90° e equi
distantes do eixo de simetria foram co locados na palhe
ta. Quando o sistema estava centrado e o afastamento 
era uniforme, os quatro furos i ndicavam a mesma pre~ 

sao. 
As principais quantidades medidas em cada corrida 

experimental são : a distribuição de pressão na palheta, 
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MESA • 
MICAOMETRICA DETALHE DA SECÇÃO 

DE TESTE 

Figura 2. Bancada Experimental 

a vazao de ar no difusor e o afastamento entre palheta 
e assento. Para a medição da distribu ição de pressão na 
palheta utilizou-se um multimanômetro inclinado. A va 
zão de ar no difusor foi obtida através da queda de 
pressão em um orifício calibrado. Esta queda de pressão 
foi medida p·or um transdutor de pressão diferencial in
dutivo cujo fundo de escala é de 0,01 bar. O afastamen
to entre palheta e assento foi medido através da mesa 
micrométrica indicada na Figura 2. 

Uma avaliação da incerteza asso~iada aos resulta
dos experimentais foi feita utilizando-se a metodologia 
descrita em [6]. 

RESULTADOS 

A fim de se comparar as distribuições de pressão 
medidas no laboratório com aquelas calculadas numerica
mente, a Figura 3 foi preparada. Na abcissa desta figu
ra está a posição radial R enquanto que na ordenada es
tá a pressão menométrica adimensional p/(pu2 /2) Note-se 
que p/( pü2)=P/Re 2

, onde P éapressão adimensional defi
nida na equação (4). A Figura 3 se refere a Re~l326, e 
H/D=0,0147. Indicado na figura está o valor em milíme
tros do afastamento entre palheta e assento. O pequeno 
valor deste afastamento fez com que o alinhamento da 
secção de teste exigisse muito cuidado e se constituis
se em um processo bastante demorado. Em cada ponto expe 
rimental assinalado na figura está indicada a incerteza 
associada ao valor medido. A boa concordância entre os 
resultados numéricos e experimentais valida o modelo e 
a solução numérica aqui apresentados. 

N ........ 
l::l .... 
...... 

1500 ,....----------------., 

o. 1000 

I H=0,44mml 

t EXPERIMENTO 

-COMPUTAÇÃO 

500 

o~---L---L--2~~-~ 
o 

Figura 3. 

0,5 1,0 1,5 
R 

Comparação entre os resultados nume 
ricos e experimentais; Re=l326 e 
H/D=0,0147. 

Para baixos valores de Reynolds, a equação da con 
servação da quantidade de movimento na direção radiai 
pode ser integrada facilmente se os termos não lineares 
forem desprezados. A ~ressão no difusor pode então ser 
obtida por P=[3/(H/D) ] i n[0,5(Dp/D)/R]/Re. Uma compar~ 



cão entre esta distribuição de pressão e aquela obtida 
a partir da solução numérica para Re=50 e H/0=0,016 a
presentou uma excelente concordãncia e serviu como um 
teste adicional para a solução desenvolvida neste trabalho. 

À seguir serão apresentadas as distribuiçÕes de 
pressão no difusor em função do afastamento H/D entre 
palheta e assen to e do número de Reynolds Re do escoa
mente . Quatro afastamentos foram investigados : H/D= 
0 , 016; 0,032; 0 , 048 e 0 , 064 . Para cada valor de H/D cin 
co valores de Re foram analisados: Rez300; 500; 600 
1200 e 1800 . 

A Figura 4 mostra, para os casos H/0=0,016 e 
0,064 , como a pressão varia radialmente no difusor em 
função de Re . A principal característica destas curvas 
é um patamar nas distribuições de pressão para R S 0,~. 
Esta região corresponde à área da palheta que recebe 
frontalmente o impacto do fluido que escoa pelo orifi 
cio . Para R=O tem-se a pressão máxima no difusor que e 
a pressão de estagnação. Para baixos valores de H/D, em 
toda a região do patamar a pressão permanece praticamen 
te igual àquela da estagnação ; à medida que H/ D aument~ 
a palheta se distancia do assento e a pressão no pata
mar não mais se mantém constante conforme indicado na 
Figura 4(b). 
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1,5 

(a) H/ D 0 , 016 

I H/0 =0,064 

o 0,5 1,0 1,5 
R 

(b) H/D = 0,064 

Figura 4 . Distribuição de pressão na 
palheta do difusor 

Outra peculiaridade das distribuições de 
mostradas na Figura 4 é a queda de pressão 

pressão 
abrupta 
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que ocorre na entrada do difusor (R=0,5). Para baixos 
valores de Re, logo depois da queda abrupta, a pressão 
decresce monotonicamente de uma forma mais suave até o 
valor da pressão atmosférica . À medida que Re aumenta , 
observa-se que para valores de H/D mais elevados , a 
pressão cai tanto no início da região do difusor que 
chega a atingir valores negativos. Este efeito é bem 
acentuado para Re=l800 e H/0=0,064. Os valor es negat i
vos de pressão ocorrem devido à separação do escoamento 
junto à extremidade do assento, próxima ao or if í cio. Pa 
ra determinadas situações, a região de pressão nega t iva 
chega a ser tão grande que a palheta é puxada de encon
tro ao assento reduzindo a área efetiva de escoamento 
[2] . 

A integração da distribuição de pressão ao longo 
da palheta fornece a força axial resultante atuando no 
difusor. Em termos adimensionais esta força F é dada 
por 

F 

D /D 

I p ( 2P ) 2rrRdR 
F:eT 

o 
(5) 

A Figura 5 mostra como F varia com Re e H/D . Note-se 
a diminuição mais brusca de F com H/D para Re=l800 i nd i 
cando um aumento acentuado da região de pressão negati= 
va conforme discutido anteiormente. 

F 
104 .-~-----------------------------, 

Figura 5 . Força axial resultante atuando 
na palheta 

A fim de que se possa visualizar o escoamento , a 
Figura 6 foi preparada . A curva tracejada corresponde a 
Re=300 e a curva cheia a Re=l200. Ambas as curvas fo r am 
geradas fazendo-se H/0=0,048 . As dimensões da figu r a es 
tão em escala exceto o afastamento H entre palheta e 
assento que está multiplicado por sete. 

Figura 6 . Perfis de velocidade típicos no 
difusor para H/0=0 , 048 

Conforme observado na Figura 6, existe um pico na 



distribuição de velocidade próximo da parede do orifí
cio. A existência deste pico já havia sido observada an 
teriormente [7]. Tendo em vista a pequena relação entre 
H e D, o fluido para entrar no difusor é acelerado jun
to à parede do orifício distorcendo assim o perfil de 
velocidade. Este estrangulamento do fluido faz com que 
a distribuição de velocidade a ser prescrita na entrada 
do orifício tenha pouca influência sobre a configuração 
do escoamento no difusor. 

Na região do difusor a velocidade média do escoa
mento decresce radialmente o que pode ser observado pe
lo achatamento dos perfis de velocidade. Para Re=l200 
nota-se uma pequena recirculação no início do difusor. 

Numericamente as condiçÕes de contorno na saída 
do difusor foram implementadas através da hipótese de 
escoamento localmente parabólico [4]. Os perfis de velo 
cidade mostrados na Figura 6 justificam o uso de tais 
condiçÕes de contorno. 

CONCLUSÃO 

O presente trabalho apresentou uma investigação 
numérica com validação experimental do escoamento lami
nar incompressível em difusores radiais para pequenos 
afastamentos entre as paredes do difusor. A motivação 
do trabalho veio da importância desta geometria no estu 
do do carregamento em válvulas de palheta utilizada em 
compressores alternativos. 

Perfis de pressão ao longo do escoamento foram ob 
tidos em função do afastamento H/D entre as paredes dÕ 
difusor e do número de Reynolds Re do escoamento. Para 
os valores mais elevados de H/De Re aqui analisados, a 
distribuição de pressão apresentou uma região negativa 
indicando que as paredes do difusor podem vir a ser pu
xadas uma de encontro à outra. Resultados para a força 
axial resultante que atua na parede do difusor oposta 
ao orifício alimentador foram apresentados em função de 
H/D e Re. Perfis de velocidade típicos foram mostrados 
a fim de permitir uma visualização do escoamento. 
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INTRODUÇÃO 

Os estatores radiais desempenham uma função impor 
tante nas transformaçÕes energéticas e redirecionamentÕ 
do escoamento em vários tipos de turbomáquinas. Esses 
dispositivos aparecem sob a forma de pré-distribuidores 
e distribuidores de turbinas hidráulicas, difusores de 
turbocompressores centrífugos, aletas diretoras de con 
versares hidrodinâmicas de torque, etc .. 

Devido à complexidade do escoamento nos estatores 
radiais, as técnicas para sua previsão apoiam-se forte 
mente em teorias unidimensionais suplementadas por dados 
experimentais. Todavia, a hipótese de escoamento bidi 
mensional (grade circular), potencial e incompressível 
fornece uma base teórica, em princípio, mais geral que 
a teoria unidimensional. 

Entre os métodos de análise do escoamento potenci 
al incompressível, destaca-se, pela versatilidade, o me 
todo das singularidades. No caso de perfis aerodinâmi 
cos isolados ou em grades lineares, Martensen [1] tra 
tou o problema através da solução numérica de uma equa 
ção integral tendo como incÓgnita a intensidade de uma 
distribuição de vórtices no contorno dos perfis. Segun 
do essa formulação, a velocidade no contorno externo 
dos perfis iguala-se ã própria intensidade dos vórtices, 
o que simplifica a análise. Posteriormente, Fisher e 
Inoue [2] estenderam a formulação de Martensen [1] ao 
tratamento de grades circulares fixas visando o estudo 
da interação difusor/rotor de turbocompressores centrí 
fugos. 

Hess e Smith [3] desenvolveram técnicas baseadas 
em distribuições de fontes no contorno para o cálculo 
do escoamento potencial em torno de corpos arbitrários. 
Essas técnicas utilizam o conceito de painel, tornando 
o tratamento numérico do problema bastante facilitado. 

Uma técnica de painéis bastante simples e eficaz 
foi desenvolvida por Mavriplis [4] para o estudo de e~ 
coamento potencial em torno de perfis aerodinâmicos iso 
lados ou segmentados, visando o desenvolvimento de dis 
positivos de alta sustentação. A técnica de Mavriplis 
[4] baseia-se na formulação de Martensen [1] . 

No presente trabalho, propÕe-se a descrição de 
uma técnica de painéis para a solução do escoamento po 
tencial em grades radiais fixas, com base em uma distrT 
buição de vórtices sobre o contorno dos perfis. A técnT 
ca é semelhante a de Mavriplis [4], apoiando-se também 
na formulação de Martensen [1] . Re~ultados numéricos o~ 
tidos para a distribuição de pressoes sobre os perfis 
são apresentados em comparação com resultados analíti 
cos e com dados experimentais da literatura. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Considere-se a Figura 1, onde está representa_do 
um esquema de uma grade circular fixa no plano 1:; =r e1 8. 
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PLANO F(SICO 
} :r .;e 

y 00 

T 
~i 
~1 

-OJ 

-x 

PLANO TRANSFORMADO 
Z : X+ i Y 

Figura 1. Plano físico da grade circular e plano trans 
formado da grade linear. 

Para fins de formulação e exemplificação, será conside 
rado o caso de uma grade difusora com raio de entrada 
(interno) r 1 e raio de saída (externo) r 2 , formada por 
N perfis aerodinâmicos de formato arbitrário, idênticos, 
igualmente espaçados e igualmente escalonados . 

Através da se-11uinte transformação conforme intro 
duzida por Konig [SJ , 

z(t;) 
N 

27T ln ( r/:;
1

) 
( 1) 

a grade circular no plano 1:; é transformada numa grade 
linear infinita no plano z = x + iy com espaçamento uni 
tário entre os perfis transformados, de acordo com a FT 
gura 1. Linhas r = cte. e 8 = cte. no plano 1:; são trans 
formadas em linhas x = cte. e y = cte. , respectivamente 
no plano z . Tem-se também que 

O, lim x 
r+O 

lim x 
r-+-+oo 

+a> (2) 

Desta forma, o estudo do escoamento potencial do 
pla~o 1:; pode ser feito no plano z, considerando-se a re 
laçao de transformação entre as respectivas velocidades 
complexas conjugadas: 

dz 

dt; 
w z 

N 

27ft; 
(3) 

O escoamento básico do plano 1:; é dado pela combi 
nação de uma fonte de intensidade Q e um vórtice de i~ 
tensidade r na origem da grade circular, simulando a v~ 
zão e a pré-circulação, respectivamente. De acordo com 
a equação (3), a velocidade complexa conjugada do escoa 



menta básico no plano ç , 

Wç l 
Q - ir 

2 71Ç 
(4) 

transforma-se numa velocidade uniforme no plano z, ante 
rior a grade (x-+ - oo ): 

Wzl 
Q . r 
--1-

N N 
(5) 

A relação entre o ângulo 81 do escoamento de aproxim~ 
ção na grade linear e os parâmetros cinemáticos da gra 
de circular é dada por -

tan 81 
r 
Q 

(6) 

A seguir, as análises serão feitas no plano da grade li 
near sabendo-se que, quando necessário, as equações (1}, 
(3) e (6) se encarregam de efetuar as necessárias cor
respondências entre geometrias, escoamentos e parâme
tros cinemáticos, respectivamente. No restante desta 
formulação não mais se utilizará o Índice z quando se 
fizer referência à velocidade complexa e a intensidade 
de vórtices no plano da grade linear. 

A velocidade complexa do escoamento básico no pla 
no da gr ade linear é dada por -

wl + Wz 
w =---- ( 7) 
"' 2 

sendo 

r 
w = lim w = w +i~ e 

I "' 2t X -+-<><> 
( 8) 

w = lim w w . r z 
= -1-

2 "' 2t x++oo 
(9) 

onde rz é a circulação calculada em torno do perfil num 
percurso tal que o interior do mesmo fique sempre à di 
rei ta. 

Os perfis introduzem um campo de velocidade de 
pertubação (velocidade induzida),que superposto ao campo 
do escoamento básico, deve satisfazer a equação de La
place para o potencial de velocidade V 2 ~ =O, a condi 
ção de impermeabilidade na parede do ~erfil e as equa~ 
çÕes (8) e (9). Conforme Martensen [lJ, o campo de per 
tubação pode ser criado por uma distribuição de vórti 
ces de intensidade y(s) sobre o contorno dos perfis, de 
maneira a satisfazer automaticamente a e~uação de Lapla 
ce e as equaçÕes (8) e (9). Martensen [lJ mostrou taro~ 
bém que, ao se considerar nula a componente tangencial 
da velocidade total no contorno interior do perfil, re 
sultam a condição de impermeabilidade e a igualdade en 
tre a intensidade de vórtices y e a velocidade no con= 
torno exterior do perfil. Logo, as relaçÕes 

(lO) 
.... 

~) = o (Wext 

.... .... 

(Wext · s) = Y (11) 

sao obtidas quando se faz 

-+ .... 
(Wint • s) = O (12) 

_ Nas equaçÕes (10), ~11) e (12) substituiu~se_a n~ 
taçao complexa pela notaçao vetorial, onde n e s sao os 
versares normal e tangencial à superfície do perfil,re~ 
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. + - . pect1vamente, W e o vetar veloc1dade total do e!coamen-
to dado pela superpo!ição do escoamento básico ~ e do 
escoamento induzido Wp• 

A circulação em torno do perfil sera 

r z f y ds (13) 

SOLUÇÃO NUMfRICA 

Na Figura 2, está indicado o procedimento que se 
adotou para a solução numérica do problema formulado no 
item anterior no plano da grade linear. são escolhidos 
n+l pontos, incluindo o bordo de fuga, sobre o contorno 
de um perfil de referência da grade (p=O), e um polÍgo
no de n lados - painéis - é formado pela união destes 
pontos. Cada painel j, formado pelos pontos extremos Zj 
e Zj+l (j = 1, 2, .•• , n), é considerado como suporte 
de uma distribuição uniforme de vórtices de sentido ho 
rârio e de intensidade Yj· Considerando-se o mesmo pr~ 
cedimento em relação aos demais perfis (p •±1, ±2, ••• , 
±oo), várias grades de painéis são formadas. Em cada pai 
nel do perfil de referência, toma-se o.pon~o médio zc~
ponto de controle - para efeito da apl1caçao da cond1-
ção (12). A velocidade complexa conjugada induzida pela 
grade de painéis j sobre o ponto de controle zck, con
forme Giesing [6] , é dada por 

_ . e-iaj 
Wpj (zck) = 1 Yj --z:IT ln [sinh[~(ZCk - Zj) J J 

• ( 14) 
sinh [%<zck-Zj+l)] 

Yt Z1:Zn+1: BORDO OE FUGA 

X 

+ PONTO EXTREMO 

OEV.LHE DO 
PAINEL "i" 

• PONTO OE CONTROLE 

Figura 2. Discretização do perfil aerodinâmico em pai 
néis no plano da grade linear. -

Superpondo-se os efeitos de todas as grades ~e 
painéis ao efeito da velocidade do escoamento básico W00 

e aplicando-se a equação (12) a cada ponto de controle, 
resulta o seguinte sistema de equaçÕes lineares algébri 
cas nas incógnitas Yj= -

n 

l: Akj y. = bk ' 
j=l J 

k 1, 2, .•. , n 

onde os co~ficientes de influência ~kj dependem 
da geometr1a da grade • As expressoes para Akj 
originam das equaçÕes (8), (12), (13) e (14): 

[ -iak ~ 6s · ] } Akj = R e WPj (zck) - i ~ 

bk = - R (e -iak W
1

) + K 

e 

(15) 

apenas 
e bk se 

(16) 

(17) 

onde R indica a parte real da expressao complexa consi
derada. A constante K foi introduzida arbitrariamente 
para levar em conta o fato de que a solução y requer 
uma condição suplementar para ser determinada (Marten
sen [1]). No caso em que j=k, o valor Akj resulta igual 
a -1/2. Para levar em conta o efeito da curvatura do 
perfil, efetua-se a correção sugerida por Mavriplis [4], 



alterando-se o valor de ~k: 

1 ÔClk --+--
2 47T 

(18) ~k= 

onde tl~ é o ângulo de curvatura subentendido pelo peE_ 
fil entre os pontos extremos do painel k (Figura 2). 

Fixada a geometria da grade, a solução y. do sis 
tema de equaçÕes (15) para qualquer situação !e es~o~ 
mento é obtida através da superposição de três soluçoes 
básicas y~, y~ e y: obtidas, respectivamente, por 

J J J 

1 K o 

K o (19) 

K ~ -1/2 

A distribuição de vórtices total y., que é igual 
ã prÓpria velocidade no contorno, será, Jportanto, 

A constante c é determinada através de uma condi 
ção suplementar. Emtgeral, aplica-se a condição de Kutta 
exigindo-se que as velocidades no bordo de fuga sejam 
finitas e contínuas. No contexto do presente trabalh~ a 
condição de Kutta assume a seguinte forma: 

Logo, a constante ct será obtida de 

(y 0 +y 0
) cosl3 + (y90 +y90

) sinl3
1 I n I I n 

y1' 
n 

(21) 

(22) 

Conhecidas as velocidades no plano da grade line 
ar, segundo a equação (20) , é simples determinar as v~ 
locidades correseondentes no plano da grade circular a
plicando a equaçao (3), isto é, 

r;. = r; ( zc.) 
J J 

(23) 

A distribuição de pressÕes correspondentes é obt~ 
da aplicando-se a equação de Bernoulli. Usando os val~ 
res de pressão Pm e velocidade Wm = Q/27Trm reinantes no 
raio rm = ~ quando apenas a fonte na origem da 
grade circular atua, define-se e calcula-se o seguinte 
coeficiente de pressão 

P - Pm 

P w! 
2 

1- (:~r (24) 

A ci:culação pode ser calculada através da segui~ 
te expressao: 

r 
z 

n 
E 

k=l 

EXEMPLOS DE CÁLCULO 

(25) 

A técnica numérica descrita no item anterior para 
solução do escoamento ~otencial em grades circulares 
foi implementada atraves de um programa computacional 
codificado em FORTRAN para o computador HP-3000. Para 
um número típico de painéis igual a 80 o tempo de pr~ 
cessamento fica em torno de 60 segundos. 
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1.2 r----,----,-------;--~ 
-RESULTADOS ANALÍTICOS 
· 132 = 30 .02° [1] 

0.8 -

I o PRESENTES RESUL TAOOS 
~ 132: 31 ,go(90PAIN~IS) 

-0.4 

Figura 3. 

I 

Distribuição de pressÕes para o perfil analí 
tico em grade linear: 13 = 37,5°, 13 1 = 53,5°: 
t/1 = 0,9901573, Cp

1 
= 1- (y/W

1
)

2
• 

Na Figura 3, a distribuição de pressÕes obtida pe 
lo presente método está comparada com os dados analíti 
cos publicados por Gostelow [7] para o caso de um peE_ 
fil com bordo de fuga afilado gerado em grade linear 
através de técnicas de transformação conforme. Observa
se uma boa concordância entre os resultados ao longo de 
quase todo o perfil, exceto numa pequena região próxima 
ao bordo de fuga. A concordância entre os ângulos de s~ 
Ída do escoamento é satisfatóri~f importante salientar 
que foi utilizada a distribuição de pontos publicada 
por Gostelow [7] e que, aparentemente, não é muito boa 
para aplicação do método dos painéis, principalmente no 
que se refere ao lado de pressão do perfil, conforme ob 
serva-se na Figura 3. 

Os resultados para as distribuições de pressÕes 
nos perfis de uma grade circular estão apresentados nas 
Figuras 4 e 5 em comparação com os correspondentes da
dos experimentais publicados por Krüger [8] para dois 

2··0r---,r---,_~P=R=E=SE=N~T=ES~R=E=~~~TA~O~O~S~ 
(80 PAIN~IS) 

o o RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
( KRÜGER [11] ) 

I 

-2.0 

-4 '0o~-~o~.~2~-~o~ .• 4-.-.t~---n~--~ 

Figura 4. 

X /L 

Distribuição de pressÕes para o perfil 
Joukowski simétrico em grade circular: 
y*/1 = ±0,052 em x*/1 = 0,31, o = 36,88° 
r

1
/r

2 
= 0,682, N = 12, f/Q = 0,46. 



2,0 -,-· 
- PRESENTES RESULTADOS 

(80 PAINtiS) 

1.0 

Cpm 

-2.0 

0.2 

o • RESUIJAOpS EXPERIMENTAIS 
( KRUGER [8] l 

I I 

0.4 • 0,6 
Xi'l 

0,8 1.0 

Figura 5. Distribuição de pressões para o perfil 
Joukowski simétrico em grade circular: 
y*/1 = ±0,052 em x*/1 = 0,31, ô = 36,88°, 
r

1
/r

2 
= 0,682, N = 12, f/Q = 0,86. 

valores do parâmetro f/Q. A tendência de variação dos 
resultados experimentais é reproduzida qualitativamente 
pelos resultados numéricos. Levando-se em conta que os 
presentes resultados foram obtidos sem qualquer corre
ção para os efeitos viscosos, sua concordância com os 
resultados experimentais pode ser considerada razoável. 
Salienta-se ainda, a boa concordância no que se refere 
ao coeficiente de pressão mínimo, que é de fundamental 
importância no estabelecimento de critérios de projeto 
de turbomáquinas. 

CONCLUSÕES 

A técnica de painéis baseada em distribuição de 
vórtices apresentada neste trabalho pode se tornar uma 
ferramenta útil para análise do escoamento em estatores 
radiais de turbomáquinas. Estudos estão sento feitos pa 
ra torná-la mais eficiente do ponto de vista numérico-:
Pretende-se, posteriormente, utilizá-la como base teóri 
ca de correlação de dados experimentais e estabelecimen 
to de critérios de dimensionamento de turbomáquinas. 
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BOMBA PITOT DE BAIXA ROTACÃO ESPECÍ FICA 
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Construiu-se um modelo de bomba Pitot projetado para operar a rotações especifi
cas ~ais baixas que as comumente utilizadas em bombas desse tipo . Sao apresentadas e
quaçoes obtidas na tentativa de relacionar os vários tipos de perdas que ocorrem n~s 
bombas Pitot. Finalm~nte apresenta-se curvas caracteristicas obtidas com o p~otótipo 
base ~ com modificaçoes do mesmo, surgidas na tentativa de aumentar sua eficiência e 
pressao de descarga. 

INTRODUÇÃO 

A origem da idéia da bomba Pitot é um tanto obsc~ 
ra. Segundo a literatura, sua patente mais antiga seri
a de 1937 na Alemanha. Estud9s importantes foram desen
volvidos por U. M. Barske [1] , inicialmente na Alemanha 
e depois na Inglaterra. 

As pesquisas de Barske mostraram que a bomba Pi
tot atendia bem as altas pressões e rotações desejadas, 
porém as vazões obtidas eram baixas, caracterizando es
se tipo de bomba como de média a baixa rotação específ~ 
ca . 

Nas décadas de 50 e 70 pesquisas envolvendo bom
bas Pitot, foram desenvolvidas nos Estados Unidos, pela 
Marinha e por uma empresa privada respectivamente, sen
do estas Últimas parcialmente descritas na referência 
[2] . 

Neste trabalho apresenta-se resultados obtidos 
com um protótipo, projetado para operar a rotações es
pecíficas mais baixas que as comunmente utilizadas para 
esse tipo de bomba. 

DESCRIÇÃO E EQUAÇOES BÁSICAS 

A bomba Pitot, figura 1, consiste de uma carcaça 
rotativa (a), que é o seu rotor, contendo um tubo de 
Pitot (b) estacionário em seu centro. O líquido entra 
no rotor pelo seu centro, e o movimento de rotação au
menta sua velocidade e pressão, atê a periferia. O tu
bo de Pitot, cujo orificio de entrada (c) encontra-se 
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Figura 1 - Bomba Pitot 
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voltado para a direção da rotação, converte práticamei. 
te toda a energia cinética em pressão, através de um
difusor que se inicia no orificio de entrada e termina 
no tubo de descarga (d). 

Geralmente pás radiais planas (e). são montadas 
nas Paredes laterais do rotor com o objetivo de manter 
o lÍquido em rotação. 

O projeto é baseado na hipótese de que todo o 
fluido no interior do rotor gira como um corpo sÓlido . 
Desprezando-se os efeitos de gravidadej a pressão está 
tica na entrada do Pitot é dada por T2 : -

(1) 

onde v2 é a velocidade tangencial do fluido na circufe 
rência que passa pelo centro do orificio do Pitot. -

O fator de desli zamento ~ é definido como a rela 
ção entre v2 e a velocidade tangencial do rotor u2, ou 
seja~= v2/u2. A altura estática pode então ser escri
ta como : 

(2) 

A pressão (altura) dinãmica sera dada por: 

(3) 

Uma vez que a bomba opera a baixas vazões, uma 
grande percentagem da pressão dinãmica é convertida em 
pressão estática. Se a vazão é nula, a pressão (altu
ra) total Ho será: 

H o (4) 

Parãmetros característicos. O parãmetro caracte
rístico ma1s 1mportante nesse t1po de bomba é, sem dú
vida a rela~ão entre o diãme~ro no qual a linha de_ce~ 
tro do orif1cio do Pitot esta localizado D, e o diame
tro deste orificio õ. Grandes relações D/ õ caracteri
zam bombas de grande altura manométrica e rel ati va pe
quena vazão, isto é , baixa rotação específica . 

O coeficiente de pressão para a bomba Pitot é de 
finido de forma semelhante ao de bombas centrífugas -
convencionais, rel~cionando a altura manométrica H com 
a altura t eórica u2 I g: 



~ 

1-1 
41 ~ 2 / 

U2 g 
(S) 

Esse tipo de bomba caracteriza-se por possuir um 
alto coeficiente de pressão, particularmente quando ope 
ra com vazão nula. Nessa condição de operação, segundo
a relação (4), o coeficiente de pressão é ~o=~ 2 . 

O coeficiente de vazão relaciona a velocidade do 
fluido no orifício do Pitot vp e a tangencial do rotor 
u2: 

v 
cp =_E (6) 

u 

A rotação específica utilizando-se unidades me-
tricas e as relações (5) e (6) pode ser escrita como 
131: 

ANÁLISE DAS PERDAS 

93,81 ~ 
nq = ~3/4 (D/õ) 

(7) 

Todas as perdas serão expressas na forma admensi
onal, dividindo-as pela altura teórica u22 /g. Maiores 
detalhes sobre o desenvolvimento dessas relações podem 
ser encontradas na referência [3]. 

Perdas no defletor. O defletor, figura 2, é utili 
zado com a finalidade de desviar o fluxo de entrada do 
centro para a periferia do rotor. As perdas por atrito 
devido ao fluxo radial entre o defletor e a parede adja 
cente do rotor, juntamente com as perdas na entrada de~ 
le, são aqui denominadas perdas no defletor e podem ser 
expressas na forma admensional pela relação: 

~df 
Hdf 

U22/g 

D -d 
4df cp2 -

a 
(8) 

onde ~d~ é um ~ator empírico que engloba o coeficiente 
de atrito e o deperdas na entrada. 

Perdas no Pitot. E no difusor existente no interi 
or do Pitot que se da a transformação de energia ciné~
tica em pressão. As perdas nesse duto podem ser expres
sas pela relação: 

!{_ u2 2 

iJj =---L=~-
p U22/ g g 

CORPO 00 
PITOT --

SUPORTE 
DO PrTOT ....__ 

- ~ 

ROTOR 

~ DfFLfTOR 

~ 
~ 

~- - -·-'t;///f/, 

lAJ 
Figura 2 - Bomba Pitot com defletor 

(9) 
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-~ 

onde 4p é um fator empírico -que engloba as perdas ao 
longo ao duto interno do Pitot e do tubo de descarga. 

O coeficiente de pressão da bomba será então: 

Ho - Hi 
~ = = ~o - ~-

U22 / g I 
(lO) 

onde Hi = ~f + Hp são as perdas internas e ~i=~df + ~p· 

Perdas por arrasto. As perdas por atrito em torno 
do Pitot e suporte, constituem-se em outra fonte de ir
reversibilidades dependendo da forma e do acabamento 
dessas peças. Estas perdas podem ser escritas na forma 
admensional como: 

(11) 

sendo Ca um coeficiente de arrasto. 

Perdas r transferência de ener ia. As perdas de 
vido ao atrito viscoso entre o corpo Pitot e suporte 
e as paredes do rotor, juntamente com as perdas porre
circulação, são aqui designadas perdas por transferên
cia de energia: 

~v= 4 6 ~ D (D/6) 2 
c 2 1T cp Re b (12) 

onde Re=u2 2D/v é o número de Reynolds, 6 o ângulo forma 
do entre o centro da bomba e as extremidades dianteira
e traseira do Pitot e 4c um fator empírico. 

Perdas por atrito com o ar. O coeficiente relativo 
a essas perdas e obtido atraves de relação proposta por 
Pfleiderer [4] obtendo-se: 

~ = 4ko(l + 5 B/D) (D/õ) Par 
r llcjl p 

(13) 

onde B é a largura do rotor, ko um fator empírico que 
depende do número de Reynolds e p e p são, respectiva 
mente as massas específicas do araê do fluido bombeado~ 

Perdas mecânicas. As perdas mecânicas devido ao 
atrito nos mancais e sistema de vedação podem ser escri 
tas na forma: -

1-\n 
~m = u22/g 

(14) 

sendo Hb as perdas mecânicas por unidade de peso. 

Rendimento total. A energia mecânica necessária 
para o acionamento da bamba será então: 

H + He 

~· = U2 2 /g = ~o + l)Je 

onde H = H + H + H + H são as perdas externas 
,,, _ ,,,e + ,,,a + ;,y + ;,~ ·m 
~e ~a ~v ~r ~m. 

Finalmente, o rendimento total da bomba é: 

H - ~ n = W- V 

(IS) 

e 

(16) 
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DESENVOLVIMENID DO PROTÚfiPO 

O protótipo construido é mostrado esquemáticamen
te na figura 3. Ele foi projetado para operar a rota
ções específicas mais baixas que às encontradas na li
teratura . Para isso, conforme equação (7}, a relação 
D/o deverir ~er_grande . Para satisfazer a pressão de 
SOO KP~ e r?tacao de 5. 000 rpm, valores de projeto, es
ta razao foitomadaigual a 100, utilizando-se D = ZOO mm 
e o = 2 mm . 

O protótipo foi construido nas oficinas do Centro 
de Pesquisas e Desenvolvimento da Bahía - CEPED em aço 
carbono, com exceção do Pitot, suporte e tubo de descar 
ga,_const~ido em a~o inox!davel . O dispositivo de ve~ 
daçao co~s1st~ ~m selo mecanico de montagem interna e 
os manca1s ut1l1zam rolamentos de esfera lubrificados 
através de engraxadeiras . 

O mod~lo original sofreu modificações ao longo do 
trabalho, v1sando aumentar seu rendimento e pressão de 
d~scarga, d~do ori~em a quatro configurações constru
tivas que sao descr1tas a seguir. 

. Protótipo base . Esta configuração é a mostrada na 
f1gura 3, 1sto e, tal como saiu das oficinas do CEPED . 

_ Pr?tÓtipo com Pitot hidrodinamizado . Devido às 
~s_prop1edades de u~Inab1l1dade do aço 1noxidavel, u
tl~lzado na_construçao do Pit~t e suporte, esta peça 
fo1 confecç1onada de forma praticamente artesanal ra
zão porque não obteve-se a forma aerodinâmica des~jável. 
Como o problema era de acabamento externo, moldou-se u
ma carenagem com a forma de um aerofólio NACA 66 2 -12 do 
tipo laminar. 

Protótipo com pás entre defletor e parede do ro
tor . Nesta conf1guraçao foram montadas se1s pas rad1a1s 
planas, no espaço entre defletor e parede adjacente do 
rotor. 

com o objetivo 
e rotor . 

Figura 4 - Bancada de Testes 

RESULTADOS 

Cada uma das versões descritas, foi levada à ban 
cada de testes mostradas na figura 4, a fim de sele-
vantar sua~ curvas características. A bancada é compos 
de ~otor pendulo, çom velocida~e de rotação variável,
egulpado c~ d1namometro e tacometro para a determina
ç~o da potencia de acionamento. Dispõe-se ainda de ma
n~etros na entrada e saída da bomba para a determina
çao dos coeficientes de pressão e de reservatório afe
rido para a determinação do coeficiente de vazão. 

A maior limitação da bancada de testes era a ve 
locidade de rotação do motor pêndulo utilizado, 2.20~ 
rpm, enquanto a rotação de projeto estava em torno de 
5.000 rpm. 

A figura 5 mostra as características aclimensionais 
do protótipo, maior ouantidade de dados estão disponí
veis na referência [3]. 

Protótipo base. Para vazão nula (~=O) as curvas 
1 mostram um coefiCiente de pressão em torno de 0,63 

Figura 3 - Protótipo base 
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1- PROTÓTIPO BASE-+ o 
2- PROTÓTIPO COM PITOT HIDRODINAMIZADO- )( 

3- PRO'" COM PAS ENTRE DEF. E PAREDE DO ROTOR-+ 11 

~ 1", I I I~ 
~ 
~ 
õ 

~ I "xx ~ I "- I I~ 
0:: 

0:1 

.0' 

o 0,10 0,20 q30 o,•o q5o o,so o,7o o,so qoo ~oo 

COEFICIENTE DE VAZÁ O, 9$ 

Figura 5 - Características acli.mensionais para as 
várias configurações do protótipo 

que corresponde, quando substituído na relação (4) 
um fator de deslizamento de 0,79. 

a 

Protótipo com Pitot hidrodinamizado. As curvas 2 
mostram um l~ge~ro aumento no coef~c~ente de pressão e 
no rendimento, certamente devido a um menor coeficien
te de arrrasto resultante da carenagem . 

Protótipo com pás entre defletor e parede do ro
tor. As curvas 3 mostram que neste caso, houve uma 
queda considerável no coeficiente de pressão e no ren
dimento. 

Protótipo com pás entre Pitot e parede do rotor . 
As curvas 4 mostram uma pequena reduçao no rend~ento 
máximo, comparado com o da segunda configuração, que 
até então era o mais alto. O coeficiente de pressão. en 
tretanto, sofreu um aumento considerável. Para vazão
nula (~=O) este atingiu o valor 0,81 que corresponde, 
quando substituído na relação (4) a um fator de desli
zamento de 0,9 . 

CONCLUSOES 

Devido aos baixos 
que a bomba Pitot não é 
ficas tão baixas quanto 

rendimentos, pode-se concluir 
indicada para rotações especí
ã utilizada no protótipo (nq = 

0,9). 
A grande responsável pelo baixíssimo rendimento 

do rrotótipo, cerca de 2,5 %, é, sem dúvida, a alta re 
laçao D/ô, utilizada a fim de atender a baixa rotação
específica de projeto. Tal relação não só provoca si
gnificativas perdas internas, como também faz com que 
a bomba trabalhe estrangulada, elevando demasiadamente 
as perdas externas pelo aumento do escoamento circula
tório . Além disso, devido ao estrangulamento, a potên
cia extraída é muito baixa. Este fato, associado às re 
lativamente grandes dimensões da máquina, fazem com -
que as perdas mecânicas passem a ter grande influência 
no cálculo do rendimento total. 

A ligeira melhoria do desempenho, obtida com a 
carenagem sôbre o Pitot e suporte, confirmam a impor
tância da forma dessa peça na perfomance da bomba. 

O menor deslizamento obtido na Última versão mos 
tram que não pode-se abrir mão do uso de pás para uma
melhor transferência de energia. 
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SlJM.lARY 

A modeL Pitot pump designed to operate at Lower 
specific speeds than usuaL, was constructed . Tentative 
equations ar e presented to describe the various types 
of Lasses in this type of pumps . Characteristc curves 
are pLotted· f or the basic prototype and modifications 
designed to improve efficiency and raise discharge 
pressure . 
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RESUMO 

Nute. .tJw.bai.ho ~ão a.p~~.ue.ntado~ o~ JLuuUa.do~ da úmul.a.ç.ão do duempe.nho de. um 
.ü.po de. ILotoJL de. a.MMto cU6e.1Le.nc«ti, a.t!La.vÚ do mêtodo do~ tubo~ de. CoMente. Mú.u.i.
p.iJJ~. são ta.mbêm a.p!Lue.nta.do~ ILUuUa.do~ do~ e.n61Úo~ em .tii.ne.l de. vento com JLotoiL ~.úni. 
.t.aii. a.o que. 6o.i. a.na.Ul.a.do, eaJta. uma. c.on61Lonta.ção c.om o~ JLUuUa.do~ do mode.la.me.nto te.õ
JL.i.c.o. O mumo mêtodo de. a.na.l..ú.e. ê emp!le.ga.do pMa. ILe.a..UzM a. pJLe.v~ão do duempe.nho de. 
out!Lo JLOtoiL de. a.MMto - c.om pJLOte.s;ão pMa. M pM quando ~e. movem c.ontJLa. o vento - e. 
que. poiL.ta.nto a.pJLue.nta. miÚoJL e.6.i.c..i.e.nc..i.a.. 

INTRODUÇÃO 

A energia eÓlica tem sido extensamente pesquisa
da, principalmente nos paises desenvolvidos. Como a fi 
nalidade principal que norteia o desenvolvimento de sis 
temas eÓlicos é a geração de energia elétrica, os esfo~ 
ços tem se concentrado em rotores que possuam alta efi
ciência e rotaçÕes elevadas - isto é, os rotores tipo 
hélice ou Darrieus. 

Os rotores que funcionam por arrasto diferencial 
possuem eficiências baixas e oeeram em rotaçÕes também 
baixas. Tais caracteristicas sao desfavoráveis para a 
geração de energia elétrica. Porém, para outros propÓsí 
tos, tais como o emprego direto da energia mecânica p; 
ra moer grãos ou para bombeamento d'água, essas caracte 
risticas podem ser aceitáveis, desde que o sistema sejã 
simples e barato. 

EIXO DO ROTOR 

PUC/ RJ 

Dos rotores de arrasto diferencial, apenas o ro
tor tipo Savonius tem sido estudado e os resultados ob 
tidos podem ser encontrados nos trabalhos de ISMAIL [lJ 
e NEUMANN [2]; outros modelos são apresentados na obra 
de National Academy of Sciences [3], com realizaçÕes 
práticas e na obra clássica de Golding [4], porém sem 
uma análise detalhada. 

PERFIL OE FJXAÇÃO 

Este trabalho apresenta os resultados obtidos no 
estudo de um rotor simples de arrasto diferencial e 
discute as possibilidades de arranjos que, com base ne~ 
se rotor, apresentem melhor rendimento. 

MÉTODO DE SIMULAÇÃO E ENSAIOS EXPERIMENTAIS. 

'----- DAS PAS 

A Simulação do Desempenho do Rotor. O rotor de ar 
rasto analisado e'mostrado na Fig. 1 em perspectiva. As 
pás do rotor constituem-se em perfis em V, de chapa do 
brada, Quando o rotor é exposto a uma corrente de ar, 
surgem forças de arrasto e, uma vez que o arrasto na 
parte côncava do perfil é maior do que na parte conve
xa, hâ um torque 1I3uido sobre o rotor. Tal caracteris
tica define o princ1pio de funcionamento dos rotores de 
arrasto diferencial. 

Figura 1. Vista em Perspectiva do Rotor Estudado 

Para a simulação do rotor foi empregado o método 
dos tubos de corrente mÚltiplos, utilizado por Strick
land [s] com sucesso para a previsão do desempenho do 
rotor Darrieus. 

Na Fig. 2 vemos um esquema do rotor e dois tubos 
de corrente que o atravessam. A pá representada possui 
um comprimento R2 e o perfil indicado no corte B-n. O 
raio R1 indica a dimensão do cubo que suporta as pás. 
Para cada tubo de corrente, supÕe-se uma velocidade de 
vento (Ui) constante, determinada iterativamente. 

Pela teoria da quantidade de movimento de Glauert 
161, a força de arrasto produzida no rotor, devida à 
variação da quantidade de movimento do ar que atravessa 
o rotor é dada por: 
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(1) 

onde (A) é a ârea do rotor transversal à direção do es
coamento, (V ) é a velocidade do vento a montante e (U) 
é a velocida~e do vento ao atravessar o rotor, suposta 
constante, 

Então, para um dado tubo de corrente (i) situado 
a uma distância (D) do eixo, podemos escrever: 

Por outro lado, a co~onente normal da força que 
atua sobre a pá, a uma distancia (D) do eixo e num ângu 
lo (9) entre a posição instantânea da pâ e a direção dÕ 
vento a montante pode ser escrita como: 



1 2 
FN(D,e) • 2 PApCDURN (3) 

onde (Ap) representa a área da pá dentro do tubo de cor 
rente (CD) ê o coeficiente de arrasto e (URN) ê a compÕ 
nente normal à pá da velocidade relativa entre a pã e Õ 
vento. 

/----+ 
/ ' I 

SENTI~ O~ 
"""" \;._ 

U; 

-

\ 
l 
I 

I 
I 

Figura 2. O Rotor de Arrasto 
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_ A determinação de Ui para um dado tubo de corren
te e feita iterativamente a partir da igualdade entre o 
torque produzido pela força Fi(D) -dada pela eq. (2) e 
o torque médio produzido pela força FN(D,e) - dada pela 
eq. (3). Tratando-se as variáveis de forma adimensiona
lizada, a equação utilizada para tal propÓsito ê: 

U. U. N UT 2 CD . U 2 

2. (1 - 2.> - -- <-> r + ~ <.:mi> (4) v1 v1 4.Ne v1 e - sen2 e ur 

onde (N) representa o nÚmero de pãs, (N9) o nUmero de 
increme~tos na va;iável (e), (UT) ê a velocidade da po~ 
ta da pa e (CDj) e o coeficiente de arrasto correto. O 
coeficiente de arrasto pode assumir dois valores distin 
tos: será o coeficiente de arrasto do lado côncavo dÕ 
perfil quando a velocidade relativa normal à pá tiver 
sentido concordante com o movimento da pã; caso contrã 
rio, será o coeficiente de arrasto do lado convexo dÕ 
perfil. Ê importante ressaltar que, quando a velocidade 
local da pá e a velocidade relativa normal possuem mes 
mo sentido, hã uma contribuição positiva para o torque 
motor; caso contrário, está havendo um torque resistivo 
de sinal negativo. 

Para se determinar (Ui)• assume-se um valor para 
essa va~iável, c~m o qual se determina (URN) e se a c~ 
tribuiçao local e motora ou resistiva. Calcula-se entao 
separadamente o membro esquerdo e o direito da expres
são (4) e se verifica a igualdade. Através de aproxima
çÕes sucessivas se obtêm o valor de (U.) para o tubo de 
corrente considerado. 

1 

Define-se a rotação (ou velocidade) especifica do 
rotor como: 

ROT 
UT 

vl 
(5) 
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e o coeficiente de potência (CP) como: 

2P 
CP • --- (6) 

P~Vl3 

onde AR ê a ârea da projeção do rotor num plano perpen
dicular ã direção do vento. Uma vez conhecidos os valo 
res de (Ui) para cada tubo de corrente, pode-se mostrar 
que o coeficiente de potência ê dado por: 

N(R2-Rl) 

CP • 2N N 2R2 
e P 

( 

3 De_. u 2 
ROT) I:H ~ (_E!) 

LDe sen2e u 
T 

(7) 

onde (Np~ é o nÚmero de tub~s de_corrente e L represen: 
ta os do1s lados do rotor, 1sto e, o lado em que a pa 
se move na mesma direção do vento e o lado em que a pá 
se move contra o vento. O coeficiente de momento (tor
que) é definido por: 

CM • 
2M 

2 
pARVlR2 

onde (M) é o torque produzido. Pode-se provar que 

CM • .9:_ 
ROT 

(8) 

(9) 

Maiores detalhes relativos ao modelamento do ro
tor podem ser encontrados na referência 111. 

Ensaios experimentais. Os coeficientes de arrasto 
para o perfil das pis (lado côncavo e lado convexo) fo 
ram obtidos através de ensaios em túnel de vento. Foram 
ensaiados, também em túnel de vento, modelos em escala 
do rotor. Nesses ensaios, a rotação foi obtida através 
de um tacogerador previamente calibrado; o rotor operou 
acoplado a um motor DC funcionando como gerador e a car 
ga era dissipada através de um reostato. O torque prodÜ 
zido pelo rotor foi obtido através da medida da reaçãõ 
na carcaça do gerador, colocado em balanço. A velocida 
de do vento a montante do rotor foi medida através de 
um dispositivo do prÓprio tÚnel de vento. 

Com base nos ensaios acima descritos, pode ser 
feita uma comparação entre os resultados da simulação e 
experimentais. A Fig. (3) mostra essa comparação. Deve 
ser ressaltado que os resultados experimentais incluem 
atrito de mancais e os resultados da simulação são pur~ 
mente aerodinâmicos. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

A simulação do rotor foi feita para diferentes nú 
meros de pás, para diferentes relaçÕes R2/Rl e para di~ 
ferentes valores da relação CD1/CD2 (ou seja, coeficien 
te de arrasto para o lado côncavo/coeficiente de arras 
to para o lado convexo). -

A Fig. 4 mostra a influência do número de pás so 
bre o coeficiente de potência e sobre o coeficiente de 
momento. Quando o nÚmero de pâs aumenta, o valor mâximo 
de CM ocorre para valores cada vez menores da velocida
de especifica (ROT); alem disso, quanto maior o número 
de pâs, maiores são os valores de CM, para baixas velo 
cidades especificas. A figura mostra ainda que, para um 
nÚmero maior de pás (CP) máximo ocorre em rotaçÕes espe 
cificas menores e atinge valores menores. -



0.01 

o 0.10 

Figura 3. Comparação entre resultados teóricos e 
experimentais 

Cp 

o 

o 

Figura 4. Efeito do numero de pas 

Na Fig. 5 pode ser visto o efeito da relação R2/ 
Rl sobre o coeficiente de potência. Fica evidente que 
a menos que essa relação seja muito pequena, pouco efei 
to ela produz. 
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Cp 

0.02 

0 .01 

o 0.10 

~~ ~ -~ .ti)' 

, r-~.-. ~-) -I 

b4 l llll) 

Figura S. Efeito da geometria das pas (R2/Rl) 

Foram construrdos perfis que diferiam ligeiramen
te entre si: um com abas inteirixas, outros com rasgos 
nas abas, com diferentes separaçoes. Com isso, foram 
obtidos diferentes pares de coeficientes de arrasto. A 
Fig. 6 mostra o efeito da relação CD1/CD2 sobre o coe 
ficiente de potência. Os valores de (CP)miximo não sãõ 
muito diferentes, embora ocorram em rotaçoes especÍfi
cas um pouco mais altos quanto maior for a relação 
CD1/CD2. 

Cp 

0 .02 

0 .01 

o 

Figura 6. Efeito dos coeficientes de arrasto 

A simulação feita indica que os valores máximos 
de CP são bem pequenos quando comparados a outros ti 
p~s de rotares de catavento. Embora os valores de CM 
nao sejam baixos, a rotação especÍfica ê bastante bai 
xa, o que resulta em baixas eficiências. O princ~pal m~ 
tivo pelo qual a eficiência deste tipo de rotor e baixa 
reside nas altas velocidades relativas entre o vento e 
pá no lado resistivo do rotor. Caso se desvie o _ fluxo 
de ar na parte resistiva do rotor com uma proteçao, ha 
verá um ganho substancial em CP. Porem, esse novo rotor 
agora precisa ser orientado (por um leme) para se man
ter alinhado. Para a simulação deste novo tipo de ro
tor, foi assumido, para a componente normal da 



velocidade relativa adimensionalizada, no lado resisti
vo do rotor. 

URN 

UT 

uP 
B

UT 
(lO) 

onde B ê uma constante. Se B ê nula, está sendo conside 
rado torque resistivo nulo no lado do rotor que possui 
a proteção. Se B ê unitário, estã sendo assumido um tor 
que resistivo semelhante ao produzido pela pâ girandÕ 
em ar parado. O valor efetivo de B dependerá das carac 
teristicas construtivas do rotor: se a proteção ê fecha 
da em cima e em baixo, o tipo de bordos da proteção,etc. 

O resultado da simulação indica que quanto menor 
o valor de B, maior será CP e maior será a velocidade 
especifica em que ocorre (CP)mãximo• como pode ser vi~ 
to na Fig. 7. 

Cumpre ainda observar que a ãrea de referência pa 
ra o cálculo de CP não foi alterada, embora apenas meta 
de do fluxo atinja efetivamente o rotor ( na parte motÕ 
ra). Caso se usasse a interpretação usual para a ãrea 
de referência - área em que o escoamento intercepta o 
rotor- os valores obtidos seriam duas vezes maiores. 

C p 

0 .04 

0 .02 

o 

Figura 7. Rotor com proteção- efeito do parâmetro 
B. 

CONCLUSÃO 

As limitaçÕes inerentes ao modelo empregado na si 
mulação do rotor estudado impedem que este seja utiliza 
do para a predição do campo de velocidade real do escoã 
mento. Porem, para a obtenção das caracteristicas glo= 
bais de desempenho o método mostrou ser razoavelmente 
seguro. 

Os coeficientes de potência máximos obtidos com o 
rotor de arrasto simples são muito baixos para aplica
çÕes em sistemas eÓlicos. Porêm, caso se consiga um 
meio de minimizar o torque resistivo do lado do rotor 
em que as pâs se movem contra o vento, e que mantenha a 
simplicidade construtiva, pode-se esperar valores de 
eficiência razoáveis - como no rotor com proteção des 
cri to. 
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ABSTRACT 

Th.W pape.Jt artal.y.~>u the. 6e.aúb-i.Uty o6 tu.ti.ng Jte.duc.e.d-.~>c.a.R.e. theJr.ma.f. mode..f.h o6 
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Me. c.a.f.c.u.f.ate.d and c.ompMe.d to the. pJtoto:type.. 

lNTRODUCTION 

ln the therrnal design of a spacecraft, one of the 
major aspects is to assure that, when in orbit, all 
equiprnents will operate within their especified 
ternperature lirnits. This task is accornplished by 
careful especification of rnaterials, surface coatings 
and, when necessary, providing devices that will central 
the heat exchange within the systern. Obviously, the 
designer has to go through a variety of activities such 
as experimental tests in sirnulated space environrnent 
and nurnerical sirnulation of operating conditions in 
arder to identify the critical spots and to come up 
with a reliable therrnal design. 

The increased size and cornplexity of today's 
satellites are dernanding test facilities even bigger 
with skyrocketing operating costs. lt has been observed 
that therrnal tests can represent up to seven percent of 
the total developrnent cost of a spacecraft [1]. So, the 
utilization of reduced-scale therrnal rnodels, instead of 
full-scale prototype, allows cheaper and faster tests 
in srnaller instalations. 

ln the beginning of the arnerican space prograrn, 
the general conditions for therrnal scaling of a 
spacecraf were deterrnined [ 2, 3] and two major techniques 
were developed. The first one, narned "ternperature 
preservation" technique, establishes the conditions for 
identical ternperatures at hornologous locations in 
rnodel and prototype. So, no ternperature reduction is 
necessary to predict the prototype temperature 
distributions. ln the second technique,narned "rnaterials 
preservation" technique, model and prototype are made 
of the sarne rnaterials and, although the temperatures are 
different at homologous locations,they are related by a 
predicted ratio. Lirnitations and errors assoclated to 
these techniques were analysed by sorne authors [4, 5]. 
After 1965, experimental investigations were carried nut 
to demonstra te the viability of uti lizing thermal rro:iels.1hey 
were considered, for exarnple, in the design of Voyager 
type spacecraft [6] and in the Apollo Program [7]. 

The present work analyses the feasibility of 
developing reduce-scale therrnal models for the first 
brazilian type spacecraft to be launched in 1989. Four 
rnodels were especified and their thermal behaviors were 
calcu).ated and compared to the ternperature distributions 
of the prototype. 

DESIGN BASlS 

For a sat•~ ll i te divided in "n" isothermal regions, 
the energy balance for the i-th nade is given by the 
equation: 
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(i=l,2, . . . ,n) (l) 

where (Pi c i V i) represents the nade therrnal capacity, Rij 
and Sij are the radiative and conductive coupling 
coefficients between nodes i and j, respectively, $

1 
is 

the external therrnal load due to direct insolation and 
due to earth reflected, scattered and effiitted 
and, finally, Pi is the energy load due to 
dissipation. 

energy 
equipment 

Solutions of the set of equations (1) will provide 
the therrnal behavior of the satellite, as long as the 
therrnal loads for each nade are known. 

Considering a thermal rnodel of this spacecraft, 
where each parameter and variable are scaled by a 
corresponding scale factor, y, its ternperature 
distribution will be described by the set of equations: 

(i=l,2, .• • ,n) (2) 

Therrnal similarity between rnodel and 
would be obtained by irnposing: 

4 
YR y T ~ y S 'fr = y $ = y P 

prototype 

(3) 

The radiative and conductive coupling coefficients 
and the external therrnal load are usually written as 

n 

Rij = EiAi {L FiK (ÔjK - (l- Ej) FjKJ-
1

} Ej' 

K- 1 

(4) 

(5) 

(6) 

ln these expressions, Ai' Aij' Ac,ij r epresen t 
the surface area of node i, the cross- sec tional area 



between nodes i and j and the contact area be t wPen the 
adjacent nodes , respectively . Also , ci end ~ are 
emissivity and absor t ivity of node i , Kij and hij 
represent the thermal conductivi t y and the con t ac t heat 
transfer coefficients. Hi is the externa! thermal load 
and Fik in the configuration factor for radiation 
exchange be tween surfaces i and k. 

ln the right hand side of equations (5), the 
first term represents the materials thermal conductance 
and the second one is the con t ac t con ductance. 

Considerind the sarne surface emiss i vi t y in 
homologous regions in model and prototype and keeping 
geome trical identity, equations (4), (5 ) and (6) lead 
to 

YR = Yt Ys yKyL~yhy~ Ycp 2 
ya YL YH 

Plugging (7) into (3) , follows: 

3 
Y p \ Y L Yr 

yt 
rt ri YK YL Yr Yh \2Yr 2 

ya YL YH 

(7) 

Yp (8) 

... general, the satellite is made of panels , 
plates and shells where the temperature distribution 
can be considered bidimensional. So , it is convenient 
to scale differently thr thickness and the overa11 
dimensions of the e1ementb. This procedure a11ows the 
designer to scale the heat conduc tances by scaling the 
heat flow area. Considering Y 0 3S the thickness scale 
factor, follows: 

2 
yp \ y li YL yl 

Y, 
Y~Y14 = YKYóYT = \\\ = Yo.\

2
Y1 = Yp (9) 

This expression represents the general cri teria 
for designing reduced-scale therma1 models of a given 
prototype. 

ESPECIFICATION OF MODELS ----
For the application of this technique, 

considered the first brazi1ian type spacecraft , 
in Fig. 1. General data are given in Table 1. 

15
1G EOCENTRIC 

' 

CENTRAL CV 

PANE L 

FOR EQUIPMIE:NTS 

Figure 1. Schematic View of the First Brazilian 
Type Spacecra ft 

it was 
shown 
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Table 1. General Data of Prototype 

COMPONENTS MATERIAL o K I pc X w5 

(mm) (w/m.K) (j/m> K) 

Cent r al cy1inder Al 2024 2 .00 121. o 25 .5 

Aluminium 
EquipmPnts support sandwich 26 . 21 4.42 1. 60 
panels panels 

Antigeocentric and Aluminium 

sidl' panels s 1ndwich 13.51 7 o 79 2.69 

panels 

Four different models were especified, for steady 
and trans i ent regimes, according to the temperature and 
materials preservation techniques, as fo1lows: 

TECHNIQUE Steadv State Transient re2ime 

Temperattire preservation Model Model III 

Mate r iais preservation Mode 1 II Mode1 IV 

The following criteria were adopted: 

a) y1 = 0.5 - cornprornisse between rnodels size and 
testing facilities; 

b) Yr 1 for ternperature preservation; 

c) YP Yc = YK ~ 1- for rnateria1s preservation; 

INPE 

d) first t errn of eq. (9) not considered for steady state; 

e) yo. = 1 - sarne externa1 coating 
prototype; 

for mode1 and 

f) yh = 1 - utilization of sarne thermal contact grease 
for mode1s and prototype. 

The therma1 conductivity of the sandwich panels 
were ca1cu1ated according to the rnodel of Danie1s et 
a1ii [8]. 

Table 2 . Selected Data for Therma1 Mode 1s 

MODEL I MODEL II MODEL III MODEL IV 

6 
~TERIAL 

6 6 6 
COMPONENT5 MATERIAL (mm) (mm) MATERIAL (mm) I>'.ATERIAL (mm) 

Cen tral Cylinder 55 430 2 . 37 A1 2024 l. 02 55 430 2. 78 A1 2024 2.00 

Equipments Aluminiu 
support panels ss 316 l. 98 A1 2024 o. 41 ss 316 2. 00 sandwich 26.21 

pane ls 

Antigeocentric \luminium 
and side panels ss 316 l. 79 A1 2024 ~. 41

1 

SS 316 l. 79 andwich 13.61 
anels 

Themost important scaJe factors are shown in Tab1e 
3. 

It shou1d be added that the mode1s were designed 
considering materia1s with on1y commercia11y avai1ab1e 
dimensions. A1though the similarity criteria are not 
met rigorous1y , the fabrication of the rnode1s are 
simp1ified by this restriction . 



Iable 3. Scaling Factors 

Yr yt YL YH Yp 

Model I 1.0 - 0.5 l.O 0.25 

Model II 'V 1. 24 - 0.5 'V 2.30 'V 0.58 

Model III 1.0 'V 1. 95 0 . 5 1.0 o. 25 

Model IV 1. 59 o. 25 0 . 5 6. 35 l. 59 

RESULTS 

The thermal behaviors of the prototype and models 
were numerically simulated utilizing a computer code 
developed by the Thermal Control Group of INPE [9]. The 
systems were divided into isothermal nodes as shown in 
Fig . 2. For transient conditions, it was considered a 
circular orbit with radius equal to 700 km and 25 
degrees of inclination- This is a typical orbit for 
the first brazilian spacecraft. 

33 25 

34 21 

35 27 

Jl 28 

31 2• 

38 30 

J9 31 

40 32 (d) 

49 41 

eo 42 

51 43 

1>2 44 

113 45 

54 .. 
55 47 

!141 .. (e) 

Figure 2 . Mesh Grid fo r Models I, II and III 
a) Antigeocentrical pane l s; b) Central equipment 
support panels; c) Geocentrical equipr.ocnt support 
panels; d) Side panels; and e) Central cylinde r. 

Figure 3 shows the results for steady 
conditions. 

state 

Figures 4 and 5 present some typical results of 
the temperature behavior for homologous regions in 
prototype and models III and IV. 

It was observed that the temperature deviations 
do not exceed 8 degrees C, for the worst situation. 
These deviations are attributed to two major causes.The 
first one is the fact that perfect thermal similarity 
could not bP. obtained by selecting commercially available 
materiais, as mentionned before. The second fact is 
related to the Lmposition of geometrical similarity 
based on the external dimensions of the spacecraft. 
This in troduce s distorsions in the interior heat 
exchange areas since, in reduced-scale models, th~ 

materiais thicknesses are not negligible when compered 
to : "e c·,erall linear dimensions of the system. ln fact, 
a c: reful analysis of this effects shows that for models 
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Figure 3. Temperature Distributions for Pr ototype and Models 
I and II for Steady State Conditions. 
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Figure 4. Transient Tempe rature Behavior of Prototype and 
Models III and IV (Mesh Node 1t 2) 
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Figure 5. Transient Temperature Behavior of Prototype and 
Models III and IV (Mesh Node ~ 38) 

I, II and III, (YT)actual < (YI)nominal while, for 
model IV, (YT)actual < (YT)nom nal [10]. Obviously, 
this situation becomes criticai for low values of YL 
and for materiais preservation. 

Further results are found in ref. [10]. 

FINAL REMARKS 

The present work has shown that reduced-scale 
thermal models could be used in simulation of the first 
brazilian type spacecraft in simulated space environment 
and provide reliable temperature distributions for the 
prototype. 

Nevertheless, it should b ~ mentionned: 

a) the scale factor, YH, for ~odels II and IV, are 
much greater than unity, Ihich means that the solar 
energy simulator has to enerate a power density 
many times the earth insJlation . This is very 
difficult to obtain in imulated space environmen· 



--~· ~ -~~ 

b) 

imposing a restriction in the materiais preservation 
technique . 

low values of the dimensional scale factor, 
introduce large deviations and uncertainties 
models temperature distributions. Obviously, 
situations should be avoided . 

YL, 
in the 
these 
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Cada componente de um veículo espacial só operara 
corretamente quando mantido dentro de uma faixa especi 
fica de temperatura. 
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O problema de controle térmico é realizar a troca 
de energia entre cada componente e o ambiente em que e~ 
tá de tal maneira que a temperatura deste fique na faixa 
operacional. 

Radiador 

As várias técnicas de controle térmico podem ser 
classificadas em três grupos : 

Passivo 
Semi-passivo e 
Ativo 

Um controle térmico passivo mantém a temperatura 
de cada componente dentro da faixa desejada através de 
consideraçÕes geométricas e termofísicas somente. Um 
controle semi-passivo envolve a transferência de calor 
de uma fonte quente para um sumidouro frio . 

Um controle ativo envolve a transferência de ca 
lor de uma fonte fria para um sumidouro quente. 

Os dois Últimos tipos de controle exigem o forne 
cimento de potência ou movimentação de fluÍdos, ou pa~ 
tes móveis . Detalhes e descriçÕes de cada um desses sis 
temas po dem ser encontrados em Rale et elli [1 ] . -

Como a confiabilidade de um satélite ou espaçon~ 
ve de longa vida é um fator determinante ; os sistemas 
de controle térmico passivo tornam-se atrativos . Devido 
a variação dos fluxos de calor que são impostos ao sis 
tema de controle térmico, os capacitares térmicos com 
materiais de mudança de fase são indicados para estes 
sistemas conforme mostrado por Fixler [2] . 

Nas referências [1], [3] e [4] são apresentados 
vários MMF adequados ao uso espacial e terrestre. Den 
tre os vários MMF propostos, as parafinas têm sido mais 
amplamente usadas em ambas as aplicaçÕes. 

Em seu trabalho Humphies [4] apresenta em deta 
lhes as propriedades de várias parafinas . 

Neste trabalho considera-se o sistema de proteção 
térmica mostrado na Figura 1. 

Os componentes eletrõnicos geram energia ciclica 
mente como mostrado na Figura 2. 

Componente 

f-2-- I 
I 

Interior I 
I Exterior 
I 

o I 
•I 

Figura l. Conf iguração do Problema 

q 

LHe 

LHon Ll.toff 

t 
Figura 2 . Potencia Gerada pelo Componente 

Deseja-se dimensionar o sistema de controle térm! 
co (SCT) para que o radiador seja o menor possível, is 
to é, seja dimensionado não pela energia de pico mas 
por uma energia média . 

com i=s, para a fase sólida e i=l, para a fase l Íqu i da. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Sendo o processo de transferência de calor contra 
lado por condução unidimensional, tem-se : 

dT 
(K -) 

ax i ax 
(1) 
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Definindo: 

C(T) (2) 

como calor específico por unidade de volume que leva em 
conta o salto da entalpia na mudança de fase , onde L é o 
calor latente, o(T- Tm) é a fun ção de Dirac, H é a en tal 



pia por unidade de volume e P a densidade. 
Pode-se mostrar conforme Bonacina [6], que a equa 

çao (1) deve ser escrita como: -

c(r) ar (i<(r) ar) (3) 
at ax ôx 

onde C(r) e K(r), a condutividade térmica do MMF, devem 
ser colocados nas formas abaixo segundo Bonacina [6] e 
Alves [8], 

c(T) 

e 

K(r) 

Cs(r) para r <rm-t:.r 

C
1

(r) para r >rm+llr 

p L C (rm-t:.r) + c1 (rm+t:.r) 
_s_ + ~s ____ __:::.__ __ 

2t:.r 2 

(4) 

para 

rm-t:.r :>r :Srm+llr 

Ks(r) para r <rm-t:.r 

K
1

(r) para r >rm+t:.r 

Ks (rm-t:.r) + 
Kl (rm+t:.r) - Ks (rm-t:.r) 

2t:.r 

. [r-(rm-t:.r)], para rm-t:.r :S rm+t:.T 

(5) 

onde: rm 
t:.r 

temperatura de mudança de fase 
metade da faixa de mudança de fase. 

As condiçÕes de contorno são dadas por: 

-R(r) ar(O,t) 

ax [:' 

para O:S t <ll ton 

para llton :õ t :O lltc 

( 6) 

Supondo que o dispositivo fica ligado durante o inter 
valo d: tempo llton, dissipando _a potência qp por unid~ 
de de area e fica desligado ate completar o intervalo 
de tempo do ciclo e por: 

ar(a,t) 
-K(r) --- = Eor 4 (a,t) - ai (7) 

ax 

Assumindo que a temperatura do meio externo seja 
de O QK. 

onde: E = emissividade do radiador 
a = absortividade do radiador 
a = constante de Stefan-Boltzmann 
a = e spessura do MMF 
I = fluxo de radiação incidente 

Como condição inicial supõe-se que todo o MMF es 
teja na temperatura de mudança de fase, ou seja: 

r (x,O) = rm (8) 

ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES 

Para a adimensionalização das equações é conveni 
ente definir: 

t = t/llton 

Y = x/a 

4> 

i< 

r 

rm-t:.r 

K/Ks 

(9) 

(lO) 

como tempo adimensional; 

como coordenada adimensional; 

(11) como temperatura adimensional; 

(12) como condutividade adimensiona~ 

e 

ê • ~/Cs 

q 
q -..:E 

p qo 

q • psLa o - ··· 
llton 

i I 

qo 

(13) como calor específico volumétrico 
adimensional; 

(14) como energia adimensional gerada 
pelo componente, onde q0 é o _fl~ 
xo de calor constante, necessario 
para fundir toda a massa de MMF à 
temperatura Tm-llT no intervalo de 
tempo llton sendo portanto dado 
por: 

(15) 

(16) como radiação incidente adimencio 
nal. 

Realizando a adimensionalização a equação diferen 
cial fica: 

ê(~) ô~(Y,t) • ~~ [K(~) ô~ (Y,t)] 
av :

0 
aY aY 

e a condição inicial fica: 

e 

onde: 

4>(Y,O) • rm/Tm-t:.r O:SYSl 

As condiçÕes de contorno ficam: 

-i<C~) a4>CO.t) 
ôY 

l :· ,, para O::ít<l 

para l;St:>Tc 

-K(~) ô4>(l.t) • Es4> 4 (l,t) - Lsa i 
ôY 

K llton 
F z _s __ 

O C a2 
s 

Ps L a 2 

L -s llton (rm-t:.r) Ks 

Tc • lltc/llton 

E 
s K s 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(20) 

(22) 

(23) 

(24) 

LINEARIZAÇÃO DA CONDIÇÃO DE CONTORNO DE ~ÇÃO 
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Conforme Saboya [10] e França [11] para 
a solução numérica, a função 4> 4 (l,T) deve ser 
da por uma expansão de Taylor em torno de uma 
~(l,t) com distribuição inicialmente dada . 

f(~) - 4>4 

f(~) - f(~) + f' (~)(~- ~)+e'[(~- ~)2] 

4> 4 "' 4P 4> - 3~ 4 

facilitar 
lineariza 

soluçãÕ 

(25) 

(26) 

(27) 



Logo a equaçao (20) fica : 

(28) 

Para a obtenção das equaç~es algibricasu t iliz•se 
a ticnica dos volumes de controle descrita por Patankar 
[9] e utilizada por Alves [7 e 8] que consiste em dis 
cretizar o domínio como mostrado na Figura 3 e integrar 
a equação em cada volume de controle, Para uma formula 
çio implícita e um volume de controle típico a equação 
i dada por 

a 4> 1 - a p p e 
q,l • a ~o 
W po P 

(29) 

para os pontos nodais 2 a M--1; onde o expoente "1" indi 
ca o tempo seguinte e o expoente "O" o tempo atual, os 
Índices em letras maiúsculas indicam os pontos nodais e 
em letra minúsculas as fronteiras dos volumes de contro 
le. Os coeficientes a 0 , ae • aw e a sio definidos pe 
las equaç~es (32), (3~), (34) e (35~ respectivamente . -

Figura 3 . Discretização do Pro blema 

Para o volume de controle sujeito ao fluxo de 
lor dos componentes (ponto nodal 1) a equação i 

c a 
dada 

por 

no de 

onde : 

para C• :iiT< l 

(a +a )~lp _ a ~El =a ~Po + po e e po (30) 

O para l :ii T:iiTc 

Para o volume de controle com condição de contor 
radiação (ponto nodal M) a equaçao e 

3 4 
(a +a +4E ~ 0 )4> 1 -aq, 1 aa q, 0 +3E~ 0 +ah po w s P P w W po P s P s 

(31) 

ê /W 
a po ln 

(32) 

R e a e 
(6Y)e 

(33) 

R 
a = 

__ e __ 
w 

(6Y)w 
(34) 

a = a + a + a (35) 
p po e w 

Das equaç~es (29) à (35) nota-se que os coeficien 
tes sio funç~es das propriedades ê e R do MMF e que es 
tas propriedades sio funç~es da temperatura, logo o me 
todo de solução iterativo i indicado . 

Depois de resolvido o sistema de equaç~es (18), 
(29) à (35), a distribuição ~(l,T) encontrada i compar~ 
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da com a distribuição~ (l,T) anteriormente 
Quando um critirio de convergência, por 

avaliada. 
exemplo 

(l!:!l) ) - o ~ < 0.01 , for satisfeito a soluçao e adotada como 

a distibuiçio de temperaturas, caso contrário 
~=4> e nova iteração i recome çada. 

faz-se 

RESULTADOS 

Os resultados para os valores da tempera t ura máxi 
ma adimensional da parafina, próximo ao componente, pro 
ximo do radiador e a posição da fronteira líquida foram 
obtidos numericamente levando-se em consideração a va 
riaçio de quatro parâmetros: 

Espessura da camada de MMF (dimensão do cap~ 
citor - a); 
Potência dissipada pelos componentes eletrôni 
cos no interior do sa:ilite (qp); 
Intensidade de radiaçao incidente (I) e 
Emissividade do radiador (EPS) . 

A Figura 4 mostra a variação da temperatura adi 
mensional do MMF próximo aos componentes. 

1.3 

Temp. 

Adim. 

--da 

Comp. 

,,~-------------; 

\ 
\ 

........... A=O.OI -----, 
I 
I 
\ 

',, 

QP=300 
1=0.0 
eps=0.9 
alfa=0.5 

.... _______ _______ ""\ 
\ 

\ 
',, 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
' O.GL------------------------------------

0 .0 1. 0 2 .0 

Tempo Adimensional 

Figura 4. Iemp.Adim. do Comp. X Tempo Adim. 

Percebe-se que A=O,Olm nio i uma boa dimensão p~ 
ra o capacitor, pois nestas condiç~es o radiador se mos 
tra muito eficiente e assim os componentes passariam em 
pouco tempo a trabalhar em níveis de temperaturas exces 
sivamente baixas. 

A dimensão A=O,lm leva o MMF no final do ciclo 
praticamente ao estado inicial. Um comportamento inter 
mediário i atingido com a dimensão A=0,05m. 

A figura 5 apresenta a variação da temperatura 
adimensional do MMF próximo aos componentes eletrÕnicos 
para três valores de intensidade de radiação . 

Percebe-se claramente o acriscimo das tempera t~ 
ras com o aumento da intensidade de radiação. Para os 
tempos iniciais as curvas coincidem para os três casos. 
Pode- se atribuir, este fato a inercia tirmica do capac~ 
tor, sujeito às oscilaç~es de fluxo de calor. 

Percebe-se que o aumento da intensidade de radia 
çio conduz a efeitos muito parecidos com aqueles prov~ 
cados pela diminuição da emissividade. 

A Figura 6 mostra os valores da temperatura pró 
ximo aos componentes para quatro ciclos de funciona 
mento. ~ nítida uma forte tendência a estabilização ja 
que as distâncias entre picos diminuem com o tempo. 

A Figura 7 mostra a posição da fronteira líqu~ 
da para um ciclo de funcionamento ati o tempo 1,0, que 
corresponde a parte do ciclo onde há geração de calor 
pelos componentes e a fronteira avança gradativamen 
te . A partir daí recua bruscamente, e no final do ci 
elo, .todo o MMF se encontra no estado sólido, portanto 



preparado para o ciclo seguinte. 

1.2 

Adim. 

do 

Comp, 

qp=300 
eps=0,9 
olfo=0,5 
A=0,05 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

o.a5L--------------
o.o 1.0 2.0 

Tempo Adimensionol 

Figura S. Temp. Adim. do Comp . X Tempo Adim. 

u 
I ciclo 2 ciclo 3 ciclo 4 ciclo 

Temp. 

Adim. 

do 

Con'l>· 

qp=300 
!=0.0 
eps=0.9 
olfo=0.5 
A=O.I 

1.0 " 

Pos. 

do 

0.0 1.0 2 .0 3.0 4.0 5 .0 6.0 7.0 8.0 
Tempo Adimensionol 

Figura 6 . Temp. Adim . do Comp. X Tempo Adim. 

12 

qp=300 
I=O.O 
eps=0.9 
olfo=0.5 
A=0.05 

Front. 

Liq. 

OL-----------~----

0.0 

Figura 7 . 

1.0 2.0 
Tempo Adimensionol 

Posição da Front. Liquida X Te mpo Adim. 

Todos os resultados foram obtidos para a parafina 
n-eicosana cujas propriedades podem ser encontradas em 
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Humphries [ 4]. 

CONCLUSÕES 

O método de solução utilizada permite o estudo da 
distribuição de temperatura ao longo do tempo nas posi 
çÕes próximo aos componentes e próximo do radiador. Co 
nhecendo-se a distribuição próximo aos componentes po 
de-se prever potência máxima permissívelaser dissipadã 
pelos componentes para que trabalhem dentro da faixa de 
temperatura operacional. Com a distribuição próximo ao 
radiador pode-se calcular o calor dissipado por ele e 
projetá-lo para uma menor área possível pois estará se~ 
do projetado por uma potência média e não a de pico. 

Pretende-se desenvolver e discutir o estudo para 
uma faixa maior de parâmetros. 
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RESUMO 

_ E 6eJ...to um e.qu.a.uoname.n.to geJta.i paM a ge.ome..búa de. ae.M6Õ.Uoó, bem c.omo pa!Ut a cü 
nam.<.c.a do uc.oame.nto ao óe.u Jte.doJt, Ve.óc.Jte.ve.-óe., em óe.gu.i.da, um pltoc.e.d.<.m e.n.to pa!Ut o 
c.iitc.ul.o da ve..toudade. e. plte.66Íio óobJte. óua 6upe.Jt6Zue.. E<> .te. pJtoc.e.d.<.me.n.to ê u.t.<..uzado, 
.também, paM o c.iitc.ul.o da 6oJtma do pe.Jt6.U aMoc.<.ado a uma dada d.<.órubu.i.ç.ão de. pltu
óão. 

I. INTRODUÇÃO 

Os avanços recentes no campo da aeronáutica, com 
novas concepçÕes de uso civil, para operar em velocid~ 
de subs~nicas, trás consigo a necess idade de análises e 
estudos de novas formas de aerofÕlios, que possam ope
rar em condiçÕes extremas, para as quais os perfis co~ 
vencionais não foram concebidos. Na aeronáutica mere
ce , ainda, consideração especial os novos conceitos de 
propulsão ("turbo prop" e "prop fan" ). 

No aproveitamento da energia cinética dos ventos, 
com a utilização de rotares eÓlicos (de eixo vertical 
ou horizontal) a análise de aerofÕlios que trabalhamem 
condiçÕes extremas é fundamental . 

Tendo em vista estas aplicaçÕes é que se vislum
brou a necessidade de se estabelecer um programa para a 
análise de aerofÕlios que operam em condiçÕes extremas. 
O presente trabalho apresenta os primeiros resultados 
que, apesar de preliminares, são bastantes animadores. 
Estes resultados referem-se, apenas, as análises teóri 
cas iniciais e possuem dois objetivos . -
- desenvolvimento e implantação de um algoritmo para o 

cálculo do campo de velocidade e de pressão na super 
fÍcie de um aerofÕlio, sendo conhecida sua geometria. 

- desenvolvimento e implantação de um algoritmo que 
permita a obtenção da geometria de uma aerofÕlio , sen 
do conhecida a distribuição de pressão na sua super~ 
fície . 

São apresentados alguns resultados iniciais os 
quais são comparados com dados conhecidos da literatu
ra; como jã mencionado os resultados são animadores. 

II . EQUACIONAMENTO BÁSICO 

1 . Aspectos Geométricos 

Consideremos a figura (1) onde são indicados os 
principais elementos geométricos e aerodinâmicos a se
rem utilizados . Observamos que, a grandes distâncias 
do aerofÕlio, a velocidade incidente V forma um ângu
lo a com o eixo x, tal que (-V cosa, V sina). 

A superfÍcie do aerofÕlio é definida como 

para o dorso 
y 

para a face 

E, no entanto, comum e conveniente escrevermos 

yc(x) + yT(x) 

onde, evidentemente Yc(x) é uma função que define 
curvatura e yT(c) a distribuição da espessura. 

(1) 

(2) 

a 
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y 

P' 

FIGURA 1 
ELEMENTOS GEOMETRICOS E CINEMÁTICOS 

Tendo em vista desenvolvimento futuros exprimire-
mos a surperfÍcie do aerofÕlio , como sugerido por 
BRENNAN e STEVENSON [ 3 ] 

dy 
CiX 

__ 1_, 0 1 0 
2 

" tan -
2
-+-

2
- T cotan. - 2-+ F(0 ) 

(3) 

com a função F(0 ) admitindo uma expansao em série 
Fourier; 

F(0 ) : + Co- nh (An cos n0 + B n sin n 0), 

o < 0 < 1T 

de 

Se indicarmos o comprimento do fÕlio por AB =C , 
então podemos r e lacionar ds ráios de curvatura do bordo 
de ataque (pA) e do bordo de fuga (p8) com os parame
tros À e T , isto é 

e P 
: c 2 

B -2- T (4) 

2. Aspectos Aerodinâmicos 

Como de praxe no estudo da Teoria de Asa, assumi
remos que os escoamento desenvolve-se incompressível e 
irrotacionalmente . Desta maneira se indicarmos o campo 
de velocidade, o qual se supÕe independente da variável 
temporal, por ~ (x,y)1 teremos 

u: v~ (x,y), ~ (x,y) :potencial de velocidade . 



que i definido pe lo problema de valor de contorno [2] 

'V u = íl 2
1P = o na região fluida 

u . n = ('VIP ) 

1 ~ 1 = /íl!P/ -> v 

n = O sobre a superfície do 
li o 

2 
I/2 

r = (x + y 2 ) -> oo 

Condição de Kutta. 

fÓ
(5) 

Para prosseguirmos assumiremos que o fÕlio seja 
fino, isto i _z_ = 0(€}, onde e i um parâmetro peque 
no (€->0). Estii restrição nos permite expnma o cam=
po de velocidade como composto do escoamento principal 
e uma perturbação associada a presença do aerofÕlio , 
bem como linearizar o problema . Utilizando- se da nota 
ção complexa, exprimiremos a veloc idade complexa como 

w = (-V cos o. + u) - i(V sin o. +v) (6A) 

onde u e v corres pondem a perturbação imposta pela pre 
sença do fÕlio , que s e rá indicada como -

f = u - iv. (68) 

Seguindo Milne-Thompson [4] assumiremos,_ sem pe~ 
da de generalidade, c, V e (1/2) p tf como referencias de 
comprimento, veloc idade e pressão,i.e, com valor unitá 
rio. Desenvolvendo a condição de contorno temos 

_iL_ _ v + sin o. 
dx - U - CDS 0. 

sobre a superfície do fÕ-
lio (7A) 

e desprezando termos de ordem superior resulta 

_iL_ = -(v + o.) 
dx 

sobre a superfície do fÕ-
lio (7B) 

Considerando a expressao (3) resulta 

. 2 . \ 0 . 0 . (2 ) 1 v = 1 " tan - 2- - 1 t cotan - 2- - 1 o. + Co 

- 2i 'f (An cos n 0 + Bn sin n 0 ) 
n=l 

A expressão (68) i usada, a seguir, juntamente 
com a transformação 

4Z = 
1 

z; + T (8) 

para que possamos finalmente escrever a velocidade com 
plexa (perturbação) como : 

f ( 1; ) = 
À- i(Co + 2o. ) 

- i 
- T Ç+T + 'f 

n=l 
Bn + iAn) 

{-1;)n 

(9) 
e separando as partes real e imaginária : 

u = - ,JÀ+ t + (2o.; Co) tan 0 /2] + 

E (-An s in n 0 + Bn cos 0 ) (lOA) 

nf -~ 
v = t À tan 0 /2 - Tc~tan 0/2 - (2o. + Co) j 

E (An cos n 0 + Bn sin n 0 ) (108) 
n=l 

A distribuição de pressão pode ser facilmente ob 
tida, a partir da forma linearizada da equação de-
Bernaulli, ii 

P = 2u (11) 

onde ui dado por (lOA) . 
A expressão (2) no s sugere que a pressão seja re

escrita como a soma de duas parcelas 

p(0 ) = pc(0 + pT(0 )) (12A) 
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onde temos 

p {0 ) = _1_ 
c 2 p (0)- p(-0) = função ímpar em 0 

p (0) = _l_ 
T 2 p{0) + p(-0) = função par em 0 (128) 

com pc e PT associados respectiv?mente com os efeitos 
de curvatura e espessura respect1vamente. 

Torna-se claro , portanto, que se utilizarmos (11) 
e (128) temos 

0 
pc{0) = -2(o.- o.i) tan -

2
-- 2 E An sin n0 

n•l (13) 
pT(0) = - À - T + 2 E 

n=l 
Bn cos n 0 

1 
onde o.i = - 71 

I
lT _iL_ d 0 = angulo de ataque ideal. 

dx 

Levando-se em conta que podemos exprimir dy/dx co 
mo uma soma de duas parcelas associadas, também, aos 
efeitos de curvatura e espessura temos: 

dyc 
dX =- o.. + 

1 

dyT 1 
--=-(-À dx 2 

E Bnsinn0 
n=l 

co 
E An CDS n 0 

n=l 

0 0 tan - 2- + T co tan --
2
-) + 

III. RESULTADOS NllMtRICOS 

1. O Problema Inverso 

(14) 

(14) 

Na figura (2) e apresentado o perfil NACA 0012 -
(parte A) - e o perfil - (parte B) - obtido a partir da 
distribuição de pressão - vide figura 3.A, com a utili
zação da expressão (14) . 

o. 2 

0 
_:
0
: lc ::::::::== 

o 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1.0 

02[ ' ' ' ' = ' ·~j 
_:o:_.~, ' ' ' ' ~-

o 0.2 0.4 0 .6 0.8 

FIGURA 2 
PARTE A: perfil NACA 0012, PARTE B: perfil obtido 

X y Yc IY-YcffiY 
0 . 0 0.0000 -0.0069 -----
0,1 0.0468 0.0412 0.1196 
0.2 0.0574 0.0554 0.0348 
0.3 0.0600 0.0601 0.0017 
0,4 0.0580 0.0572 0.0138 
0,5 0.0529 0.0526 0.0057 
0.6 0.0456 0.0444 0.0263 
0.7 0.0366 0.0341 0.0683 
0.8 0.0262 0.0240 0.0834 
0.9 0.0145 0.0120 0.1724 
1.0 o. 0013 0.0000 -------

-~ 

TABELA 1 
y = ordenadas do perfil NACA OQ12 
x = ordenadas do perfil calculado 

1.0 



A tabela (l) nos fornece os valores das ordena
das do perfil NACA 0012 [1], do perfil calculado e v~ 
lores percentuais do desvio . Verifica-se que os resul 

•dos são satisfatórios , com excessão das regiÕes muito
trerto dos bordos de ataque e de fuga . Este comporta-
mento pode, em parte, estar associado a forma da equa
ção (3) e deverá ser assunto de trabalho subsequente. 

2 . Cálculo da Pressão 

A expressão (13) pode ser utilizada no cálculo da 
distribuição de pressão no dorso e na face do aerofó
lio ; no entanto demos preferência a uma formulação al
ternativa que consiste no chamado Método de Theodorsen 
[5] que apresentou mel hores resultados; uma análise 

mais aprofundada necessita ser feita uma vez que os m~ 
todos são equivalentes . 

As figuras (3A) e (3B) referem-se a distribui ção 
de pressão na superfÍcie do perfil NACA 0012 quando o 
ângulo de ataque é nu lo (observe que o perfil é simé
trico. A tabela 2 fornece valores que permitem avaliar 
a precisão obtida . 

Nas figuras 4, 5 e 6 são apresentadas as distri
buiçÕes de pressão para ângulos de ataque diferentes de 
zero. 

- 1. o _, 

- 0 . 6 

- 0 . 2 

o 
0 . 2 

0 .6 

X CP CP c CP-CPc /Cp 
0 . 0 1.00 1.00 0.00 
0 . 1 -0 . 41 -0.39 0.05 
0 . 2 - 0 . 40 -0.36 0.10 
0 . 3 -0 . 35 -0.31 0 . 11 
0 . 4 - 0 . 29 -0 . 25 0 . 14 
0 . 5 - 0 . 23 -0 . 21 0.09 
0 . 6 -0 . 17 -0 . 14 0 . 18 
0 . 7 - 0 . 11 -0 . 09 0.11 
0.8 - 0 . 04 - 0 . 03 0 . 25 
0 . 9 0 . 04 0 . 07 0 . 75 
l.O 1.00 0 . 41 0 . 59 

TABELA 2 
CP +coeficiente de pressão dado 
CPc +coeficiente de pressão calculado 

0 ... . . . . 
• 

ALFA - 0° 

1 .0 w~~~--~---L---L---L--~--~--L---L-~·~-
0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .. 8 1.0 

FIGURA 3A 
DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO DADA· NACA 0012 , a 

-1 . o ~· 

-0 . 6 

-0 . 2 

o 
0 . 2 

o .6 

. . . . . . . . . . . . . 
• 

ALFA • 0° 

o 
,_ 

1 .0 U~--~---L---L __ _L __ ~--~--~--L_ __ L___o 

o o. 2 o. 4 o. 6 0 .8 1.0 
1-' l(;UKA JJS 

DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO CALCULADA : NACA 0012, a o 
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- 1.0 

-0 .6 

- o .2 

o 
0 . 2 

0 . 6 

1 . 0 

- 2 . o 

- 1 . 2 

- 0 .4 

o 
0 . 4 

1 . 2 

2 .0 

~ 

o 

. . • 

. . 

. . 

0 .2 

• • . . . . 

ALFA • 2 .0° 

0.4 0 .6 
FIGURA 4 

. 
- ---·----::---:----1 . . : 

. ... 

0 .8 1.0 

DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO CALCULADA NACA 0012,a 2 

,_ 

• . . . . . . . • • • . _.____.______._.__ __ . . . • I • . --

ALFA • 4.0° 

h 

o 0 .2 0 .4 0 .6 0.8 1.0 

FIGURA 5 
DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO CALCULADA . NACA 0012, a= 4 ° 

- 2 .0 f-' 

- 1 . 2 

- 0 . 4 . . . . 
o . ----.- . . . . . . . 

0 . 4 . .... 
• 1 . 2 

ALFA= 6 .0° 

2 .0 h 

o 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1.0 

FIGURA 6 
DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO CALCULADA :NACA 0012 1 a 
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UM PROBLEMA MAL-CONDICIONADO DE RADIAÇÃO 
TtRMICA ENTRE SUPERFÍCIES CINZENTASDIFUSAS 
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RESUMO 

O pJt.IUeYLte tlta.bai.ho a.pJt.uel'lta uma. a.boJtda.ge.m el.e.mel'lta.lt do p.ltobie.ma. mal. c.ond.<.uo
na.do de bul.Yl-6 6e.~tênUa. de c.ai.oJt po.lt Jta.d.<.a.c,ãa e.m õupeJt6ZcA.u c..i.nzel'!taõ d.<.6t.tõM, quando 
6iuxo :têJl.m.i.c.o e :tempeJta.:tu.lta. õã.o eõpe.u~.i.c.a.doõ e.m uma. õupe.~t.6Zc..i.e. de uma. c.a.v.i.da.de.. Eõ 
:te. p.ltob.e.e.ma. enc.orttlul. pa.Jta.iel.o na. c.onduc.a.o de c.ai.oJt e.m õÔ.e..i.doõ . t moõtlta.do que. nem 
M.mpJte. :tal. p.ltob.e.e.ma. a.dm.i.:te. Miuc.ã.o e quando a.dm.i.:te. Mfuc.ão, u:ta. pode. õl!..lt exa.:ta. ou 
a.pJtox.i.ma.da.. 

INTRODUÇÃO 

Três são os tipos de problemas de transferência 
de calor radiativa em superfícies cinzentas difusas. Es 
tes correspondem, no caso particular de duas placas pa= 
ralelas às seguintes condiçÕes: 
(i) Temperatura prescrita nas duas placas 
(ii) Fluxo térmico prescrito numa placa e temperatura 
prescrita na outra 
(iii) Fluxos térmicos compatíveis prescritos nas duas 
placas. 

Tais ~roblemas tem solução exata ou numérica co
nhecidas [lJ. Estes problemas são geralmente formula
dos por meio de equaçÕes integrais c~ja solução existe 
e é Única como foi demonstrado em [2J. Existe contudo 
um tipo de problema não incluÍdo na classe acima, que 
tem importância prática no cálculo da distribuição de 
temperatura em tubos de catenária na cura de cabos elé
tricos [3] . 

O problema pode ser formulado simplificadamente 
se considerarmos duas placas paralelas alongadas. As 
distribuiçÕes de fluxo térmico e temperatura são espec~ 
ficadas sobre uma das placas enquanto que as distribui
çÕes de fluxo térmico e tempe~atura da outra placa fig~ 
ram como incógnitas. A soluçao deste problema como se
rã demonstrado, nem sempre existe. Mesmo escolhendo-se 
o fluxo térmico como o calculado pela solução de um pro 
blema classificado na modalidade (i), a solução pode -
não existir no sentido de que temperaturas ou radiosida 
des negativas possam resultar para distâncias de placas 
suficientemente grandes. Em outras palavras, nem sem
pre uma distribuição de fluxo e temperatura numa das 
placas pode ser produzida por radiação térmica pura da 
outra placa. 

EXEMPLO ILUSTRATIVO 

Sejam duas placas paralelas radiantes cinzentas 
difusas e alongada conforme a figura (1). A placa in
ferior é subdividida em dois painéis idênticos (1) e 
(2) enquanto que a placa superior é subdividida em dois 
painéis idênticos (3) e (4). As placas tem comprimento 
L* , emissividade hemisférica espectral c e distanciam 
se uma da outra de H*. Sejam (Qy , Q~) e (T~ , T~) os 
fluxos e temperaturas de (1) e (2) respectivamente e 
(Q~ , Qe) e (T~ , Te) os fluxos e temperatur~s de (~) 
e (4) respectivamente. Os fluxos Qy e Q~ sao ~ons1d~ 
rados positivos conforme_ a figura (1). Por hipotese, 
Q! 2 

+ Q! 2 .>.0 e ent~o Q~2 = CIQ~[~IQ~I)/L~ def~ne ~ma 
media pos1t1va. Def1nam-se as var1ave1s ad1mens1ona1s 
L= L*/H*, Q. = Q*/Q~ 2 , T. = T* (O/Qf 2) 1

/ 4 ; i = 1,2, 
3,4 onde cr1é a ~onstante 1de Sfefan-Boltzmann. 
A radiosidade adimensional é definida por 
Bi = Bt/Q~ 2 i = 1,2,3,4. 
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(3) (4) 

• H Te=O 

Figura 1. Placas paralelas alongadas. 

As radiosidades dos painéis (1)-(4) na realidade 
variam continuamente ao longo destes. Nayrática admi
te-se a hipÓtese de que estas radiosidades são u:1iformes 
em cada painel [~. Desta forma tem-se 

s, T' I + (1 - c}Q 1/E (1) 

B2 T' 2 + (1 - E)Q 2/C (2) 

HI T' I + QJc (3) 

H2 T4 2 + Q2/c (4) 

onde Hi denota a energia radiante difusa incidente so
b~e o painel (i) , i = 1, 2 que é expressa pelas equa
çoes 

(5) 

(6) 

sendo Fi· o fator de ângulo sólido relativo as super-
fÍcies (l) e (j). Por simetria tem-se F14 F41 , 
F13 = F31 , F23 = F14 e F24 = F11 · 

Resolvendo o sistema de equaçoes (5)-(6) resulta 
para B3 e B4 o que segue 

(7) 



B4 = (H 2 F1 j - H1 F14 )/D (8) 

onde 
D = Fi 3 - F~, > o (9) 

pois F13 > FI, 

Por outro lado 

B3 = E T~ + (l - E) H 3 (lO) 

B4 = E T~ + (1 - E) H4 (11) 

ond e 
H 3 = F 3 1 B 1 + F 3 2 82 (12) 

H, = F4t Bl + F,2 B2 (13) 

onde F32 = F32 = F41 e F42 = F24 = F13 

Das equaçÕes (11)-(13) e das relaçÕes de s imetria 
acima resultam 

B
3 

= E T~ + (l-e: )(F 31 B1 + F41 B2) (14) 

B4 =E T~ + (l-E)(F41 B, + F31 B2) ( 15) 

Sendo T3 <! O e T4 ;,; 0 resulta que 

B3 ;,; (l-E:)(F 31 B1 + F41 B3) (16) 

e B, ~ (l-E)(F 41 B1 + F31 B2) (17) 

Subs t ituindo-se B 3 e B4 das eqs.(7) e (8) e H1 
e H2 das eqs .(5) e (6) nas desigualdades (16) e (17) 
vem 

AltT;- Al • T= ~- B11Q1 + 8 1zQ2 

A21T~ - A2< T~ ~- 8 21Q1 + 8 22Q2 

cl 

c2 

(18) 

(19) 

onde A11 = 

F 14 [l 

F 13 [1 

F 14 [1 

F
13

[1- D(l-E)] , A12 = F14 [1 + D(l-E)] > 0 

A21 

Bll 

B21 

+ D(l-E)] = A 1 2 

- D(l-E) 2] / E 

+ D(l-E) 2] /E 

A22 = F 13 [1 - D(l-E)] =A 11 

B 1 2 = F 1 4 [ 1 + D ( 1 - E ) 
2

] I E > o ' 
Bl 2 e B22= Fl 3[1- D(l-E)2] 

= Bll 

Devido a simetria , 

C2 =-B12 Ql + B11 Q2 

Explicitando asdesigualdades (18) e( l9) em r; e r; 
resultam os limites 

T~ ~(Ali T~ + C2)/A12 

e T~ ~ (A 12 T~ + C1 )/A 11 

Sendo A11 # A12 resulta ~~ 
A12 

~ 
A11 

Definindo tg(a)=A12/ A11 e tg( i3 )=A11 /A 12 t em-se que 
a + 13 = 71/'1. . 

(20) 

(21) 

(22) 

Correspondendo ao caso particular de H = 0 .5 , 
E = 0.5 resultam tg(a)=0.5083262 e t g(8 )=1.9672404. 
Para Q1 = O e Q2 = 1 . 0 vem C1/A 11 = 1.00853 e 
C2/A 12= 3 .96698 enquanto que para Q1 = 1 . 0 e Q2 = O. 
resulta C1/A 11 = -2.016522 e C2/A 12 = -1 . 98399. As re 
tas-limite para estes dois casos de fluxo presc ritos 
são apresentadas na figura (2). 

A re gião viável do problema corresponde aos pon
tos (Ti , Ti l ~ue sa tisfazem as desigualdades (21) e 
(22) no plano R conforme fig.(2). 

0 1 r / v / / / IV 1 1 1 1 

a,o T24 2,0 4,0 6,0 

-z 

Figura 2. RegiÕes de so lução viável. 

~TODO DE SOLUÇÃO 

As idéias expostas anteriormente podem ser genera 
lizadas para quaisquer número de pontos nodais N1 de · 
placa (1) e N2 de placa(2). Neste caso as tempera t ur as 
Ti4 , i = 1, 2 , N 

1 
configuram pontos (T 1

4 , T2
4, . . , TN1

4
) 

viáveis que se sicuarão necessariamente em s ubconjun t o 
limitado por hiperplanos do espaço RN 1. 

A solução do problema em questão para N2 pontos 
nodais da placa (2) conforme fi gura (3) para N2 ~ N1 
é construÍda como se segue ; 
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2 N2 

Te= O H• 

2 m (I) Nt 

• 

Figura 3. Discretização nodal das placas. 

N2 12 
Seja H1m = ~ Fmj B2j ;m=l,2 ... , N1 (23) 

j=l 
Onde BJj = T1j' + q lj /E: (24) 

H1m = Tlm +(l-E) q 1m/E ; j=l , 2 . .. ,N 2 (25) 

A matriz [F 12] t em linhas linearmente independen
tes e portanto se N1 = N2 o sistema linear (23) admite 
solução Única e exata . Se N2 < N1 a equação (23) admi
te uma solução aproximada pelo método dos mínimos qua
drados, isto é, que minimiza a função 

N 
B = Ll 

m=l 

Neste caso 

N 
< l: 2 
j=l 

F~j B2j - H !r,!) 2 
(26) 



N, 
2 L (27) 

m=l 

i=l,2 ... ,N 2 
de onde resulta 

(28) 

As equaçoes matriciais acima tem suas equaçÕes inte
grais correspondentes. A equação integral corres
pondente a equação (23) é 

H1(X 1) =I K
12(X 1,X2)B 2(X2)ds2 (29) 

(I) 

enquanto que a equação correspondente a eq.(28) é ex
pressa por 

I [ J K 12 (X 1 .x~)K 1 2 (X1 ,x2 )ds ,] B2 (X2)ds 2 
( 2 ) (1) 

J K 12 (X 1 ,X~)H 1 (X 1 )ds 1 (30) 
( 2) 

onde K12 (X 1,X2) é o nÚcleo da equação integral da ra
rliosidade relativo as placas (1) e (2). A equação (30) 
representa uma projeção da equação integral (29) sobre 
a placa (2) . 

PERTURBAÇÃO DA SOLUÇÃO 

Para avaliar a relação entre a perturbação do 
fluxo térmi~o q 1 e as perturbaçÕes de T2 e q2 , as equa
çoes para T2 e q2 podem ser escritas como segue 

onde 

e 

e 

r' 2 

Estas equaçoes foram obtidas das equaçoes 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

e da equação (23), pela eliminação de q 2k no primeiro 
caso, de T~k no segundo caso e multiplicando matricial
mente o resultado por [F~aJ. 

Fixando a temperatura T2k = T , perturbando o 
fluxo térmico q 1k de um valor p e aplicando o método 
dos mínimos quadrados tem-se os seguintes resultados 

(35) 
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e 

(36) 

onde Oq 1 = (pq 11, .. ,pq
1
N ),Oq 2 = (oq 21 , oq 22 .. , oq2N2) , 

I 
OT2 = (oT, 1 , oT 21 •• , oT2N) e I é a matriz iden-

tidade N1x N 1. 

Das equaçÕes (35) e (36) pode-se concluir que a 
uma perturbação uniforme no fluxo térmico, não correspon 
de necessariamente uma perturbação uniforme em T

2 
e q 2~ 

O valor numérico das perturbaçÕes de q2 e r 2 depen
de significativamente da matriz do fator de ângulo só
lido [F 12J. O afastamento relativo das placas que é da 
do pelo parâmetro H pode produzir perturbaçÕes não -
uniformes em T2 que resultem em valores negativos para 
T 2 • 

EXEMPLO NliMtRICO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

O exemplo escolhido consiste de duas placas para
lelas_com T1 =constante = 1.0 e q 1 compatível com a 
soluçao do problema segundo a modalidade (i) com T2 = 
constante = 2.0 sendo N1 = 30 e N2 = 2,4,8,16 e 30 
para o caso particular de L*/H* = 3. Neste caso, re
solvendo-se a eq .(23) resultaram distribuitÕes de B2, 
q2 e T2 comeatíveis com aquelas distribuiçoes resulta~ 
t~s da soluçao d~ problema pela modalidade (i) e os_i~
S1duos da equaçao (28) resultaram da ordem de lO . 
Fixando-se agora T1 = 1.0 e q 1 compatível com a solu
ção pela modalidade (i) e resolvendo a eq.(28) parª

2 N2 = 2,4,8 e 16 resultaram resíduos da ordem de 10 
nas eqs .( 23). Por outro lado substituindo-se T2 obtida 
acima nas equaçÕes lineares da modalidade (i) resultam pa 
ra estas resíduos da ordem de 10- 14 • O resíduo da equa-= 
ção (23) aumentou consideravelmente apesar de o resíduo 
das equaçÕes integrais da modalidade (i) permanecem 
baixos . Isto demonstra que a solução obtida pelo méto
do dns mínimos quadrados introduz erros na equação (23) 
quando a solução testada não for compatível com a solu
ção da modalidade de (i). 

Tabela 

L*/H* = 1.0 

p = 0.05 p = 0.10 p = 0.15 

k 6T2k 16q2k/q2k 6T2k 16q2k/q2k ÕT2k Õq2k/q2k 

1 0.0806 0.1118 0.1612 0.2237 0.24l8 -0.3356 
2 -0.3874 -0.5319 -o. 7748 -1.0639 -1.1622 1. 5959 
3 0.4093 0.5658 0.8187 1.1318 1. 22 79 1. 7978 
4 -0.2452 -0.3371 0.4906 -0.6746 0.7355 -1.0119 
5 -0.2446 -0.3362 0.4892 -0.6722 o o 7342 1. 0083 
6 0 . 4089 0.5657 0.8178 1.1312 1.2270 1. 6968 
7 -0.3872 -0.5316 o. 7745 -1.0632 -1.1618 1.5948 
8 0.0805 0.1118 o o 1611 0.2236 0.2417 0.3355 

Tabela 2. 

L*/H* = 2.0 

p = 0.05 p = 0.10 p = o o 15 

k 6T 2k oq2k/q2k ÕT2k oq2klq2k ÕT2k oq2k/q2k 

1 -0.0284 -0.0374 0.0568 -0.0749 -o. 0851 0.1124 
2 -0.0507 -0.0690 0.1011 0.1381 -0 .1517 o. 2071 
3 -0.0253 -0.0328 0.0506 -0.0657 -0.0759 0.0985 
4 -0.0414 -0.0561 0.0828 -0.1123 -0.1243 0.1685 
5 -0.0414 -0.0561 0.0828 -0.1123 -0.1243 o .1685 
6 -0.0253 -0.0328 0.0506 0.0657 0.0759 0.0985 
7 -0.0505 -0.0690 0.1011 -0.1381 -0.1517 o o 2071 
8 0.0284 -0.0374 0.0568 -0.0749 -0.0851 -0.1124 

O comportamento das perturbaçÕes de T2 e q2 em 
funçÕes de perturbação uniforme produzida em q 1 foi 
avaliado para N1 = 30 , N2 = 8 , C1 c2 = 0.8 T 3.0 
e L*/H* = 1. ,2 e 3. As tabelas 1, 2 e 3 ilustram va-



Tabela 3. 

L*/H* = 3.0 
r---· 

p = 0.005 p = 0.10 p = o .15 I 

h .ST2k [.Sq2k/q2k liT2k liq2k/q2k liT2k liq2k/q2 k 

l 0.0340 -0.0~ ~.0680 -0.0907 -o. 102 -0.1361 
2 0.0400 -0.0541 -0.0801) -0.1083 -0.120 -0.1624 
3 0.0349 -0.0467 -0.0398 -0.0934 -0 . 104 -0.1401 
4 0.0377 -0.0508 -0.0754 -0.1017 -o o 113 -0.1526 
5 0.0377 -0.0508 -0.0754 -0.1017 -o .113 -0 . 1526 
6 0.0349 -0.0467 -0.0698 -0.0934 -0.104! -0.1401 
1 0.0340 -0.0454 -0.0800 -0.1083 -0 o 120( -0.1624 
8 0.0340 -0.0454 -0.0680 -0.0907 -0. 102( -o .1361 

lores numéricos de liq 2k/q 2k e liT 21t , k = l, 2, . .. ,N 2 
para p = 0.05, 0.10 e 0.15. Pode-se observar nestas 
tabe las a não-uniformidade das perturbaçÕes em função dos 
valores de p e L* /H*. 

CONCLUSÃO 

O presente trabalho apresentou uma abordagem ele
mentar do problema em questão. Verificou-se que tal 
problema nem sempre tem solução. Uma analise de 
perturbaçÕes lineares demonstrou que uma perturbação 
uniforme no fluxo térmico prescrito q 1 para uma dada 
distribui ção de temperatura T1 , não produz necessaria 
mente EerturbaçÕes bem comportadas em T2 e q2 . As pe~ 
turbaçoes produzidas em T2 e q~ dependem basicamente 
da matriz do fator de ângulo solido [F 12], da magnitu
de da temperatura T2 bem como das emissjvidades E1 e E2 . 
A distância relativa entre as placas H é fator determi
nante na existência de soluçÕes para T2 quando q 2 for 
arbitrariamente especificado para T1 fixa. Em outras 
palavras, quanto maior for o afastamento H da placa (2) 
relativamente a placa (l) mais instável sera a perturba 
ção e menos provável sera a existência de solução para 
T2 . Fisicamente este resultado é coerente, visto que 
o afastamento relativo das placas diminui a influência 
de uma placa sobre a outra pela diminuição dos valores 
numéricos dos fatores F12 e consequentemente do deter
minante da matriz [CF 12 )T F12]. Este determinante, co
mo se pode observar nas equaçÕes (35) e (36), influi di 
retamente no comportamento das perturbaçÕes de T2 e q 2~ 
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RESUMO 

A .õ.únp.t-<:.6-{.e.d Monte Ca.ll.i.o method wfúc.h dou no.t duc.M.be. .the. ge.ometlty o6 a 
-ó~6ac.e ~ an alge.b~c. 6un~on, bu.t iYl-ó.te.ad de.c.ompo-óe-6 .the. -ó~6ac.e o6 c.omp!ex 
ge.omwy .&!.to a numbeJt. o 6 p!aruvr. e!emeY!.t-ó and .VW.Yl-ó 601lm-ó .the data in .the. g!o bal 
6~tame .to ioc.al 6~tamU o6 Jte6eJtenc.u and vic.e. veJt.M .to go be.yond .the. !.úndation o6 
ma.thematic.al duc.M.ption o6 c.omp.t.<:.c.a.te.d ge.ome.tlty. 

INTRODUCTION 

The existing Monte Carla method[1, 2] is still 
limited in its application to the enclosures of simple 
geometry because its frame of reference for describing 
the geometry with algebraic functions is only one 
global frame . In dealing with the problems related to 
the combustion chambers of internal combustion engines 
and solid fuel rockets , the geometry of their complex 
enclosures would prohibit the application of the 
existing method without serious distortion in geometry. 

This note introduces a method which does not 
describe the geometry of a surface as an algebraic 
function , but instead decomposes the surface of complex 
geometry into a number of planar elements and 
transforms the data in the global frame to local 
frames of references and vice versa to go beyond the 
limitation of mathematical description of complicated 
geometry . This .method give us an extended capacity to 
deal with the problems of radiant heat transfer in 
complex enclosures . 

ANALYSIS 

Similar to the Finite Element Method of 
structural analysis, the surface of an enclosure, no 
matter how complicated it may be, can be considered to 
be composed of a number of simple planar elements which 
are limited to triangles in this note at this stage of 
development . The locations of the vertices of each 
triangle in the global frame are the data to be needed 
for defining its local frame of reference of which the 
origin coincides with one vertex, and of which one axis 
coincides with one side of the triangle lying in a 
principal plane of the local frame such that the 
mathematics involved in the calculations comprises only 
the transformation of coordinates and the geometry of 
straight lines and planes. 

A SAMPLE PROBLEM 

Figure 1 shows a conical cavity of vertex A 
located at the origin of global frame of reference XYZ 
of which X-axis passes through the center of base 
circle C. The original photon bundle of laminated rays 
is parallel to X-axis . 

The conical surface has a diffuse reflectivity . 
It is required to calculate the apparent hemispherical 
absorptivity for cavities of cone angles of 30 , 60 
and 120 degrees and for cavity surface absorptivities 
of 0 . 25, 0.50 and 0.75 
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Figure 1. Conical cavity and its global frame of 
reference in isotropic view. 

A PROCEDURE OF SOLUTION WITH COMPUTER 

The procedure is divided into the following steps: 
(1) Divide the base circle (Fig. 1) into eight 
preferably equal segments by points B, D,E,F,G,H,J and 
K. The cavity surface is now approximately reduced to 
eight triangles ABD, ADE, etc .. Read the coordinates 
of the nodes of elements, the identity numbers of 
elements and their relative nodes, the surface 
absorptivity, the directional vector of the original 
photon bundle, and the total number of rays to be 
processed. 
(2) Assign the first node of each element to be the 
origin of the local frame of reference for the element . 
As shown in Figure 2 , for example, XL-YL-ZL is the 
local frame for element ADE of which the first , the 
second , and the third nodes are A,D and E respectively . 
XL-axis coincides with AD . YL-axis is perpendicular 
to both AD and AE . ZL-axis is perpendicular to both X4 
Y.L-axes . Right hand rule is used to decide the 
directions of YL- and ZL-axes. Then the local frame 
of each element is calculated and stored in memory. 



ZL 

A 

XL 

Figure 2. Element ADE and its local frame of 
reference in isotropic view. 

(3) Generate a random number and compare it with the 
surface absorptivity to decide whether a ray is 
absorbed . If yes, register the absorption , and 
process the next ray. If not, go to step 4. 
(4) Let one ray of the original photon bundle SP 
(Fig. 1) pass through the base circle at point P of 
which the location is decided by two random numbers, 
one for radial and thE other for angular displacement, 
such that the distribution of P in the long run will 
be uniform over the base circle. The angular 
displacement of P decides which element is to be hit 
by the ray. Then in the local frame of that element, 
say ADE, the coordinates of the point of hit Q (Fig. 2) 
is calculated and treated as a new source point to 
reflect a new ray because there is no absorption as 
already decided in step 3. 
(5) Two random numbers are generated to decide the 
directional vector of the reflected ray in the local 
frame. 
(6) Search through all the remaining elements, and see 
if the reflected ray SP(Fig. 2) is to hit any element , 
say ADE , at point Q. The coordinates of Q in XL-ZL 
plane (Fig . 3) of the local frame of ADE are calculated 
after mapping the reflected ray SP from the local 
frame of the reflecting element to the global frame and 
then to the local frame of ADE. 

Arz= (i XL 
I 
I 
I 
I 
I 
L-------------~~N M E 

Figure 3. Element ADE and its enve lope AMEND in 
XL-ZL plane of its local frame. 

(7) A simple logic decides whether Q will hit ADE. As 
shown in Figure 3, AMEND is a rectangular envelope of 

ADE, and its size is defined by the coordinates of 
points A,D and E in XL-ZL plane. If Q is outside the 
envelope, then it will be outside ADE also . Otherwise, 
the coordinates of the intersecting points U and V 
between line UQV (being parallel to XL-axis) and lines 
AE and DE respectively will be calculated so as to know 
the vectors QU and QV in the local frame. If the dot 
product of QU and QV is negative , then Q is inside ADE . 
Otherwise, Q is outside, and the next element is to 
replace ADE to see if SP finally hits an element. If 
not, the ray leaves the cavity without being absorbed 
and a loss of ray is registered, and the next ray is 
processed. If yes, go to step 8. 
(8) A random number is generated to decide whether the 
ray is absorbed. If yes, register the absorption and 
process the next ray. If not, Q is treated as a new 
source point to reflect a new ray, and go to step 9 . 
(9) Repeat steps 5 to 8 until all rays are processed . 
(10) Calculate the apparent absorptivity. 

RESULTS OF THE SAMPLE PROBLEM 

The total number of rays processed is 1000 . The 
computer program prints out the results after every 100 
rays are processed. For example, for the cone angle of 
30 degrees arid the surface absorptivity of .0 . 50, the 
following results are obtained: 

( 1) (2) (3) (4) = (2)/(1) 

Rays Rays Rays Calculated 
Absorptivity Processed Absorbed Lost 

100 76 24 0.76 
200 144 56 o. 72 
300 221 79 o. 70 
400 294 106 0 . 74 
soo 367 133 0.73 
600 438 162 0 . 73 
700 507 193 o. 72 
800 578 222 o. 72 
900 654 246 o. 73 

1000 725 275 0.73 

Judging from the fact that Uonte Carlo Method does 
not produce results of monotonically diminishing errors 
after the number of trials becomes large enough, one 
may set the cut-off point at 1000 rays and accept 0 . 73 
as the apparent absorptivity including an error of 
about 1/73 or 1 percent which is acceptable as compared 
with the inherent error in the input data of the surface 
absorptivity in this case of calculation in radiant heat 
transfer. 

The relations between the outputs of existing 
methods[1] and of this method for nine cases of cone 
angles and surface absorptivities are tabulated below . 
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APPARENT ABSORPTIVITY CONE ANGLE SURFACE 
ABSORPTIVITY EXISTING METHODS THIS METHOD 

0.25 0.51 0.56 

309 0.50 o. 74 0 . 73 
0.75 0.89 0 . 86 

0,25 0.39 0.42 

609 0.50 0.65 0.63 
0.75 0.85 0.83 

0.25 0.27 0.32 

1209 0.50 0 . 53 0.55 

0.75 o. 77 0.80 

The computer time is less than two minutes for 
processing each of the above cases on a Borough-6900 
computer. Longer computer time is needed in the cases 
of lower surface absorptivity and smaller cone angle 
because the chances of reflecting a ray are more_before 
it is absorbed or finds its exit through the opening of 
the enc losure. 



DISCUSSION 

Similar to the historical deve lopment of the 
Finite Element Method in structural analysis which 
used the existing formulas of simple beams and plates 
to test the validity of computer programs and then 
proceeded to solve the problems of complex structures , 
the sample problem has been used for debugging a 
compu ter program which now can be used to solve the 
cases of complex geometry. 

For example, if the vertex A(Fig. 1) of the 
straight cone is displaced to point A' to forro a slant 
cone, or if a part of the cone surface , say triangle 
ADE, is cut off, the problem can be solved by the sarne 
program with a small change in the input data. 

ln the case of the cylinder head of an internal 
combustion engine, the complex geometry can be 
dissolved into small triangles in the sarne way as a 
thin shell is dissolved into small triangular plates 
in structural analysis with the Finite Element Method. 

Although this note introduces only triangular 
elements, one can imagine that rectangular or 
trapezoidal elements can also be used in this method. 

CONCLUSION 

This method has extended capacity of dealing 
with radiant heat transfer in complex enclosures. 
However, for the cases of simple geometry, the 
existing methods are more handy in application. 
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RESUMO 
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~ no ~dito ~e.Jtno -1>íio de../lpJteza.do-6. -

INTRODUÇÃO 

A transferência de calor por convecção natural na 
região anular entre cilindros horizontais concêntricos 
tem sido objeto de extensa investigação. Algumas publi
cações mais recentes são referidas em [1). 

Embora muitos aspectos sobre esta classe de pro
blema já sejam bem entendidos, ainda existem diversos 
fatores a serem explorados. Na grande maioria das situa 
çÕes discutidas na literatura , as condiçÕes de contorno 
utilizadas são, temperatura prescrita tanto no cilindro 
interno como no cilindro externo . Em situaçÕes práticas, 
um efeito a ser considerado é o da espessura da parede 
dos cilindros. A condução nas paredes do cilindro alte
ra as condições de contorno para o problema da convec
ção natural . Embora seja reconhecido que a condição de 
contorno nas paredes de cavidades influencia a convec 
cão natural [2-4) , poucos trabalhos investigaram tal 
efeito (5-8] . Nenhuma destas referências analisa o 
efeito da condução na parede em situações de convecçao 
natural entre cilindros horizontais. 

A medida que cresce a diferença de temperatura en 
tre as paredes dos cilindros, cresce a importância da 
radiação. A convecção natural em cavidades retangulares 
considerando-se a radiação foi analisada em [9). Uma ex 
tensão deste trabalho analisando efeitos combinados de 
condução e radiação na convecção natural foi recente
mente publicado [10] . 

Para grandes diferenças de temperatura entre os 
cilindros, a radiação passa a ser o mecanismo dominan
te . Tal é o caso da transferência de calor no processo 
de cura do isolamento de cabos elétricos . Alguns mode
los comumente utilizados nestas situações simplesmente 
desconsideram a convecção [11) .Outros trabalhos incluem 
a convecção mas o fazem desacoplada da radiação [12). 

Motivado pelo processo de curva de cabos elétri 
cos, o presente trabalho visa investigar a importância 
relativa da convecção e radiação, bem como os efeitos 
de condução, na transferência de calor entre cilindros 
horizontais concêntricos . 

ANÁLISE 

O problema físico a ser investigado é o da trans
ferência de calor entre dois cilindros horizontais con
cêntricos conforme ilustrado na Figura 1 . O cilindro in 
terno possui uma parede espêssa de condutividade térmi~ 
ca k e a temperatura de sua face interna (superfície 
1) és T1 • A temperatura da face externa do cilindro in-
terno (superfície 2) varia circunferencialmente , e e 
uma das grandezas a serem determinadas na solução do 
problema . O cilindro externo (superfície 3) está a uma 
temperatura TJ . 

Na região anular que separa os dois cilindros há 
um fluido de condutividade térmica kf . Tendo em vista 
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Figura 1 . Secção transversal do problema a 
ser analisado 

que o presente estudo foi motivado pelo processo de cu
ra do isolamento de cabos elétricos , é da superfície 3 
que deve provir a energia que aquece o cabo aqui repre
sentado pelo cilindro interno . Desta forma, T3 será co~ 
siderada maior do que T1 . 

Entre as superfícies 3 e 2 o calor é transferido 
por convecção e radiação , ao passo que, entre as supe r
fícies 2 e 1 a transferência de calor é por condução . 

O problema é analisado para propriedades termofí 
sicas constantes, e a variação da densidade do flui do e 
incluída somente nos termos de empuxo conforme a aproxi 
mação de Boussinesq. Na direção radial , o empuxo é dado 
por (- 3p/3r- pgsene ), onde r e e estão indicados na figu 
ra 1. A densidade p varia com a temperatura de acordo 
com P=Pl [l-8 (T-T 1)), onde 8 é o coeficiente de expansão 
térmica, e o Índice 1 se refere à superfície 1; desta 
forma P1 é a densidade do fluido avaliada na temperatu
ra T1 . Definindo-se uma nova pressão p*=p+ p1rgBene , o 
empuxo na direção radial pode ser escri to como [-3p*/ 3r+ 
Plg8 (T-T1)sene ]. Procedimento análogo para a dire ção e 
fornece [- ( l/r) 3p*/ 3e+Plg6 (T-T 1 ) cose ] . Como a densida
de é considerada constante, o Índice l sera doravante 
eliminado. 

A fim de m1n1m1zar os parâme tros envolvidos na so 
lução do problema, as seguin tes adimensionalizaçÕes se 
rão utilizadas, 

R u v 
(1) 

p 



onde v é a viscosidade cinemática do fluido.As equaçÕes 
de movimento e energia no fluido pod em agora ser es
c rita s da seguinte forma 

au1a0 + a CRV)/ aR o (2) 

Cu/R) au/ a0 +vau/aR= -Cl/R)aP/a0 + V2u + 

(2/R2) av/a0 - U/R2 - UV/R + ~Nl(y-l)cos0 (3) 

Cu/R)av/ a0 + vav/ aR = - aP/aR + V2v -

(2/R 2)3u/ a0 - V/R 2 + U2/R + ~N 1 (y-l)sen0 (4) 

cu/R)a~/30 + v a~ /aR (l/Pr)V2 ~ (5) 

onde V2 é o operador Laplaceano nas coordenadas polares 
R e 0 . 

Além do número de Prandtl a ser prescrito na 
equação da energia ,dois outros números adimensionais a
parecem nas equações (3) e (4), N1=g f3D1 3Tdv2 e y=T 3/T1. 
Note-se que em problemas de convecção natural estes dois 
números adimensionais são comumente combinados formando 
o nÚmero de Grashof Gr=YN1. As razões que motivaram a 
introdução de N1 e y serão apresentadas após a discus
são do problema da radiação. 

Para a região sólida , as equaçÕes do movimento sao 
irrevelantes e a equação da energia é, simplesmente 
V 2 ~-o . 

A seguir serão apresentadas as condições de con
torno requeridas para a solução das equaçÕes anteriores. 
Do ponto de vista hidrodinâmico tem-se, em R=R 2 e R=R3, 
U=~=O. Para a equação da energia, as condições de con
torno em R=R 1 e R=R 3 são, simplesmente , ~-0 e l, res
pec tivamente. Na interface entre o sólido e o fluido,de 
ve-se considerar que o ca lor que provém da superfície 
3 chega na superfície 2 tanto por convecção como por ra 
diação. Desta forma , 

-k -ª..!.\ s ar 
s 

ar\ ~(OT2 4 -B 2 ) - kfTr f l- e:2 
(6) 

onde o Índice s e f ref erem-se ao sÓlido e ao fluido , 
respectivamente ; B2 é a radiosidade da superfície 2 
cuja emissividade é e:2 , e a é a constante de Stefan
Boltzmann . Em termos das variáveis adimensionais já 
introduzidas, a equação (6) se torna 

- ks a~ l 
kf 3R 

s 

e: 2 ks N2 
~ kf Ty:IT{[ ~(y-1)+1] 4 -

* '} a~ j B2 Y - ãR f 
(7) 

onde B2*=B2/0T3 4 e N2 é um novo número adimensional da
do por N2=0T1 3D1/k. O número adimensional N2 definido 
anteriormente, sub~titui o número de radiação N = 
N2y4 /(y-l) que comumente aparece em problemas envolveÕ
do condução e radiação. 

A fim de que se satisfaça a condição de contorno 
expressa pela equação (7), o cálculo de B2* se faz ne
cessário. A de terminação de B2* é feita através das 
equações integrais que governam o problema da radiação, 
ou seja 

* B2 r
21T 

[ ( y-1)~ 2 +1]' + (l-e: 2) B3*K 23 d8 
e:2 Y Jo 

* J 21T * * B3 = f.3 + (l- e:3) O (B 3 K33 + B2 K3 2)d8 

(8) 
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nas quais B3* é a radiosidade da superfície 3 cuja emis 
sividade é e: 3; K23, K33 e K32 são os núcleos das equa~ 
çÕes integrais e dependem exclusivamente da geometria 
do problema. Observando as equações (7) e (8) vê-se que 
as equaçÕes diferenciais que governam a condução no só
lido e a convecção no fluido, estão acopladas às equa
ções integrais do problema radiativo através da tempera 
tura e radiosidade da superfície 2 , ou seja, ~ 2 e B 2~ 
respectivamente . 

A formulação do problema está agora completada.Os 
parâmetros adimensionais que governam o problema são, 

N1, N2, y , Pr, e:2 , e: 3, ks/kf' D3/D1 e D2/D 1 (9) 

Como o parâmetro adimensional y aparece explicitamente 
nas equaçÕes (7) e (8), a separação do número de 
Grashoff em N1 e y , e a separação do número de radiação 
em N2 e y , não introduzem nenhum parâmetro adicional. 
Neste trabalho optou-se por trabalhar com N1 e N2 em vez 
de Gr e Nr (como sugerido em [lO]) por razões físicas, co
mo discutido a seguir. 

A importância relativa da convecção e radiação na 
transferência de calor entre as superfícies 3 e 1 é 
grandemente afetada pelas temperaturas T3 e T1 , e inves 
tigar tal fato é um dos objetivos deste trabalho. No la 
boratório, um estudo deste problema pode ser conduzidÕ 
mantendo-se T1 constante e variando-se T3. Ao se variar 
T3, tanto Gr como Nr variam independentemente e assim 
pode-se analisar a importância relativa da convecção e 
radiação como função de T3/T 1(=y). Numericamente o que 
se faz é manter N1 e N2 cons tantes e varia-se y . Note
se que ao se optar por trabalhar com Gr e Nr,fica difí
ci l de interpretar o que representaria uma variação em 
y mantendo-se Gr e Nr constantes. 

Para a solução do problema fez-se uso da simetria 
e desta forma o domínio de solução considerado foi a re 
gião - TI/2 $ 0 $ TI /2. As equações diferenciais foram dis 
cretizadas utilizando-se o método dos volumes finitos 
conforme descrito em [13]. O acoplamento entre pressão 
e velocidade nas equações do movimento foi tratado atra 
vés do algoritmo SIMPLER [13]. As equaçÕes integrais fÕ 
ram resolvidas pelo método da colocação com as integra= 
çÕes feitas através da regra de Simpson [14]. 

Uma malha de 28x32 pontos nodais nas direçÕes 0 
e R foi utilizada para a solução das equações diferen
ciais. Na direção 0 a malha era uniforme, ao passo que 
na direção R os pontos foram concentrados nas regiÕes 
perto das superfícies dos cilindros. vários testes fo
ram realizados até que a malha apropriada fosse escolhi 
da. Algumas soluçÕes foram ge radas para situaçÕes mais 
simples aonde existem resultados experimentais disponí
veis na literatura. Por exemplo , fazendo-se k /kf ~ 00 e 
N2=0, tem-se o tradicional problema da convec~ão natu
ral entre cilindros horizontais concêntricos. Para Gr= 
6,lxl0 4 , Pr=0,7 e D3/D 2=2,6, o número de Nusselt calcu
lado pelo presente trabalho concordou em 27. com a corre 
lação de dados experimentais apresentada em [1] e 5% 
com aquela de [15]. Note-se que para esta faixa de Gr, 
a incerteza associada à correlação de [15] é de 4,5%;em 
(1] não há estimativa dos erros associados à correla 
ção. 

Para a solução das equações integrais as superfí
cies 2 e 3 foram discretizadas por 81 pontos nodais ca
da, uniformemente distribuídos em 0. Este grau de refi
namento também foi escolhido depois de vários testes . 

MODELO SIMPLIFICADO 

A formulaç~o apresentada anteriormente é complexa 
pois envolve a solução de equações diferenciais e inte
grais.Uma solução aproximada do problema pode ser obtida 
se for assumido que não há estratificação de temperatu
ra na região sólida da Figura 1. Neste caso a temperatu 
ra na superfície 2 é uniforme e o problema radiativo fT 
ca desacoplado do problema convectivo.Tal simplificação 
é tanto mais correta quanto maior a relação k /kf . 

Um circuito como o da Figura 2 pode efitão 
usado para representar a transferência de calor 
as superfícies l, 2 e 3. 

ser 
entre 



T, 

Figura 2 . Circuito equivalente do modelo 
simplificado 

Um ba lanço de energia na superfíc ie 2 fornece 

(2 nks(T 2 -Tl)]/ ~n(D2 /D 1 ) = hTID2(T 3-T2) + 

+ OTID3(T 3'-T2')/[l/C2 +(D 2/D3)(1/ c3-l)] (lO) 

onde h é o coeficiente de transferência de calor por 
convecção para a região anular da Figura 1. Utilizando 
as grandezas adimensionais definidas anteriormente, po
de-se escrever a equação (10) da seguinte forma, 

2 ~2 / ~n(D 2 /Dl)=Nu(l-~2 )/(ks/kf)+(N2 y '/( y-1) 2 ] . 

. {y '-[~ 2 (y-1)+1] 4 } /[l/ c2 +D 2 /D3(1/ c3 -l)] (11) 

onde Nu é o número de Nusselt para a convecção natural 
entre cilindros horizontais concêntricos Nu=hD 1/k . O 
valor de Nu é disponível na literatura, e para o f pre
sente trabalho optou-se pela correlação sugerida por 
Hessami et al. [1]. Tal correlação é baseada em dados 
experimentais e é dada por 

Nu 
p 2 

r 
Pr+0,952 

1/4 
Nl(y-1)] (12) 

A equação (11) fornece ~2 em função dos parâme
tros do problema apresentados em (9). Conhecendo-se ~ 2 
pode-se determinar o calor trocado entre as superfícies 
2 e 3. 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

O objetivo deste trabalho é comprar a importância 
relativa da convecção e radiação na transferência de 
calor entre as superfícies 3 e 1 da Figura 1. Esta com
paração será feita utilizando-se ambas as soluções aqui 
desenvolvidas, a rigorosa e a simplificada. 

Conforme discutido anteriormente, o problema é go 
vernado por 9 parâmetros. Tendo em vista o grande núme~ 
ro de parâmetros, apenas alguns casos significativos fo 
ram selecionados. Como o presente estudo foi motivado 
pelo problema da cura de cabos elétricos, escolheu-se 
uma situação representativa para tal aplicação. Desta 
forma fez-se 

€3 =0,65 
(13) 

e a r e lação T3/T 1 foi variada entre 1,1 e 1,4. 
O primeiro resultado a ser apresentado é a varia

ção da temperatura na interface entre o sólido e o flui 
do (superfície 2) em função da coordenada 0 . Este resul 
tado é mostrado na Figura 3 para quatro valores de 
T3/T 1. Todas as quatro curvas mostradas na figura apre
s entam o me smo padrão, e, de acordo com o espe rado, va-

1 o 1 

lares mais altos de T3/T1 forne cem t emperaturas 
e levadas . 

1,0 

0,9 
t-=" 
I 

~ 

' 
0,8 

t-=" 

1-N 
0,7 

s 
0,6 

0,5 
-9o -45 o 45 e 90 

Figura 3. Temperatura na interface entre o 
sólido e o fluido (superfície 2) 

mais 

Conforme ilustrado na Figura 3, as distribuições 
de ~2 apresentam va lores máximos para 0=900. Tal fato é 
a constatação de um resultado já previsto; a pluma quen 
te que sobe pela me tade da direita do domínio mostrado 
na Figura 1 se encontra com a pluma quente que sobe pe
la me tade da e squerda em 0=900 e , após se encontrarem , 
ambas descem e atingem a superfície 2 . Um outro máximo 
na distribuição de 0 2 é obse rvado em 0=-900 e se deve 
à região de estagnação existente na extremidade infe
rior da superfície 2. Em t orno de 0=-lOOC as curvas 
da Figura 3 apresentam uma ligeira elevação; este com
portamento está associado ã existência de um vórtice se 
cundário na parte inferior da região anular. A presença 
deste vórtice foi detectada através dos mapas das li
nhas de corrente do escoamento. 

:: [ _1--
I I Q!Q! ---

kt(T3-T1 ) -11 ~o/: 1;., .. 

o,"[ ---

I 

Orod ----
Otot 0,7 -

T2 - T, o,"[ ~ 
I 

T3 - T, --0,7 ---I I I 
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 

T3 /T, 

Figura 4. Resultado s obtidos com a formula 
cão rigoros a (------) e com o mo 
de lo simplificado (------). 
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Os valores médios de (T2-T1)/(T3-T1) são apresen
tados na parte inferior da Figura 4. A linha cheia mos
tra os resultados obtidos com a formulação rigorosa, en 
quanto que a linha tracejada corresponde ao modelo sim= 
plificado. A diferença entre os resultados obtidos pe 
los dois modelos é da ordem de 5% e diminui com o aumen 
to de T3/T1. O mode l o rigoroso fornece valores mais ele 
vados para a temperatura média na superfície 2 , e estã 
diferença se deve à estratificação de temperatura no só 
lido. -

As informações relacionadas com a transferência 
de calor entre as superfícies 3 e 1 também foram inclui 
das na figura 4. Dois resultados são apresentados, o cã 
lor adimensional total transferido Qtot/kf(T3-T1), e ã 
fração do calor total que é transferido por radiação, 
QradiQtot· 

Para a faixa de T3/T1 investigada, o modelo rigo
roso prevê que em torno de 65% do calor é transferido 
por radiação, ao passo que,de acordo com o modelo sim
plificado, a radiação representa cerca de 80% do calor 
total transferido. A parcela QradiQtot é menor para o 
modelo rigoroso em virtude deste modelo prever uma tem
peratura da superfície 2 mais elevada do que aquela pre 
vista pelo modelo simplificado. -

Conforme observado na Figura 4, a diferença entre 
os valores de Qtot calculados pelos dois modelos dimi
nui com o aumento de T3/T 1 • A medida que T3/T 1 cresce, 
aumenta a importância da radiação e , consequentemente , 
diminui a estratificação de temperatura no sólido. Pa 
ra valores elevados de T3/T1, a estrat ificação pode ser 
desprezada, e os dois modelos se tornam equivalentes. 

Para T3/T 1 > 1,4 a diferença entre os valores de 
Qtot obtidos pelos dois modelos é moderada e em muitas 
aplicações em engenharia representa a precisão desejada. 
Desta forma, para os parâmetros aqui investigados, o m~ 
delo rigoroso só se justifica em situações onde se des~ 
ja informaçÕes precisas sobre o projeto. Deve-se notar 
que esta observação não é conclusiva já que não se ex
plorou uma variação de todas as grandezas adimensionais 
envolvidas no problema. 
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ABSTRACT 

A numvúc.al. t.:tudy h!U been c.onduc.-ted to .&a!uti.ga..te 
the hea..t tJt.al'!ll6e.tt be.tween .two c.onc.entJúc. howon.tal. 
c.y~de.ttll . E66ec.-tll o6 c.onductlon, iaminaA c.onve~n , 
and IW.cü.a;Uon we.tte .i.rtcl.u.ded .i.rt .the anal.yt..U. Th.u woJtk 
WIU mo.tiva..ted by the hea..t .t1Lill'lll6e.tt p!toblem Mt.oúa..ted 
wUh .the d!ty-c.wúng p!toc.u<> o6 the .útllula.tion o6 
elec..ttúc.al. c.ablu. A JÚgoJtout. 6oJtmu.e.a.tion ,U, .i.rttJt.oduc.ed 
and .tu.ted. Ruul.tll ob.ta.i.rted wUh th.ú, 6oJtmu.e.a.tion we.tte 
c.ompaAed with the Jtuultll ob~ned ut..i.rtg a <>~p~6led 
model .i.rt whlc.h the e66ec.-tll o6 .tempe.tta..tuJte <>~Mc.a.tion 
.i.rt the .i.rtne.tt c.y~de.tt we.tte neglec.-ted. Folt the IW.nge o6 
~e.te.ttll lnvu.tiga..ted, ~on WIU dom.i.rtan.t ove.tt 
c.onvec..tion, and .the ut.e o6 the JÚgoJtout. 6o!tmUla.tion 
appeaM WMIUln.ted only when p!tec.J.Ae dulgn ,U, nec.U<>aA!,I. 
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RESUMO 

No p.lt.eM.Yi.te. .tJt.a.ba..tho ê due.nvotv-Ldo um mode.to pMa. de.te.Jt.m-i.naJt o c.oe.6-LU.e.n-te. de. 
.tttoc.o. de. c.al.oJt. to c.al. e.m 6 e-Lxu de. baltJUL6 de. aJt.Jt.o.n j o .tlt-Lo.ngui.aJt, c.omb.Lno.ndo o de-6 e.n-
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de. va..toJt.e-6 gtob~. E~~a me.todotog-La peAJn.Ue. que. ~e. obtenha uma e.xp.lt.UJÚo 6e.c.hado. pMa. 
o. ~t.lt.ibu-Lc.iio do c.oe.6-Lúe.n-te. toc.a..t do. .t.lt.a.~ 6e.Jt.ênc.-La de. c.al.oJt.. 

INTRODUÇÃO 

Os elmentos combustíveis de alguns tipos de reato 
res, consistem em um feixe de barras de arranjo tríangu 
lar entre as quais escoa o fluído refrigerante. Os mecã 
nísmos de transporte de calor e massa, no interior do 
núcleo desses reatores, apresentam um complexo comporta 
mento físico por causa da sua configuração geométrica e 
das amplas faixas das condições de operração. 

Diferentes montagens experimentais e símulaçÕesnu 
méricas tem sido realizadas na tentativa de expressar Õ 
comportamento termohídráulíco desse conjunto. 

A maioria dos métodos utilizados para o projeto 
térmico dos elementos combustíveis são de parâm:tros 
concentrados, os quais trabalham somente com a razao e 
a entalpía média no subcanal. Entretanto, em muitos ca
sos, a temperatura na superfície das barras do elemento 
combustível limita a potência térmica que pode ser gera 
da no reator. Essas temperaturas somente podem ser cal= 
culadas pelo método dos parâmetros concentrados, se os 
coeficientes locais da transferência de calor forem for 
necídas. Em geral essas informaçÕes são obtidas atravéS 
de medidas experimentais, as quais, principalmente qua~ 
do envolvem a parte térmica, são extremamente caras.Por 
outro lado, uma análise utilizando o método dos parâme
tros dístruíbuídos pode indicar uma dependência funcío 
nal para os parâmetros locais desejados, podendo-se co~ 
bínar os métodos dos parâmetros concentrados e dístruí
buídos para um melhor desempenho das necessidades do pr~ 
jeto. 

No presente trabalho é desenvolvido um modelo pa
ra determinar o coeficiente de troca de calor local em 
feixes de barras de arranjo triangular (cuja geometria 
é mostrada na Figura 1), combinando um desenvolvimento 
analítico de parâmetros distribuídos com resultados ex
perimentais obtidos de valores locais e globais. 

CÉLULA T(PtCA 

Figura 1. Arranjo triangular típico de feixes de barras 

Essa metodologia permite que se obtenha uma expressão fe 
chada para a distribuição do coeficiente local de trans= 
ferêncía de calor na superfície das barras. 

MtTODO DE SOLUÇÃO 

Uma combinação entre o subcanal e a célula define, 
por simetria, a região de estudo mostrada em hachurado 
na Figura 1. A não regularidade da geometria indica uma 
não uniformidade das propriedades termohídráulícas do es 
coamento, nas díreçÕes radial e' circunferencíal .Fígura 2 
apresenta a região em estudo e define parâmetros geomé
tricos de interesse. 
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Figura 2. Região de simetria estudada 

As leis da difusão do calor e da difusão de quantí 
dade de movimento, na díreção radial, respectivamente -
sao: 

q"(r,6) 

T (r,8) 

p c (a + e; ) aT 
p h ar 

P (v + e: ) ~ 
m ar 

( 1) 

(2) 

São consideradas as seguintes hipóteses: a) escoa
mento turbulento totalmente desenvolvido; b) escoamento 
incompressível; c) as propriedades do fluido na secção 
reta do escoamento são consideradas constantes . 

Definindo To e q~ como sendo a tensão císalhante e 
o fluxo de calor na parede, respectivamente; o número de 
Prandtl total a =(v+ e: )/(a+ eh); as variáveis adí
mensíonais us~ai~ e admitiWdo que para fluidos com núme
ros de Prandtl moderados, a relação [ (q"/q~)/(T/To)J ~ 1,0, 
as equaçÕes ( 1) e (2) combinadas e integradas entre y =O 
e um y genérico, resulta em 

J: u+ + 
= a du 

o t 
(3) 



Definindo , ainda , o conceito de coef iciente de 
atrito l ocal, Se ; ( T0 I p u~) ; 1 /(ub) 2 onde ub 
é a velocidade média do fluido. O número de Nusselt lo 
ca l é r ep r esentado por Nu ; (h o Dh/k) e, o mínimo de 
Stanto~ por st; [q~/(To-Tb) p Cp uul. ou em termos das 
variáveis adimensiona~s_St ;. 1/(u~ Tê~; onde T~ repre
senta a temperatura med1a ad1mens1onal1zada por segmento 
definido. Combinando esse conjunto de definições, obtem-
se que: 

st 

s el/2 

r+ 
b 

(4) 

A temperatura média de mistura pode ser calculada, se forem 
conhec idos os perfis de velocidade e temperàtura do flui 
do, pe la seguinte exp r essão 

r+ 
e u~.Me f r+(r+).u+(r+) dA+ 

Me 
substituindo (3) em (5) 

T+ f+ u+fju+ a tdu+J dA+ 
Me [ o 

+ + 
ue .Me 

(5) 

(6) 

+ +) 2 ( + 2 + + + 
o~de: Me~ ~e [(rm - r

0
) ]/2 e dA ; r+ded: . A velo-

Cidade media para cada segmento Me, ue , e calculada 
com base no perfil universal de velocidade 

+ 
u 

+ 
Me 

f u+(r+) dA+ 
M+ 

e 
(7) 

A integral descrita na equação (6) pode ser rearru 
mada, considerando que a partir de um determinado valor 
de y+ ; y~ o número de Pra~dtl total, at, assume o valor 
de a

0 
; c t e : que, numa faixa de O < y+ < y~, at ~ a

0 
deve-se, entao: 

+ 
r e 

U + A • + e·= 
j+ u+fjui a tdu+ + 
M ~ o 

J+ u +a 
0 

du +]dA+ 

Ul (8) 

que pode ser reescrita como : 

T~;-A I !+ u+[Ju: a tdu+ +I+ a
0 

du+-/: a
0 

du+JdÃI 
ue .Me ~ M o o o 

(9) 

Definindo yi_; y;, isto é, no trecho em que at~ a0 a i~ 
f luência dessa diferença é considerada entre a primeira e 
a última integral do t e rmo entre colchetes da equação(9~ 
quando at + a

0 
os dois termos se anulam, restando apenas 

o segundo termo. Fazendo essa substiuição de y! ; y~, a~ 
mitindo que a

0
; cte e a def inição da equação (7),tem-se 

u+ 
T~ ;f m a tdu+ 

o 

+ 
-!um a du+ + ~1 (u+) 2dA+ 

o 0 u + M+ M+ 
e e (10) 

k0~uy + + C0 ob-Integrando a equaçao (7) para u+ 
tem-se 

+ 
ue u+- k 

m o 
( t; + 3) 
2(t; + 1) 

( 11) 

onde t; ; p/d é a razão de aspecto geométrico do feixe.In 
tegrando a equação (10), substituindo a equação (11) e 
fazendo uma série de manipulaçÕes algébricas chega-se a: 

T~ ; a0 \ P + - -
slf 2 
e 

onde : a ; (2 t;)/( t;+1) e b 
de P é dada por 

[1 - a k0 se
12

+(b-1) k~ seJ12) 
[( t;+3)/2( t;+1)] 2. A expressão 

+ 

p ; ~um (g: - 1) du + ( 13) 

e fisicamente corresponde a resistência exercida pela 
sub-camada laminar devido ao número de Prandtl moleculaL 

Considerando que o número de Stanton pode ser es
crito como sendo: S = Nu/(Re.Pr); combinando com as e
quaçÕes (4) e (12),ttem-se: 

) 
Re.Pr 

Nu e =a;;- 51/2 
e 

-{P + -
1
- [1-ak se1 12 +(b-1)k sel} s l/ 2 o o J 

e (14) 
DETERMINAÇÃO DA FUNÇÃO-P 

Jayatilleke [1), sugere que a função-P seja deter
minada a partir dos resultados experimentais no caso dos 
dutos circulares . Admitiu-se uma primeira aproximação pa 
ra a determinação dessa resistência associada a sub-cama 
da laminar optando-se por trabalhar com a função-P em re 
lação aos valores médios do escoamento no subcanal. -

A partir de dados experimentais do númerode Nusselt 
e do coeficiente de atrito médio, para o subcanal, a fun 
ção-P foi correlacionada em função dos números de Prandtl 
molecular e ·turbulento e da razão de aspecto . Foram uti
lizadas as correlações empíricas derivadas dos dados ex
perimentais obtidos por Tong e Weisman [2] para a parte 
térmica e Trupp e Azad [3] para a dependência hidrodin~ 
mica. 

e essencial , como característica de projeto, que 
a determinação da função-P e consequentemente do número 
de Nusselt local possam ser deteminados de maneira sim
ples. A literatura técnica apresenta outras opçÕes para 
correlacionar a função-P [1][4), no entanto, essas rela
çÕes nem sempre estão baseadas nos critérios de simplici 
dade para a obtenção de valor de P e, em geral, são apli 
cadas a dutos. 

No presente trabalho, optou-se por estabelecer uma 
fórmula fechada , de fácil utilização e que inclua a de
pendência geométrica do arranjo analisado, envolvendo a 
variação da função-P com a razão de aspecto . Como resul
tado dessas observações, recomenda-se a seguinte expres
são para o cálculo de P: 
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p - 10 I c.(::)"". '"' [- 0,45 ( ::)]- I I (15) 

onde: 

c 1,60( t; )-0,59 (16) 

Figura 3 mostra o comportamento de a P obtido da 
equação (15). Os resultados são comprovadog com expres
sões da função-P em dutos propostos por Jayatilleke [1). 

Figura 4 mostra a variação do coeficiente C com a 
razão de aspecto,<; = p/d. 

APLICAÇÕES 

Como foi mencionado anteriormente, uma das princi
pais aplicações do presente método corresponde a identi
ficação do valor local do coeficiente de troca de calor, 
em feixes de barras de arranjo triangular . 

Utilizando os resultados experimentais e anauticos 
das tensões de cisalhamento local fornecidas por Trupp e 
Azad [3) e Carajilescov e Tadreas [5], combinadas com as 
equações (15) e (16), obtem-se o valor do número de 
Nusselt em função da posição angular na barra. A Figura 
5 mostra esses resultados para as razões de aspecto t;=1,2 
e t;=1,217. 

Salienta-se que o desenvolvimento apresentado não 
impÕe restrições sob a condição de contorno na superfí -
cie da barra. Os valores médios experimentais utilizados 
na determinação da função-P, não fazem referência as con 
diçÕes do fluxo de calor ou da temperatura na parede ser 
uniforme. 
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CONCLUSOES 

O presente trabalho desenvolve um modelo indepen -
dente para a determinação dos coeficientes de transferên 
cia de calor local, em feixes de barras de arranjo trian 
gular . -

Este modelo acoplado aos modelos de distribuição de 
escoamento, e da entalpia média por subcanal do feixe , 
[6)[7), permitem estabelecer um método determinístico de 
análise termohidráulica de elementos combust íveis , utili 
zando pequena capacidade de memória e tempos reduzidos 
de computação , sem, no entanto, prejudicar excessivamen
te a qualidade das precisões. 
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ABSTRACT 

A comp~ehenó~ve ~tudy Wa6 p~6o~ed to det~~ne e~nce ~eg~on and 6ully-devet 
oped heat ~nón~ coe66~~e~ 6o~ tam~n~ and t~bulent 6iow ~n a 6o~-c~p channet~ 
A numeUcaiM.tution Wa6 ~uented 6M 6ully-devc..f.oped ~n~ ntow, and an expe~entat 
~tudy Wa6 ~epo~ed 6o~ t~bulent 6iow. Sy~temaUc v~onó o6 the Reynot~ numb~ 
w~e made ~n the ~nge 900-30000. The ~u~ ~how that the heat ~n66~ coe66~~e~ 
6o~ the 6o~-c~p channet ~e much tow~ than the coe6M~e~ 6M the ~cul~ tube . 

lNTRODUCTlON 

Simulation of accidents in nuclear reactors is a 
fundame ntal practi ce when a criterious study to enhance 
safety of the nuclear plants is desired . Such practice 
is only possible when related heat transfer information 
is available. 

The four-cusp channel appears when the cylindrical 
shells of the fuel swell during the accident, touching 
each other . 

A number of papers on four-cusp channel flow is 
available in the literature . Gunn and Darling [1] 
performed a numerical and experimental study on the 
hydrodynamical problem. Later, some numerical studies 
on the laminar flow and heat transfer were reported in 
[2] and [3] . 

The present paper deals mainly with an experimental 
investigation on the heat transfer characteristics of 
the turbulent flow in a four-cusp channel. ln the 
experiments, the naphthalene sublimation technique was 
employed . For completeness, a numerical solution of 
the laminar flow was also performed, as described inthe 
following section of the paper . 

NUMERlCAL SOLUTlON 

The calculation domain is depicted in Figure 1. 
lt is clear that, due to symmetry, only one eighth of 
the channel cross section needs to be analyzed. The 
numerical sclution presented here per t ains to the case 
of fully-developed , constant-property flow through the 
channel under study . 

THE CALCULATION 
DO MAl N _____.::, 

Figure 1. The four-cusp channel 
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The momentum and energy equations take the usual 
dimensionless form 

a2 rl l <lR 2 + (Cl 2 rl l<l6 2
) 1 R2 + 1 = o 

a2 cplaR2 + <a 2 cplae 2
) 1 R2 + w/n)Àcp = o 

( 1 ) 

(2) 

ln eq. (1), the dimensionless velocity rl is defined 
as WlJ I (-dpldz)D~), where w denotes the axial velocity 
in the z direction, p is the pressure, )J is the absolute 
viscosity and Dh is the hydraulic diameter, whose 
definition is well known. The quantity R is the 
dimensionless radial coordinate , defined as riDh (see 
Figure 1); and 6 is the angular coordinate. 

ln eq. (2), <P = (T-Tw)I(Tb-Tw) is the dimensionless 
temperature, where Tw is the channel wall and Tb is the 
bulk temperature. The constant À is defined as 
(-d(Tb-Tw)ldZ) I (Tb-Tw), where Z is the dimension less 
axial coordinate, given by (ziDh) IPe. The quantity Pe 
is the Peclet number, given by the product between the 
Reynolds number Re =p wDhllJ and the Prandtl number 
Pr=)JcpiK. 

Since À is not known a priori, a subsidiary 
equation is needed. For this purpose, the nondimension 
al counterpart of the definition of the bulk temperature 
is employed, 

!! <Prl RdRd6 I TI= (3) 

The boundary conditions for eq.(1) are the no- slip 
condition W=O) at the wall (R=a), and symmetry 
conditions (Clrl i Cl n =O) at the other boundaries . An 
isothermal wall boundary condition (<jl =O) is imposed at 
R= a for eq . (2), whereas, at the other boundaries, the 
symmetry condition ( Cl<j> ICln=O) applies. ln the above 
relations a= TTI2 (4- TT ). 

The friction factor f = 2(- dpldz)Dhlpw2 is 
calculated via 

f=2ITIRe (4) 

lt can be easily shown that the average Nusse l t 
number Nu = hDhiK, where K is the therma l conductivity , 
is given by 

Nu = À/4 (5) 

whereas the local Nusselt number Nu =hDhiK is evaluated 
by 

Nu = -( Cl<j> I Cl R)R=a (6) 

The symbols h and h stand respectively for the local 
and average heat transfer coefficients . 
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As implied by the above equat ions, cy l i ndrical 

coordinates were employed . Therefore, the channel wall 
is a line of constant R, whereas the syrnrnetry line 
normal to the wall is a line of constant e. On the 
other hand, the third boundary of the ca lculation domain 
is not parallel to any of the coordina t es. 

Equations (1) and (2) were integrated via the 
finite-vo lume t echnique described in [4]. A non-uniform 
92x92 grid was employed, and the irregularit y of the 
domain was tackled with the technique presented i n [5]. 

THE EXPERIMENTS 

The naphtha l ene sublimation technique was chosen 
for the determination of the heat transfer coeffic ients. 
This technique for determining heat transfer coefficients 
i s based on the existing analogy between heat and mass 
transfer phenomena, offers higher accuracy , better 
control of bound ary conditions and minimal ex traneous 
losses . The thermal boundary condition for the heat 
transfer situation which is analogous to the actual 
mass transfer situation is uni form wall temperature. 

Test Section. The test section is made up of 
interlocking modules, as illustrated in Figure 2. Each 
module co nsists of a cylindrical metallic (brass) shell 
whose inner surface is coated with a l ayer of so lid 
naphthalene. The coating is applied in one module at a 
time by a casting procedure which is well outlined in [6] . 
ln this manner, after the modules are assembled together, 
a four-cusp channel with pure naphthalene walls is 
obtained. Precise mating of successive modules is 
ens ured by interlocking recesses and giding pins that 
are provided at t he respective ends of each module. 

FLOW 

~ 

BAFFLE 
PLATE 

NAPHTHALENE 

Figure 2 . The test section 

Air Loop. The test section was situated at the 
upstream end of the open-loop flow circuit that was 
operated in the suction mode. Air was drawn into the 
inlet of the test section from the temperature- cont rol
l ed laboratory roem . From the test section exit , the 
air entered a flow metering section (an orificie-plate 
calibrated meter), then followed to a plenurn chamber, t o 
a cut-off valve , to a control valve, and then to blower . 
The purpose of the plenum chamber was to dampen 
oscillations of the air flow induced by the blower. The 
blower was situated in an adjacent roam to avoid thermal 
and naphthalene contamination. 

The test section was oriented horizontally and was 
built into a large baffle plate. The pressure of the 
baffle created a plenumlike space upstream of the inlet 
from which the test section drew the air. 

Instrurnentation. Mass measurements were made using 
a Sartorius analytical balance with a r esolv ing power of 
10- 4 g and a capacity of 200 g . 

During the casting procedure, a therrnocouple was 
embedded in the naphthalene coating of a module, in such 
a way that its junction was positioned f lu sh with the 
channel wall . This module was always positioned at the 
downstream end of the test section . The thermocouple 
was made of from specially calibrated copper-constantan 
wire. 

Periodic readings of the thermocouple emf were 
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made during the course of a data run with the aid of a 
voltmeter having a 1 ~V resolution. 

Experimental Procedure. It was standard practice 
to leave the naphthalene-coated modules in the 
temperature-controlled laboratory overhight, in order 
to . attai~ therrnal equilibrium with the roem air. During 
th1s per1od, the modules were kept in a sealed plastic 
bag to avoid sublimation and also to ensure that the 
air in the roem was free of naphthalene vapor . 

Irnmediately prior to a data run, the modules were 
individually weighed and then assembled to form the 
test section. The blower had been warmed up in 
preparation for the run, so that it provided a steady 
flow from the moment of its activation. After the 
pre-selected de rivation of the run, the test 
section was disassembled and the modules reweighed. 
During all of these operations, the modules were never 
touched with bare hands; rather, either gloves or 
padded tongs were used. 

To obtain a correction for possible extraneous 
sublimat ion which might have occurred between the two 
weighings , a so-called after-run was made . During the 
af t er-run, all aspects of the actual data run were 
repeated, except that the blower was never activated, 
and there wàs no airflow period. Further weighing 
following the after-run provided the sought-for 
correction, which was of the order of one percent. 

NUMERICAL RESULTS 

The numerical solution of the laminar fully 
deve loped flow through the four cusp channel is now 
presented. The ratio between maximum andmeanvelocities 
in the cross section was found to be equal to 2.38, 
whereas the product f.Re, evaluated nurnerically via 
eq.(4) , was found to be equal to 26.3. 

Figure 3 shows the Nusselt number distribution 
alo ng the wall. It can be seen from this figure that 
the region i n the neighborhood of the cusp is nearly 
inactive as far as heat transfer is concerned. Departing 
from the cusp (G > 15°), the local Nusselt number 
incregses very fast, showing a maximum value of 3.59 at 
e = 45 . The average Nusselt nurnber was found to be 
equa l to 1.08 and this result agrees well with [2] and 
[3]. It is worth noting that the average Nusselt 
number predicted by the simple relation given in Figure 
3.7 of [7] is equal to 1.00 for this geometry. 

3 

Nu 

Nu - 1.08 

15° e 30° 

Figure 3. Local Nusselt number for laminar flow 

EXPERIMENTAL RESULTS 

The mass transfer coefficients and Sherwood 
numbers obtained in the experimenta can be converted to 
heat transfer coefficients by employing the analogy 
between the two processes. Because of this, the phrases 
heat transfer and mass transfer will be used 



interchangeably in the presentation of results. 

Data Reduction. The per-module mass transfer 
coefficient, Ki, for a typical module, i, was evaluated 
from the defining equation 

K. = (M . I A ) I t;p . 
~ 1 w n,1 

(7) 

In this eq uation, M., the per-module mass transfer 
rate, was obtained from tfie ratio !1M.IT, where /;M. is 
the measured (and corrected) change ln the module

1
mass 

and T is duration of the run. 
The quantity ÕPn,i is the wall-to-bulk difference 

in naphthalene vapor density for module i . Its evaluation 
requires that the axial variation of the bulk vapor 
density, Pnb• first be determined. For this purpos~, 
let j denote any module in the test section , with pJ- 1 

representing.the bulk vapor density at the inlet ofn~he 
module and pJ b representing the bulk vapor density at 
the module eº1t. Then, noting that p =O at the test 
section inlet , a mass balance in the gkannel yields 

i 

L 
j=1 

m. I (mlp) 
J 

where ~ is the measured mass flow rate, and p is the 
mean air density at the section . 

(8) 

The other ingredient needed for the evaluation of 
the wall-to-bulk density difference is the naphthalene 
vapor density, Pnw • at the channel wall . This quantity 
was obtained by a two-step process. First, by using the 
measured wall temperature, the naphthalene vapor pressure 
at the wall was calculated by the Sogin vapor pressurel 
ltemperature equation [8]. Then, Pnw was evaluated from 
the perfect gas law. 

Two definitions of the wall-to-bulk difference in 
vapor density were considered: the arithmetic - mean 
difference and the log-mean difference. For all the 
experiments, the per-module rise in bulk density was 
small compared with the wall-to-bulk density difference 
and, hence, the two definitions yielded indistinguishable 
results. The log-mean difference was used in the data 
reduction because it is conventional practice in the 
heat transfer literature. 

!;p . 
n,1 

(9) 

The dimensionless counterpart of the mass transfer 
coefficient is the Sherwood number Shi , defined as 

(10) 

where the Schmidt number Se is equal to 2 .S for 
naphthalene diffusion in air. The kinematic viscosity v 
was evaluated as that for pure air. 

ENTRANCE REGION RESULTS 

The axial distribution of the Sherwood number is 
given in Figure 4 for some representative values of the 
Reynolds number. A more complete presentation is 
available in [6]. In the figure, the per-module Sherwood 
number is plotted as a function of the dimensionless 
axial coordinate ziDh . In particular, the Sherwood for 
each module is plotted at the axial midpoint of the 
module, and the data for the different Reynolds numbers 
are identified by different symbols. 

From this figure, it is seen that the flow is 
fully developed after about five hydraulic diameters 
for Re = S300, after about seven hydraulic diameters for 
Re = 14800, and after about eight hydraulic diameters for 
Re = 30300. Qualitatively, the trends shown in Figure 4 
are the sarne ones found in flows through any channel 
whose cross section does not vary along its length. 

Fully Developed Results. As observed in Figure 4, 
the Sherwood number tends to an asymptotic value in the 
region far away from the channel inlet. These fully 

developed values of Sh are plotted in Figure S as a 
function of the Reynolds number. The figure suggests 
that this fully developed value of the per module 
Sherwood number Shfd has a dependence on the Reynolds 
number of the power-law type. A least-squares fit to 
these data yields 

Shfd = 0.064S Re0 · 672 . ( 11 ) 

The well known Dittus-Boelter equation is also 
plotted (for Pr = Se = 2 . S) in Figure S. A comparison 
between the two curves readily yields that the four-cusp 
channel displays a much poorer performance as far as 
heat transfer is concerned. This is an expected 
behavior, since a large portion of the heat transfer 
area is in the neighborhood of a cusp , where very low 
fluid velocities prevail. 
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Figure 4. Effect of Reynolds number on the axial 
distributions of the Sherwood number 
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Figure S . Effect of Reynolds number on the fully
-developed Sherwood number 

FINAL REMARKS 

The research described here constitutes a 
comprehensive study of the laminar and turbulent heat 
transfer characteristics of the four cusp channel. For 
laminar flow, a numerical solution was presented,whereas 
an experimental analysis was described for turbulent flow. 
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The results showed that the heat transfer 
coefficients of the four-cusp channel are always lower 
than the ones for the circular tube. For laminar flow, 
the Nusselt number was found to be only three tenths of 
Nu for the circular tube, whereas for turbulent flow 
this ratio is not as low in the range investigated, but 
increases with the Reynolds number. 
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INTRODUÇÃO 

O problema de transferência de calor e massa em es 
coamento turbulento em tubo tem sido extensivamente estu 
dado; porém não são conhecidas soluçÕes exatas para o 
problema, nem mesmo nos casos mais simples. O número de 
incógnitas envolvidas é maior que o número de equaçÕes, 
sendo necessário formular certas relações semi-empíricas , 
que por não terem validade geral limitam a validade das 
soluçÕes a certas faixas de número de Reynolds e número 
de Prandtl. 

O problema central das considerações teóricas con 
cernentes a transferência de calor e massa no escoamento 
turbulento é o conhecimento do número de Prandtl turbu
lento (Prt) e do número de Scbmidt turbulento (Sct), aos 
quais se atribuem equações semi-empíricas. 

Deissler [1] estudou a transferência de calor e 
massa no escoamento turbulento em tubo, e utilizou um 
mesmo modelo para difusividade para transferência de 
quantidade de movimento,calor e massa, isto é,considerou 
que o número de Prandtl turbulento e o número de Lewis 
turbulento (Let) são unitários. O modelo utilizado con 
corda com a experiência para o numero de Prandtl e 
Schmidit entre 0 , 5 e 3000. 

Para o caso de baixos números de Peclet (Pe), Deis 
sler [2] utilizou outro modelo onde o número de Prandtl 
turbulento depende do número de Peclet. 

Simpson & Field [3] fizeram uma analise sobre o n~ 
mero de Schmidt turbulento e do número de Lewis turbulen 
to.Uma análise mais detalhada foi apresentada por Jischâ 
& Rieke [4] mostrando que o número de Lewis turbulento 
não é constante nem função apenas das propriedades do 
fluido , mas depende for temente do mecanismo de turbulên 
cia e do campo de escoamento. Em geral é função do nume 
ro de Reynolds, do número de Prandtl, do número de 
Schmidt e da coordenada normal a parede. Entretanto como 
os dados experimentais são ainda insuficiente foi atri
buído o valor unitário ao número de Lewis turbulento . 

No presente trabalho é apresentado um estudo de 
transferência de calor e massa no escoamento turbulento 
em tubo, onde é considerado que o número de Prand.tl tur 
bulento (Prt = e.v/f:.r) e o número de Schmidt turbulento 
(Sct = <.v/EM) dependem da .posição do ponto com relação 
a parede e do número de Prandtl. Será considerado que o 
número de Lewis turbulento (Let = Prt/Sct)é unitãrio.São 
apresentados resultados para distribuiçÕes de velocidade 
e temperatura, bem como os Números de Nusselt com função 
do número de Reynolds. 

EQUAÇÕES BÃSICAS 

Para obter as distribuiçÕes de velocidade, tempera 
tura e concentração no escoamento turbulento em tubos, as 
equações para tensão tangencial, transferência de calor 
e transferência de massa [1] são: 
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du du (1) T )J -+ PEv dy ' dy 

dT dT (2) q -K dy - pCpET dy , 

-À 
dC dC (3) m dy - EM dy 

Sendo, y a coordenada na direção radial (y = O na pare 
de), u a velocidade na direção axial, Ta temperatura, C 
a concentração, )J a viscosidade dinâmica, K a condutivi 
dade térmica, À a difusividade molecular, p a densidade~ 
Ev o coeficiente de viscosidade turbulenta, Er a difus~ 
vidade térmica turbulenta e EM a difusividade turbulenta 
de massa. 

As três equaçÕes acima são bastante conhecidas na 
literatura, entretanto a maioria dos autores não especi 
ficam quais as simplificações a que estas equações estão 
sujeitas. Os valores para Ev, ET e EM são completamente 
desconhecidos sendo que estas quantidades dependem da 
turbulência em cada ponto do escoamento. 

Este trabalho será particularizado para o caso de 
escoamento turbulento em tubo liso, circular,horizontal, 
com fluxo de calor constante na parede do tubo, sendo ne 
gligenciadas a dissipação viscosa e a convecção livre~ 
O escoamento é totalmente desenvolvido hidrodinâmica e 
termicamente. Na seção transversal do tubo a pressão e~ 
tática e constante e a tensão de cisalhamento varia li 
nearmente o são consideradas as relaçÕes de boussinesr; e 
as simplicifaçÕes de camada limite.Com as simplificaçÕes 
acima, em [s] foram obtidas as equações (1) e (2) ~iret~ 
mente da lei da conservação da massa, da conservaçao da 
quantidade de movimento e da conservação da energia. 

Adicionalmente às simplificaçÕes acima será admiti 
do que a transferência de massa é análoga à transferêü 
cia de calor e o coeficiente de difusividade térmica tur 
bulenta igual ao coeficiente de difusividade turbulenta 
de massa, isto é, o número de Lewis turbulento é unitá 
rio . 

Vamos definir os seguintes ~arámetros adimensio-
nais: 

[T~f2 y+ v* R+ v* u+ u 
V* = y, V R, v* v 

* (C -V)V* (Tp-T)Cp Tp 
X L c+ =.::E_ __ r+ 

R* 
, mp 

, 
qP v* 

onde R é o raio do tubo e o Índice P se refere a parede. 
Introduzindo os parâmetros acima nas equaçÕes (1), 



(2) e (3), resulta respectivamente: 

[
l + Ev) du+ = l - y+ 

'J dy+ R+ 

l, l ET) dT+ 4 
Pr + \) dy+ = Re(R+-y+) 

R+ 
f u+ (R+ -y+)dy+, 

y+ 

[ l EH) dC+ 4 R+ + + + + - + - -- = ( + +) J u (R -y )dy , 
Se v dy Re R y y+ 

com as condições : 

y+ = o : u + = o, T+ = O, c+ = o : 

du+ dT+ de+ 
y+ = R+: - = O, -=o, dY =o. 

dy+ dy+ 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

A relação entre o número de Nusselt para transfe 
rência de calor (Nu), Nusselt para transferência de mas 
sa (Nu'), número de Reynolds (Re), número de Prandtl(Pr) 
e número de Schmidt (Se) são dados pelas definições : 

2R h 2 R+ Pr (9) Nu=--=---· 
k T+ 

m 

2Rh' 2R+sc (lO) Nu'=--=--
À cri; 

2pR Um + + (11) 
R e = -- = 2~ R 

jJ 

Onde a temperatura, concentração e velocidade media na 
seção transversal do tubo são: 

T+ 
m 

+ c 
m 

+ 
u 

"' 

JR+T+u+(R+-y+)dy+ _o ______ __ 

JR+u+(R+-y+)dy+ 
o 

JR+ CTu+(R+-y+)dy+ 

R+ f u+(R+-y+)dy+ 
o 

__ 2 __ JR+ u+(R+-y+)dy+ 
R+ 2 O 

MODELO DE TURBUL~NCIA 

(12) 

(13) 

(14) 

Para que as equaçÕes (4), (5) e (6) possam ser re 
solvidas ê necessário conhecer Ev, ET e EM. s:rã admiti 
da neste trabalho que EM = ET, sendo as relaçoes para Ev 
e ET dadas em [6] e [7], como: 

E v 
vp 

L+2du+ = [zR+(0,4X-0,44X2+0,24X3-o,o6x4 )] 2 du+, (15) 
dy+ . dy+ 

ET 
vp 

onde: Z 

com cl 

L+2[ [y+/Prp)
1
JZ-l du+ 1-exp --- --

B+ dy+ 

[ Y+J s+ 1-exp - 26 ' 
5 
z: 

i=J 

34,96; c2 = 28,79; 

c 5 =-l ,l86 

i-1 
Ci(logPrp) 

c 3 = 33,95; 

EQUAÇ~ES RESULTANTES 

(16) 

c4 6,33; 

Resolvendo as equações (4), (5) e (6), são obtidas 
respectivamente as equaçÕes para distribuição de veloci 
dade, temperatura e concentração como sendo , [5] e [8j~ 

1~r---------------------------------~ 

T+ 

c+ ,,-
_ Se = 3000:--.. 

Pr- - -" ~ ------------

1000 
... ------------- --------

300 

-.-----
100 

10-1 
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Figura 1 . Influência do número de Prandtl e Schmidt 
na distribuição de temperatura e concentração 
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Figura 2. NÚmero de Nusselt em função de Reynolds. 
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+ 

/ 
o 

f 
+ y 

o 

2( 1 - R<) 
----~-----~-~------------dy+ , 

+ 
=---•4--~- fy u+(R+-y+)dy+ 
Re(R+-y+) O 

l EM 
-+ 
Se \1 

(17) 

(18) 

dy+, (19) 

O método de solução das equações (17), (18) e (19) 
estã descrito em [51. Inicialm~nte deve ser reso~vida n~ 
mericamente a equaçao (17), obtendo a distribuiçao deve 
locidade, em seguida são resolvidas as equações (18) e 
{19). Cabe observar que o problema hidrodinâmico pode 
ser resolvido separadamente do problema térmico e de con 
centração, entretanto o problema térmico e de concentra 
ção dependem da distribuição de velocidade. 

RESuLTADOS E COMPARAÇÕES 

A Figura l mostra a temperatura e concentração p~ 
ra números de Prandtl e Schmidt variando entre 0,007 e 
3000 . Nota-se boa concordância com os resultados da refe 
rência [1] e [2]. Numa dada posição da parede (y+), exis 
te um aumento do parâmetro de temperatura ou concentraçãO 
quando aumenta o número de Prandtl ou Schmidt . 

A figura 2 mostra o número de Nusselt para transfe 
rência de calor e massa em função do número de Reynolds; 
existe boa concordância com os resultados experimentais 
de [9]. 
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Figura 5. Influência do Número de Reynolds na distribuição de temperatura para escoamento turbulento 
em tubo para sódio liquido. 

A figura 3 mostra a distribuição de velocidade no 
escoamento turbulento em tubos para fluidos com proprie 
dades constantes .Existe boa concordância entre o presen 
te trabalho e os resultados experimentais de [1] . -

A figura 4 mostra uma comparação dos resultados nu 
méricos do presente trabalho com os resultados de Thomas 

[ll] . 
A distribuição de temperatura para o caso de sÕli 

do liquido (baixo número de Prandtl) é apresentado na fi 
gura 5 . Existe um aumento do parâmetro de temperatura 
quando se aumenta o número de Reynolds.A concordância do 
presente trabalho é muito boa para uma extensa faixa do 
número de Reynolds. 

CONCLUSÕES 

O modelo de turbulência utilizado neste trabalho 
mostra-se satisfatório para uma extensa faixa de número 
de Prandtl, Schmidt e Reynolds. Os resultados experimen 
tais para baixos números de Schmidt são escassos , portan 
to torna-se necessário confirmar o modelo teórico com re 
sultados experimentais. 
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RESUMO 
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INTRODUCTION 

The condensation of pure saturated, quiescent va
pour forming a two-dimensional liquid film flowing down 
a flat vertical cooled wall was first modelled by 
Nusselt [1] . His analytical theory on film conden
sation has turned to be the basis of most others the
oretical models in which the flow of the condensate is 
primarely due to gravity. The model of Nusselt has 
been extended to account for the influence of the va
pour velocity, of the presence of non-condensable gases, 
of the inclination of the wall relative to the verti
cal, suction of the condensate through the wall , and 
many others situations. A compreensive review of the 
several studies on film condensation is presented by 
Burmeister [2 J . . 

Two of the majors objectives in the design of co~ 
densers are the reduction of the resistence of heat 
transfer to the cooled wall and an increase of the con
densation ' s area. Compared with the condensation on 
vertical walls, that one on the upper surface of in
clined plates tend to produce thicker films. Equal is 
the effect on curved surfaces such as in certain fins 
and on horizontal tubes. As a consequence of a smaller 
gravitational effect , the thickening ofthe fil m in
creases the resistence to heat transfer . On the con
trary , for the sarne vertical height , these curved sur 
faces increase the area available to heat transfer. 
Which of these effects predominates depends on the 
specific shape of the surface . 

ln this paper, the classical theory of Nusselt is 
generalized to condensation surfaces of arbitrary 
shapes. To some extent, this was done by Dhir and 
Lienhard [ 3 J , [ 4 J , but for a few specific shapes of 
the surface. Here , the analys is is further developed 
and the question of the performance of curved surfaces 
as compared with that of vertical wall is treated in 
some detail. For illustration, the model is applied 
to surfaces of parabolical, elliptical and tr i gonom
etrical forms. 

THE MODEL 

The physical model and coordinat e system are shown 
in Fig . 1. A body, which might be a fin or a duct and 
whose cross section is symmetric to the y-axis, is in 
presence of pure saturated , quiescent vapour. The 
temperature of the body ' s surface is To and that of 
the vapour T > T . The vapour condenses on the sur
face formingsa sgooth liquid film that flows downwar d 
under the action of gravity. At a distance s from t he 
top of the profil , the angle between the normal direc
tion r to the surface and the y-axis is W, and the 
film thickness is ó . The height of the body is H 
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and it ' s surface intercepts the x-axis at a distance 
L from the y-axis . 

ln formulating the problem, it is assumed that t he 
flow i s laminar, all physical prooetti es are constant , 
the film thickness at each positision s is much smaller 
than the surface ' s radius of curvature , the shear 
stress at the vapour-liquid interface is zero , the sur
face tension influence is negli gible , the liqu i d is in 
hydrodynamical equilibrium. 

Using these assumptions, the velocity profile is 
obtained from the momentum equation and is integrated 
over r to give the liquid mass flowrate 

~(s) = ~ p (p - pv ) ó 3 (s) sin W(s) 
3\l 

(1) 

where b denotes the width of the body, \l the dynamic 
viscosity and p the mass density of the liquid, P 
the vapour mass density . Since the profile is symm~
tric, the velocity is zero for s = o, that is , m(s) is 
also the condensate flowrate. 

y 

X 

FIGURE 1 - Film condensation on Curved surfaces 



Extending the original assumption of Nusselt-that 
of a linear temperature profile-, the Rohsenow's sol
ution of the energy equation can be expressed in terms 
of a local heat transfer coefficient 

h = --.~~ ''"' < 

h' • 
k R,v dm 

= (5 = li'fb ---;rs (2) 

with 
c ôT 

h~v = hR.v (1 +0,68 ~R.v (3) 

Here q is the heat transfer rate at the wall, T = 
T - T 0 is the temperature difference, h R. v denotes the 
efitha~py of vaporization and c the specific heat ca-
pacity of the liquid. p 

The average heat transfer coefficient over the 
surface of length . s is then 

h' m 
R. v 

h = ôT b s 

The following dimensionles variables and 
ameters are introduced 

(4) 

par-

It is now interesting to compare the performance 
of a fin of a given shape with that of a vertical flat 
plate with equal height. Since for this plate 1jJ = /2 
andE;= 1, it follows from equations (9), (10) and (12) 

n 1 [r sin
1
/3 1jJ 

r/4 
rç-= 

sin 1/3\jl 
di; 

o 

• (14) 

L- ,. r r r ry - NuF = - si n 1/ 3 1jJ d E; (15) 

where the subscript F denotes the flat plate. 
The formulation is now further generalised. Let 

the shape of the profile be expressed as,FiR. 1, 

Then 

z; = 1; (À) (16) 

z; I = •__;!_j_ 
d À 

- cotg 1jJ (17) 

e:= _s_ 
H ' 

r = m ~ (5) and 
bH 3 g p(p _ p ) 

v di; = (1 + z; I 2 ) I /2 d À (18) 
h' 3 

n =_o_ 
H ' 

Ra = 
R.vHgp(p-p) v 

~k ôT 
(6) After some trigonometrical manipulations, equation (12) 

assumes the form 

1;= ~ - h s 
H ' 

Nu = -k~- (7) 

À= _L 
H 

(8) 

From equation (1), the dimensionless mass flowrate 
is then 

1 iJ3 sin 1jJ (9) r ( E; ) = -3-
' 

and the average Nusselt number becomes 

Nu (I;) = Ra r 

where Ra is the Rayleigh number. 

Combining the dimensionless 
(1) and (2), it follows that 

d 3 . o n ----;r-r <n s1n 1jJ ) 
3 

=Ra 

. (lO) 

forms of equations 

(11) 

After some algebra, the solution of this equation 
is found to be 

~ 4 1 r sin 1
/

3 1jidl; (12) n =--
' Ra sin ~/ 3 1jJ 

where the condition of symmetrie 1jJ = O for E; = O was 
used. Using equations (9) and (10), the expression for 
the average Nusselt number is now 

Nu(!;) 0,943 Ra1/~ [t 
o 

3/4 

sin 113 1jJ d E; J (14) 

Equations (12) and (13) are essentially equivalent to 
the solution given by Dhir and Lienhard [3] to the 
prob~em of axisymmetric bodies in nonuniform gravity. 
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n4 4 
Ra 

1 

( 1 + z; I 2) 2/3 
(1 + z; I 2 ) dÀ 

J

1 
1/3 

À 

with À < 1, dÀ < O, Equation (13) is now 

1 

Nu(À) = 0,943 Ra 1 4 ,-_ f (1 + 

- À 

so that 

z; 1 2 ) 1/3 

Nu --= 
NuF 

-r 
o 

3/4 

(-d>) l (1 + z; 1 2 ) 1/3 

dÀ 
] 

3/4 

(19) 

(20) 

(21) 

Given a profile with form given by equation (16), 
it's performance compared with that one of the vertical 
plate is determined at once by equation (21). 

RESULTS 

The formulation is now applied to profiles of the 
general form 

1/n 
z; = y (l - Àm) , (22) 

with y = L/H. For parabolic shapes m = 1, for ellipti
cal ones m = n ~ 2, In addition to this last conditio~ 
the circular shape has y = 1. The flat vertical plate 
corresponeds to y =O, Also tested is the trigonom
etrical form 

À = cos (_J!_ _z;_) 
2 y 

(23) 

o r 

z; = ~ are cos À (24) 
TT 
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FIGURE 2 - The shape of the condensation's 
surface 

ln Fig. 2 there are represented profile's shapes 
with y = 1, the parabolic ones with n = 2,4,6. The 
film thickness n(~) is showed in Fig. 3. Clearly the 
effect of gravity on the thickness is stronger near the 
torof the trigonometrical and parabolic (n = 2) pro
files and near the botton of the circular one. 

Finally, it is showed in Table 1 the comparison 
between the heat transfer rates on curved surfaces and 
on the vertical wall. Parameters are the Rayleigh 
number Ra and the slenderness ratio y. When the rela
tion width/height increases, that corresponds to bigger 
heat transfer areas, the Nusselt number also increas es. 
The actual form of the profil has a smaller importance 
as it's geometrical proportions. 

TABLE 1 - The Nusselt Number 

Ra • l0-12 
y Nu/NuF 

n = 2 8,1 0,33 1,'037 

n - m = 2 8,1 0,33 1,048 

trigonometrical 8,1 0,33 1,034 

n - 2 7,5 1,0 1,194 

n - m = 2 7,5 1,0 1,213 

trigonometrical 7,5 1,0 1,192 

CONCLUSION 

ln this paper, the film condensation theory of 
Nusselt was extended to surface of arbitrary shape . It 
was showed that the effec t of increased surface ' s areas 
available to heat transfer is gr eater then the non-
uniformity of the gravity force acting on the con-
densate film. A systematic application of the formu-
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FIGURE 3 - The film thickness for different 
shapes of the condensation's surface 

lation to a variety of surface 's shapes and flow condi
tions is beeing presently done by the second of the 
authors. 
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INTRODUÇÃO 

Uma deficiência encontrada em muitos cursos de 
Transmissão de Calor no Brasil é a ausência de aulasprá 
ticas. Essa deficiência é muitas vezes atribuída à fal 
ta de recursos para aquisição de equipamentos experimen 
ta~ com fins didáticos. No entanto, em muitos casos, e 
possível construir esses equipamentos com materiais ba
ratos e de fácil obtenção. 

Neste trabalho descreve-se um aparato, desenvolvi 
do na PUC-RJ, para a realização de experiências com fins 
didáticos em troca de calor por convecção, que permite 
a determinação do coeficiente médio de troca de calor 
por convecção forçada no interior de dutos, com tempera 
tura constante na parede.O aparato desenvolvido é bas= 
tante simples, de baixo custo e fácil construção, que 
pode ser executada pelos próprios alunos. Além disso a
presenta uma grande versatilidade, podendo ser desenvol 
vidas várias versões, dependendo dos objetivos didáti = 
cos e da instrumentação disponível. 

A simplicidade de concepção do aparato leva a que 
vários erros de medição, em maior ou menor grau, sejam 
cometidos. A presença destes erros é importante, pois a 
sua análise permite ao aluno desenvolver sensibilidade 
experimental, além de mostrar as dificuldades e limita
çÕes envolvidas na utilização das correlações apresenta 
das em aulas teóricas. -

O aparato foi utilizado com sucesso em aulas prá
ticas de transferência de calor na PUC-RJ, sendo aqui 
apresentados alguns resultados obtidos pelos próprios a 
lunos. 

DESCRIÇÃO DO APARATO 

O aparato desenvolvido encontra-se esquematizado 
na figura 1. Basicamente, consiste de um recipiente com 
água em ebulição (de forma a se obter uma condição de 
temperatura constante na parede) por onde passa um tubo 
com água, que é aquecida à medida que troca calor com 
a água em ebulição. Através da medição das temperaturas 
na entrada e saída do tubo e da medição da vazão obtem
se o coeficiente médio de troca de calor. 

O desenvolvimento do aparato teve em mente a sim
plicidade construtiva e baixo custo, a instrumentação 
disponível no laboratório e os objetivos didáticos a 
que se propunha. Em função das limitaçÕes de vazão e de 
potência de aquecimento existentes no laboratório, as
sim como da faixa de número de Reynolds pretendida, de
terminaram-se as dimensões do recipiente e do tubo. Pa
ra a confecção do recipiente foi utilizada uma lata de 
óleo, atravessada por um tubo de alumínio. Na figura 2 
estão mostradas as dimensões e os detalhes construtivos. 

Para o aquecimento da água do recipiente é neces 
sar~a uma potência de cerca de 1 kW (para o aquecimento
da água que escoa pelo tubo e para compensar as perdas 
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de calor do recipiente para o ambiente). Optou-se pelo 
aquecimento através de bicos de gás devido à fácil dispo· 
nibilidade destes no laboratório, no entanto, o equipa= 
mento pode facilmente ser construido usando-se resistên
cias elétricas. 

Para a medição da vazão utilizou-se um recipiente 
graduado, para coletar a água na saída do tubo, e um cro 
nômetro. A vazão da água fornecida pela rede é suposta
constante, o que é uma hipótese bastante razoável. No en 
tanto, caso haja facilidade, pode-se conectar ao sistema 
um reservatório de nível constante, de forma a assegurar 
que a vazão não varie. 

A temperatura na entrada do tubo fbi medida atra
vés de um termopar, conforme esquematizado na figura 2. 
A temperatura de mistura na saída do tubo foi medida a
través de um termômetro colocado no próprio reservatório 
de coleta de água. Mediu-se também a temperatura junto 
à parede externa do tubo, encostando-se ali um termopar. 

A instalação do termopar na entrada do tubo não é 
necessária, pois a temperatura da água na entrada do tubo 
é basicamente a temperatura da água na torneira, que po 
deria facilmente ser medida antes de se iniciar a experi 
ência, através de um termômetro qualquer (por exemplo,um 
termômetro de vidro). A medição da temperatura junto à pa 
rede externa do tubo também não é necessária, uma vez
que ela é basicamente 100°C (conforme foi constatado). 
Desta forma, poder-se-ia construir um aparato mais sim 
ples, sem a necessidade do uso de termopares. O uso des 
tes deveu-se aos objetivos didáticos da experiência, on 
de pretendia-se mostrar a técnica de medição de tempera 
tura através de termopares. -

Devido aos métodos de medição utilizados e à simpli 
cidade de concepção do aparato, vários erros de medição
são cometidos. Entre outros, podem-se citar os segui~ 
tes: 

- Suposição de temgeratura interna na parede do t~ 
bo constante igual a 100 C. Existe uma troca de calor en 
tre a água em ebulição e a água escoando pelo tubo, ha= 
vendo três resistências térmicas em série entre as duas: 
R1 , resistência de convecção entre a água em ebulição e 
a parede externa do tubo; R2 , resistência de conduçãona 
parede do tubo; R3, resistência de convecção entre a pa 
rede interna do tubo e a água que escoa por ele. Parase 
supor a temperatura interna da parede constante e igual 
a 100°C é necessário que R1 e Rz sejam muito menores do 
que R3. Estimativas de R1 e Rz mostraram que R2 é, de 
fato, desprezável. No entanto, R1 , emborasignificativa
mente menor do que R3, não pode ser desprezada sem in
troduzir algum erro, principalmente para os coeficientes 
de troca de calor na parede interna do tubo mais eleva
dos (ou seja, para números de Reynolds mais elevados) . 
Este problema poderia ser minorado se se utilizasse es
coamento de ar em vez de água, no entanto, isto levaria 
a um aparato mais complexo, fugindo dos objetivos pro -
postos. 
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- Presença do termopar na entrada do tubo. A pre 
sença do termopar na entrada do t ubo afeta significatiVã 
mente o escoamento, não permitindo definir claramenteas 
condições hidrodinâmicas na entrada . Desta forma torna
se uma fonte importante de erro, principalmente em se 
tratando de um tubo curto. 

Além destes, inúmeros outros erros, iner entes a uma 
experiência deste tipo, são cometidos : erros na avalia
ção das propriedades da água (que não é destilada), er
ros de medição de temperatura, erros de medição de va
zão, etc . No entanto, não é objetivo do trabalho fazer 
uma análise exaustiva e rigorosa dos vários erros envol 
vidos. 

O aparato apresenta uma grande versatilidade, po
dendo ser facilmente modificado,em função dos objetivos 
didáticos e da instrumentação disponível. Por exemplo , 
modificando~eas dimensões do tubo e do recipiente, po
de-se estudar o escoamento desenvolvido e diferentesfai 
xas de número de Reynolds. 

RESULTADOS OBTIDOS 

O equipamento desenvolvido foi sucessivamente uti 
lizado em práticas experimentais com objetivos didáti ~ 
cos, junto aos cursos de Transmissão de Calor da PUC-RJ. 
Após sucinta descrição do equipamento e de seu funcionamén 
to, os alunos eram motivados a operar o sistema, colhen 
do diretamente os resultados. Durante a realização das 
práticas, buscava-se levantar a discussão em torno dos 
métodos e técnicas de medição, enfocando-se principal
mente suas limitações . 

A titulo de exemplo, apresenta-se o resultado de 
uma dessas práticas. Trata-se de um grupo de dados le
vantados por alunos do oitavo período de Engenharia Me
cânica. A experiência propunha-se à obtenção de dados 
sobre o número de Nusselt médio para escoamentos em re
gime laminar (investigando-se aproximadamente a faixa 
de número de Reynolds entre SOO e 2500), levando-se em 



cons i deração a região de desenvolvimento. 
Para a análise dos resultados faz-se necessar1a a 

de fini ção do parâmetro adimensional X+, conforme [1), 
que correlaciona o comprimento do tubo com o número de 
Reynolds e o número de Prandtl (Pr), como: 

2(1/D) 
Re Pr 

( 1) 

onde L e D representam respectivamente o comprimento e 
o diâmetro do tubo. O número de Reynolds é definido co
mo: 

R e (2) 

onde p e ~ representam, pela ordem, a densidade e a vis 
cosidade da água, e v a velocidade média do escoamento.Õ 
número de Nusselt médio é definido através de: 

(3) 

onde k é a condutividade térmica da água_e h, o coefici 
ente médio de troca de calor por conveccao ao longo do 
tubo. 

Na figura 3 é mostrada a comparação dos resulta
dos obtidos pelos alunos com os resultados previstos p~ 
la referência [1), fazendo-se a correcão devido à vari~ 
cão das propriedades da água com a temperatura. Observ~ 
-se que, para valores maiores de X+ (faixa corresponde~ 
te a números de Reynolds inferiores a aproximadamente 
1200), os resultados obtidos tendem a seguir o comport~ 
menta de escoamentos com velocidade uniforme (Pr=O). D~ 
do que, para a água, o número de Prandtl situava-se em 
torno de 4, seria de se esperar a obtenção de valores m~ 
nores para o número de Nusselt. Há que se ressaltar, e~ 
tretanto, a presença do termopar logo à entrada da re
gião de aquecimento, conforme mostra a figura 2,que pr~ 
vaca uma agitação no escoamento no interior do tubo, e
levando dessa forma a troca de calor por conveccão.À me 
dida que o número de Reynolds assume valores superiores 
aos desta faixa, se aproximando da região de transição, 
os efeitos de agitação provocados pela presença do ter
mopar diminuem de importância perante a própria agita
cão inerente ao escoamento, levando a valores do número 
de Nusselt mais próximos dos previstos para a faixa de 
número de Prandtl da água. Por outro lado, com o cres:i 
menta do número de Reynolds, resultando numa elevacao 
do número de Nusselt, a resistência térmica na parede 
externa do tubo torna-se mais importante perante a re
sistência térmica na parede interna, fazendo co.m que o 
número de Nusselt medido torne-se menor que o real. 
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Fig . 3 - Resultados obtidos pelos alunos, comparados 
com os fornecidos por [1) 
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~ importante reafirmar a discussão anterior sobre 
os possíveis erros experimentais envolvidos. No entanto, 
apesar deles, pode-se observar a razoável concordância 
dos resultados obtidos com resultados previstos na lite
ratura. Além disso, nota-se que as condições hidrodinâmi 
cas de entrada não se encontram bem definidas, e estas 
tem grande influência nos mecanismos de troca de calor 
por convecção em tubos curtos. 

Deve-se ressaltar, inclusive, a importância de mos 
trar-se ao aluno o fato que, de uma forma geral, o meto 
do experimental envolve uma série de erros, com os quais 
o engenheiro deve aprender a conviver; introduzindo-seen 
tão a importância da análise de incerteza, como formã 
de reconhecer os limites de validade de um trabalho ex
perimental. 

CONCLUSÃO 

Afigura-se que o aparato desenvolvido seja de uti
lidade para cursos de transmissão de calor, dada a sua 
simplicidade, baixo custo e versatilidade. O aparato per 
mite apresentar algumas técnicas de medição em transmis~ 
são de calor, mostrar as dificuldades e limitações envol 
vidas no uso das correlações apresentadas na literatura~ 
desenvolver no aluno a sensibilidade e o espírito críti
co na análise e utilização de resultados experimentais. 

A utilização do aparato em aulas na PUC-RJ mos-
trou a sua ampla aceitação e a ativa participação dos a
lunos na sua execução e na obtenção, discussão e análise 
crítica dos resultados. Tendo-se revelado útil como um 
fator de motivação para o curso e como um elemento auxi
liar na formação dos alunos na área de transmissão de calor. 
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INTRODUÇÃO 

Foi desenvolvido um programa de computador em lin 
guagem FORTRAN, que simula o comportamento dinâmico e
estacionário do calor e do fluido em um reatar de pes
qui~a a baixa pressão. O desenvolvimento computacional 
inclui a geração, condução e transferência de calor pro 
duzido no nÚcleo do reatar, e a conduçao deste pelo -
fluido, para a troca de calor com o circuito secundário 
e a volta para a parte superior do n~cleo, 

Utiliza-se o comportamento estacionário do circui. 
to primário do reatar para definir a bomba a ser usada
para vencer as resistência existentes no percurso do 
fluido . Através da vazão e altura dinâmica (head) pro
cura-se obter a melhor eficiência da bomba, e para is
so varia-se o diâmetro e o comprimento das tubulaçÕes, 
bem como, a altura do trocador de calor em relação ao 
reatar. Através do comportamento dinâmico do circuito, 
tenta-se analisar alguns transientes que poriam em ris 
co a integridade das varetas combustível, evitando as= 
sim liberação de radionuclídeos para a atmosfera. Entre 
estes acidentes, foi analisado a parada de bomba atê o 
processo de convecção natural. 

O método numérico de aproximação da integral vo
lumétrica da equação de energia na vareta combustível 
discretizada, é o método das diferenças finitas centra 
das, e o resultado ê colocado em forma matricial. A in 
tegração temporal da equação matricial é resolvida pe= 
lo método de Crank-Nicholson onde ê aplicado a fatori
zação da matriz. Os parâmetros obtidos são: Temperatu
ras discretizadas nas pastilhas combustível , a qual in 
clui a linha central atê a parte em cantata com a fol= 
ga, as temperaturas no revestimento e no fluido. A ge
ração de calor é obtida solucionando analiticamente a 
equação da cinética puntual. · 

A equação de energia aplicada ao fluido e as pa
redes das tubulaçÕes e dos tubos do trocador de calor 
discretizados são integradas espacialmente pelo método 
das diferenças finitas, e a integração temporal ê fei
ta utilizando-se do método de Heun. Os parâmetros obti 
dos são: Temperaturas discretizadas do fluido nas tub~ 
laçÕes quente e fria e no circuito primário e secund~ 
rio do trocador de calor, temperaturas discretizadas 
nas paredes das tubulaçÕes e nos tubos do trocador de 
calor. 

O procedimento numérico acima é repetido para 
obter a taxa de variação da vazão, utilizando-se da e
quação incompressível e unidimensional que descreve o 
movimento do fluido. 

No caso de uma parada de bomba, a segunda Lei de 
Newton aplicada a sistemas rotativas ê usada para sa
bermos a velocidade da bomba com o tempo. ExpressÕes 
analíticas são utilizadas para se ter a altura dinâmi
ca , os torques de fricção e hidráulico da bomba. 

O programa que simula por completo o circuito P:ti. 
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mario do reator foi inicialmente concebido em módulos. 
O módulo que simulava o trocador de calor foi comparado 
com os dados de projeto. Um outro módulo que simulava a 
condução e transferência de calor em uma vareta combus
tível foi confrontado com a utilização do código COBRA 
4I. Em outro mÓdulo que continha a cinética puntual, 
os seus resultados foram comparados com a solução exa
ta. Depois de reunir estes mÓdulos em um sÕ programa, 
alguns testes a mais foram realizados. Em todos os tes
tes realizados a comparação feita esteve sempre abaixo 
de 2%. 

EQUAÇÕES UTILIZADAS 

A integração volumétrica da equação da conserva
çao da energia em uma vareta média discretizada (figu
ra 1), produz as seguintes expressÕes: 

o 

Figura 1. Vareta combustível discretizada 

Para a linha central tem-se 

E.!= 4k 0 T
1 

_ 4ko To +.9..L_ 
ât PoCol'>r 2 PoCo~'>r 2 PoCo 

(1) 

Para a parte interna: 

1 <i <R-1 (2) 



Para a parte em contato com o 'gap'; 

"R l2b 2k,(l-~~)) 
~ = -lrrliZD~llr ( l- ~)PéR+ pRcér 2 (1-~~) TR + 

ZkR (l-~) TR-I 2h T + + gg c + 
pRCér 2 (1-~~) rrliZD~ llr[l- ~f)PRCR 
q"l 

+-R- (3) 

Pé R 

Para o revestimento : 

aTcj 

dt 
hgg TR- (hg~ + hgg) T . + hg ~ '!' •• (4) 

CJ "X.J 
pcC/>V c pcCc6'7c PcCcll"c 

Onde 1 < j < zj 

e para o fluido 

aT ~j WC ~ hg~ T _(WC ~+hgg)'T'" · (5) 
= T~j-1 + cj ~J 

at p~C ~llv g_ p ~C ~llv ~ p~C ~llv ~ 

Onde l < j < Zj 

As equaçÕes (1), (2), (3), (4) e (5) podem ser 
escritas da seguinte forma matricial, 

ar.=!!+ s 
at 

onde a matriz ~ ê uma matriz tri-diagonal, os vetores T 
e S são vetores colunas . Utilizando-se do processo d~ 
fatorização de matriz obtem-se explicitamente os valo
res de To , Ti, TR , Te e Tg_ j ; 1 1. 

As equaçÕes utilizadas para o fluido nas tubula
çÕes fria e quente, e para a parte primária e secundâ
ria do trocador de calor são semelhante a equação (5). 

ar ~ = _w~c 2..___ __ 

Cl t Pg_iC 2.i 6v h (T Q.i-I - T2. i) ± 

± hgh 

P~ic Q. i llvh 
(T 9_i Tpi> 

As equaçÕes utilizadas para as paredes das 
çÕes fria e quente e dos tubos dos trocadores de 
são semelhantes a equação (4) . 

ãTpi = hg9 (T Q.i- Tpi) - hg g (Tpi - TQ. j) 

ãt Ppicpillvpi 

(6) 

tubula 
calor-

(7) 

lembrando que no caso das tubulaçÕes não hâ transferên
cia de calor para o meio externo . 

Na determinação da taxa de vazão do fluido no cir 
cuito primário, utiliza-se da equação de movimento in-
compressível e unidimensional, que na sua forma final já 
integrada de um ponto 1 qualquer atê outro ponto 2 qual-
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quer da tubulação produz: 

t.x1, t 

AI,2 

aw + 

ãt 
~ [2_- __!._} + (P 2 - PI) + 
A

2 
P2 P1 1,2 

+ pg (Z 2 - ZJ) + w l w ~ [f 6Xl,:z + K} = O 
2pAI,2 D1,2 

(8) • 

para l evarmos em conta a pressão fornecida pela bomba, 
o termo pgH ê adicionado a equação. Se integrarmos a 
equação (8) para vários seguimentos liX, atê fecharmos 
o circuito e depois somarmos, a expressão resultante 
não conterá as pressões localizadas. 

A altura dinâmica da bomba ê obtida a partir da 
análise de quatro grupos admensionais 12 1, e tem a se
guinte forma: 

H (H I -H2)(W/W 2) 2 + (H 2(W 1/W 2) 2 -HJ) (w/w1) 2 + 

+ (W 1 /W 2 ) 
2 

- 1 (9) 

Para utilizarmos a equação (9) em transientes de 
vazão, ê necessário conhecermos a velocidade da bomba 
em qualquer tempo. Para det erminarmos a velocidade da 
bomb a , a segunda Le i de Newton ê aplicada ao sistema ro 
tativo . 

I ãw 

ãt 
Iorque elêtrico - Iorque de fricção - Iorque hi
dráulico 

No caso de parada de bomba, o torque elêtri co e 
magné ti co ê negligenciado. O torque de fricção ê assu
mido como 12 1: 

r f 

r f 

r f 

r f o(w/wo) 2, 

0.035 r f o 

0 . 1 r fo 

w2 > 0,035 w~ 

O < w2 < 0.035 w~ 

w o 

O torque hidráulico ê assumi do como 12 1: 

f H = gWH/w+ f Ho (ccw-V)/ ( cw 0 - V0 ) 

RESULTADOS 

(11) 

(12) 

Alem dos testes citados na introdução, alguns ou 
tros testes foram realizados. -
Teste 1 . O reator que operava a 5 MW ê desligado, desta 
forma a potência do reator comporta-se segundo a seguin 
te expressão: -

-0 2 -0 2 
P(t) = 0.0622 * P 0*(t . - (To- t) . ) , 

onde To ê o tempo de operação do reator antes de ser 
desligado. Neste teste, ê es perado que depois de algum 
tempo , as temperaturas em todo o circuito primário se 
aproxime de 27.5°C, que ê a temperatura fixa de entrada 
do fluido secundário no trocador de calor(Figura 2) . 
Teste 2. A potência era de 3 , 5 MW no estacionário, quan 
do ocorre um acidente que eleva a potência para 5.0 MW~ 
Espera -se que apôs algum tempo todas as temperaturas 
convirjam para o estacionário previamente executado com 
a potência de 5.0 MW (figura3) . , 

Os testes acima mencionados, alem de serem utili
zados para verificarmos o comportai.J)ento termohidráulico 
do circuito primârio do reator apos certos transientes, 



também, são utilizados para verificar se a programaçao 
do transitório está correta . 
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Figura 2. Desligamento do reatar com a bomba funcio
nando normalmente 
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Figura 3. 'STEP' na potência com a bomba funcionando 
normalmente 

Teste 3. Ao mesmo tempo em que ocorre uma parada de bom 
ba, as barras de controle e segurança são inseridas no
reatar, e a potência comportando-se como no teste 1. 

Observando-se as figuras 4 e 5, nota-se que a va
zão ainda restante é suficiente para que as temperaturas 
mantenham-se baixas, conservando assim a integridade das 
varetas combustiveis . 

Temperatura no centro do voreto combustível 

Temperatura no revestimento 

Temperatura de saído do fluído no canal 
do reotor 

oL---L---~--~--~~50~--~--~~T~e-m_p_o~(-s7)~1~0~0~ 

Figura 4. Parada de bomba com o desligamento do ·reatar 

I. o .----,------,-----,-----.----.---.--.----.-----.-----.---------, 

Vazão normalizado 

Vazão nominal= 2.028 x 1o' g/seg . 

0 .5 
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50 Tempo( s ) 100 

Figura 5. Parada de bomba com o desligaménto do reator 

CONCLUSÃO 

Este programa pode ser utilizado para analisar as 
disposiçÕes adequadas das tubulaçÕes de entrada e saÍda 
do trocador de calor e reatar, bem como, dimensionar a 
bomba conjuntamente com o comprimento e diâmetros das 
tubulaçÕes. Verificar em certas condiçÕes anormais de 
funcionamento do reatar, se existe a possibilidade de 
violar a integridade das varetas combustíveis. 

A adequação dos parâmetros fÍsicos, como os coe-



ficientes de transferência de calor, fator de fricção, 
fator de perda de carga, etc, serão aprimorado5 quando 
colocados em confronto com outros programas e laborados 
e através de experimentos em laboratórios. 

NOMECLATURA 

SÍmbolo 
T 
k 
p 
c 
ór 
Q'" 
r 
hgg 

hg~ 

w 
v 
v 
t.x 
p 

g 
f 
D 
K 
H 
w 
z 
c 
A 
I 
t 

REFE~NCIAS 

Descrição 
Temperatura 
Condutividade térmica 
Densidade 
Calor espeCÍfico 
Espaçamento radial na vareta 
Taxa de calor volumétrico 
Raio 
Coeficiente global de transferência 
de calor da parte externa da vareta 
atê o centro do revestimento. 
Coeficiente global de transferência 
de calor do centro de uma parede pa 
ra o fluido ou vice-versa. -
Vazão 
Volume 

Unidade 
o c 

W/cm° C 
g/cm 3 

J/goc 
cm 

W/cm 3 

cm 

W/ ° C 

W/° C 
g/seg 

cm 3 

cm/seg Velocidade do fluido 
Espaçamento nos tubos 
Pressão 

e tubulaçÕes cm 
dyne/cm 2 

cm/seg 2 Aceleração da gravidade 
Fator de fricção 
Diâmetro 
Fator de perda de carga 
Altura dinâmica da bomba 
Velocidade da bomba 
Distância verti cal 
Raio de impiler 
Área transversal ao fluido 
Momento de inercia 
Tempo 

cm 

cm 
RPM 
cm 
cm 
cm 2 

gcm 2 

seg 

11 1 Gebrim, A.N., Dinâmica de calor no circuito primá
rio do R.P.R., Instituto de Engenharia Nuclear, 
Comunicação Técnica GAR-01/86, Rio de Janeiro, R.~ 

J2 J Fuls, G.M., Flow Transient Analysisofapres surized 
water reactor during flow coastdown, WAPD-TM-428, 
april 1968, Bettis Atomic Power Laboratory, 
Pittsburgh, PA. 
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RESUMO 

A~:, avwrta.vu rtão .tlúpul.ada.ó a.Mwn.úta.m papel. de. du:ta.que. rto c.ampo de. podvúo ae.
!toupac..<.a.e.. Pa!ta a.te.rtde.!t u~o,M ae.!torta.vu ú.o rte.c.u~:,ciJU.o~:, p!topul.óo!tU c.u.ja c.a~tac..tvU.I>
.Uc.a pJÚYlc.lpa.t Hja o buxo c.Uó.to. Foi pe.Martdo rtU.tu .te.~tmo~:, que. ~:,e. e.6e..tlvou rto Ce.rt
.t!to Téc.rtlc.o Ae.!toupac..úl.t ( CTA I a puq~a e. due.rtvolvlme.rt.to de. um .tU!tbo ja.to pa!ta u.tl
Uzação e.m ae.~torta.vu rtão .tlúpul.ada~. O .tU!tboja.to obtido é bM:ta.rt.te. ~:,lmptu e. de. bal
x<.Mlmo c.Uó.to. Com oó e.rtõalo~o, e.m bartc.o de. p!tovM, veM.Mc.ou-~o,e. que. o ~:,e.u due.mpe.rtho é 
c.ompa..úvel. c.om o due.mpe.rtho de. ou.t!to~o, p!topulóo!tU ~:,lmUMu e.w.te.rt.tu rto me.!tc.ado. 

INTRODUÇÃO 

Desde meados da década de 70 as aeronaves não tri 
puladas, ou aeronaves guiadas por controle remoto, vem 
causando um grande impacto no campo do poderio aeroesp~ 
cial. Esse impacto é explicado pelo baixo custo e gran
de eficácia da aplicação dessas aeronaves como armamen
to. As aeronaves não tripuladas podem ser classificadas 
como: alvos aéreos, aeronaves para grandes altitudes e 
grande resistência, aeronaves táticas e aeronaves sacri 
ficáveis [1]. 

As aeronaves não tripuladas podem utilizar siste
ma propulsivo a hélice ou a jato . Quando grandes veloc~ 
dades são exigidas no desempenho da aeronave, o sistema 
propulsivo necessariamente será a jato, para que se ob
tenha um rendimento propulsivo adequado [2]. 

Foi pensando em grandes velocidades como caracte
rística de desempenho e no baixo custo exigido para a 
aplicação é que se efetivou, no Centro Técnico Aeroesp~ 
cial, a pesquisa e desenvolvimento de um turbojato para 
utilização em aeronaves não tripuladas. O turbojato foi 
concebido da maneira mais simples possível, onde o cus
to foi o fator preponderante, sem entratanto, deixar de 
se obterem características de desempenho comparáveis 
com as dos propulsores similares existentes no mercado. 

DESCRIÇÃO 

Uma vista esquemática do turbojato é mostrada na 
Figura 1. 

Figura 1 . Esquema do Turbojato 

127 

Com relação à Figura 1 podemos identificar: 
1- Duto de entrada de ar 
2- Rotor do compressor 
3- Difusor do compressor 
4- Aletas diretoras 
5- Tubo alimentação de Óleo 
6- Difusor da câmara de combustão 
7- Estator da turbina 
8- Câmara de combustão 
9- Vela de ignição 

10- Rotor da turbina 
11- Tubo de escape 
12- Bocal de escape 
13- Atomizador 
14- Eixo do conjutno rotatico 
15- Mancais 
16- Suporte do motor e retorno de Óleo 

Compressor. Composto de um único rotor centrífugo 
(2) e ac~onado por um eixo (14) ligado ao rotor da tur
bina (10). Feito em alumínio pelo processo microfusão. 
O difusor do compressor (3) é do tipo arco de círculo, 
usinado em alumínio fundido. 

Turbina. Do tipo radial com um un~co rotor (10). 
Fabricada pelo processo de microfusão, em liga de alta 
temperatura, apropriada para resistir aos gases da com
bustão e à dinâmica do motor. O estator da turbina (7) 
também é feito em liga de alta temperatura. 

Câmara de Combustão. Anular de fluxo reverso (8). 
Feita em liga de cromo-n~quel.O combustível é fornecido 
à câmara de combustão pelos atomizadores (13). Para ma~ 
ter uma boa distribuição de chama, são utilizados oito 
atomizadores. 

Sistema de Sustentação. Composto de mancais hidro 
dinâmicos (15) que sustentam o conjunto rotativo e man
cal de encosto para limitar o deslocamento axial. 

Sistema de Ignição. Compõe-se de vela de ignição, 
caixa de igniçao, fonte de energia e cabos. e um siste
ma portátil que após a partida do motor desconecta-se. 

Sistema de Combustível. Composto de bomba, aciona 
dor, f~ltros, valvula de controle, válvula de corte e 
atomizadores. 

Sistema de Lubrificação. Composto de bomba, acio
nador, f~ltros, valvula de alívio que fornece Óleo lu
brificante para ·o sistema de sustentação. Esse óleo ser 
ve também como refrigeração dos mancais. 

Sistema de Partida. Pneumat~co, com injeção de ar 
no compressor. Etambem um sistema portátil, desconecta-



do após a partida do motor. 

CARACTERÍSTICAS DE DESEMPENHO 

Ernpuxo nas condições estáticas ISA, N 
Massa de ar, kg/s 
Consumo específico de QAV-1, kW/N (rng/N . s) 
Temperatura máxima de entrada turbina, K 
Razão de pressão compressor 
Peso sem acessórios, N 
Diâmetro máximo do motor, rn 
Óleo de lubrificação, Lubrax MD-300 
Combustível, QAV-1 e etanol 
Sistema de partida , pneumático 

CARACTERÍSTICA DE PROJETO 

320 
0,60 
1. 55 (36) 
1093 
3:1 
150 
0,270 

Para o projeto e desenvolvimento de um propulsor 
para aeronaves não tripuladas o fator custo é de maior 
influência. Sob esse aspecto, além da contribuição dire 
ta da simplicidade, o turbojato em questão possui urnã 
característica que contribui enormemente para o baixo 
custo: o rotor do compressor, o rotor da turbina, o ei
xo e os mancais são componentes de turboalirnentadores 
autornotivos. 

Urna outra característica de destaque no pro}eto é 
a utilização de velas de ignição originalmente fabrica
das para uso em motores alternativos marítimos. 

A confiabilidade, embora não sendo um fator pre
ponderante no projeto, foi demonstrada durante as 50 ho 
ras de funcionamento e mais de 200 partidas, nos en= 
saios em banco de prova. 

CURVAS DE DESEMPENHO 

Após mais de 50 horas de funcionamento e mais de 
200 partidas em ensaios, obtiveram-se as curvas de de
sempenho. 

Padronizando para as condições ISA, foram levanta 
das as curvas: 

ernpuxo x rotação - Figura 2 
temperatura entrada turbina x rotação - Figura 3 
consumo específico de combustível x ernpuxo - Figura 4 

~t 
o "30 
X 
::> 
Q. 
~ 
UJ 

20 
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---. RPM 11 1000 

Figura 2. Dados de ensaios - ernpuxo 
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Figura 3. Temperatura na entrada da turbina . 
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Figura 4. Consumo específico de combustível 

COMPETITIVIDADE 

Com o intuito de verificar se as características 
de desempenho apresentadas pelo turbojato não estão mui
to aquém das características exigidas para aplicação em 
aeronaves não tripuladas, foram levantadas as caracterís 
ticas de desempenho de alguns propulsores existentes 
no rnorcado (Vide Tabelas 1 e 2) e os dados :obtidos foram 
confrontados com os resultados obtidos dos ensaios do 
turbojato. Figuras 5, 6 e 7. 

Tabela 1. Propulsores de aeronaves não tripuladas 

N9 de I Fabricante I Designação 
refer. 

1 WILLIAMS WR 24-7 
2 RESEARCH J400-WR-400 
3 CORP. WR 2 - 6 

4 MICROTURBO TRS-18-056 
5 COUGAR 022 

6 NOEL PENNY NPT 101 

7 DREHER TJD-76C 

Aplicação 

NORTHROP MQM - 74 C 
NORTHROP MQM - 74 A 
CANADAIR AN/USA 501 

MITSOUBAC 
GAF-TURANA 

-

-



Tabela 2. Características de desempenho 
dos propulsores da Tabela 1 

Características de desempenho 
N9 de 
refer. empuxo Consumo Peso I Diâmetro 

1 
2 
3 

4 
5 

6 

7 

(N) específico (N) Máx. (m) 
(mg/N.s) 

760 35,4 190 274 
540 35,4 177 274 
560 34,3 127 274 

980 36,0 230 345 
790 35,4 265 386 

760 35,7 345 381 

250 42,5 64 151 
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Figura 5. Comparação dos diâmetros máximos 
em função do empuxo 
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METAS PARA O DESENVOLVIMENTO 

Da análise da figura 6, fixou-se que uma das me
tas do desenvolvimento do turbojato será no sentido da 
redução do peso. Um peso final de 120 N é uma meta pe~ 
feitamente viável. 

O aumento de empuxo é uma outra meta para o desen 
volvimento. Esse aumento será conseguido através do au= 
mento da temperatura de entrada na turbina. Deve-se no
tar que a temperatura de 1093 K é baixa quando compara
da com as temperaturas de entrada na turbina encontra -
das em outros propulsores similares. Pretende-se chegar 
a níveis de temperatura por volta de 1200 K. 
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RESUMO 

. A6~u.m&tdo v~o~ modelo~ ~.únp.te-& de ca.ioll _ .U.be.Jta.do, ~ã.o ca.tcu.ta.da.ll a e6-{.úênc.úl 
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INTRODUÇÃO 

A crise mundial na aviação geral estabelecida no 
inicio desta década, vem mostrando a necessidade de se 
rever todos os conceitos existentes nesta categoria, ob 
jetivando as seguintes metas: diminuir os custos de pro 
ducão e operacional e aumentar a confiabilidade e a efi 
ciência global ·das aeronaves. 

As previsões para o combustível tradicional (gaso 
lina de aviação) nos próximos anos são principalmente 
de aumento no custo e não estará prontamente disponível 
em todos os aeroportos. Por esse motivo, há uma tendên 
cia mundial pelo uso do querosene de aviação (Jet Fuel) 
em motores alternativos ou rotativas (tipo Wankel), on 
de as principais vantagens são disponibilidade em todos 
os aeroportos, menor custo, excelente controle de quali 
dade e menor risco de incêndio. -

No nosso entender os melhores processos de combus 
tão para o querosene são ignição por compressão ( chamã 
dos de Ciclo Diesel) e carga estratificada. -

Decidimos estudar o motor de ignição por compre~ 
são (ICO) por várias razões, entre elas as principais 
são: maior eficiência global, ausência de sistema de i! 
ni cão, excelente relação potência/cilindrada (motores 2 
tempos), controle de combustão, ausência de detonação, 
simplicidade de operação do motor e maior autonomia de 
vôo. Porém, as maiores desvantagens são: maior relação 
peso/potência e maior nível de vibração devido às altas 
pressões internas. 

Acreditamos que para ser viável a utilização de 
motores ICO em aeronáutica, os requisitos básicos serão 
a limitação dos valores da taxa máxima de elevação de 
pressão e pressão máxima do ciclo a valores considerá 
velmente menores do que os usuais em motores veiculares 
de alta eficiência. Infelizmente esses valores não são 
bem definidos e tampouco comprovados, e as poucas infor 
maçÕes existentes são do período 1925-1950. As referen 
cias [1] e [2] discutem sobre motores Diesel para uso a 
eronáutico e mostram valores de pressão máxima na faixa 
48 - 62 Bar. 

Os estudos sobre a aplicação de motores ICO em· ae 
ronáutica deverão ser divididos em três fases. A primei 
ra fase será determinar teoricamente curvas de calor li 
berado na câmara de combustão que possam cumprir os re 
quisitos citados no parágrafo anterior; a segunda fase 
será determinar teórica e experimentalmente quais as ca 
racteristicas do sistema de injeção que satisfaçam ã 
primeira fase; e a terceira fase será comprovar que uma 
vez cumpridos os requisitos citados acima, poderemos ob 
ter um motor que tenha estrutura que forneça relação pe 
se/potência adequada, alta durabilidade e alta confiabi 
lidade. 

O objetivo desse trabalho é cumprir a primeira fa 
se através do cálculo do ciclo termodinâmico do motor 
ICO, usando vários modelos simples de curvas de calor 
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liberado (CCL) como dados (INPUT) e analisando os resul 
tados em termos de pressão máxima do ciclo (PMC), taxa 
máxima de elevação de pressão (TMEP), eficiência global 
(NG) e pressão média efetiva (PME). 

M~TODO DE CÁLCULO 

O programa de cálculo por computador foi desenvol 
vide para motor ICO de 2 tempos do tipo Compound, ou se 
ja, a turbina e o compressor são ligados mecanicamente 
ao motor. 

Para a construção do modelo matemático , as seguin 
tes hipóteses foram feitas: o sistema está sempre em e 
quilíbrio termodinâmico a cada passo de computação; no 
período fechado a única variação de massa do sistema é 
a adição de combustível; todo combustível que entra no 
sistema é queimado, de modo que o sistema nunca contém 
vapor de combustível; o processo de combustão é repre 
sentado pela curva de calor liberado que é pré-determi= 
nada; as pressões na entrada e saída do motor são cons 
tantes e os cálculos do ciclo são feitos para um un1co 
cilindro, portanto, os resultados finais (motor multici 
líndrico) são obtidos pela multiplicação pelo número de 
cilindros, ou seja , não levamos em consideração nenhuma 
interação entre os cilindros. 

O cálculo do período aberto (troca de gases) é 
feito adotando-se valores de rendimentos volumétrico e 
lavagem (scavenging) 

O período fechado é dividido em três fases: com 
pressão, combustão e expansão. A fase de compressão e 
representada por um processo politrópico. As fases de 
combustão e expansão são calculadas usando a 1~ lei da 
termodinâmica, onde o calor adicionado ao sistema é cal 
culado pela curva de calor liberado , a energia interna 
leva em consideração a variação da composição química 
dos gases e o seu procedimento de cálculo é apresentado 
em detalhes na referência [3]; a perda de calor é calcu 
lada pela fórmula empírica proposta por Eichelberg [41 
e o trabalho é calculado através do volume e da pre~ 
são que é obtida pelo balanço de energia (1~ lei) por 
um processo interativo. 

A potência de atrito do motor foi calculada pelas 
fórmulas empíricas propostas por Bishop [5]. 

DADOS 

Os principais parâmetros que foram mantidos fixos 
sao: 
Pressão atmosférica absoluta 
Temperatura ambiente 
Rendimento do compressor 
Rendimento da turbina 
Rendimento volumétrico 
Rendimento de lavagem 
Coeficiente politrópico 

1.013 Bar 
30°C 
74% 
807. 
877. 
887. 
1. 34 



Poder calorífico do querosene (JP-1) 
Razão de compressão (compressor) 
Razão de lavagem (delivery ratio) 
Razão de compressão 
Relação curso/diâmetro 
Relação biela/manivela 
Relação ar/combustível 
Cilindrada total 

43000 Kj/Kg 
2.0 
1.5 
15 .o 
0.80 
3.60 
20.0 
4400 CMJ 

Rotação do motor : 3000 rprn 
Os parâmetros que são fundamentais no desenvolvi 

mento da curva de pressão e que são as var1aveis no pro 
grama de cá l culo são : -
Período de queima : 30 e 40 graus 
Início de combustão : -9, -4, O e 3 graus 
Curva de calor liberado : os modelos (ver figura 1) sao 
semelhantes aos usados por Lyn [6]. 
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Figura 1. Diagrama de Calor l iberado 
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A curva 1 mostra uma taxa de calor liberado cons 
tante, a clirva 2, uma taxa crescente, a curva 3, urna ta 
xa decrescente, a curva 4, urna taxa crescente/decrescen 
te com 50% da massa queimada na metade do período de 
queima, e a curva 5, uma taxa crescente/decrescente com 
50% da massa queimada em 1/3 do perÍodo. 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS CALCULADOS 

A tabela 1 mostra os resultados calculados para 
os vários modelos de taxa de calor liberado, período de 
queima e início de combustão. Nossa análise se concen 
tra nos efeitos desses parâmetros sobre a TMEP e PMC 
que influenciam diretamente nas vibraçÕes e ruídos dos 
motores, eficiência global e pressão média efetiva . 

Na figura 2 são plotados os resultados da tabela 
1 referentes ao período de 40 graus, com a finalidade 
de uma melhor visualização. As curvas em função do iní 
cio de combustão mostram um comportamento esperado, mas 
convém ressaltar que a curva 3 não apresenta uma queda 
significativa da TMEP com o retardo do início de cornbus 
tão. As curvas 3 e 5 mostram maior eficiência, porém 
são incompatíveis em termos de pressão e e l evação de 
pressão; a curva 4 é a que apresenta um melhor compro 
misso entre eficiência e as pressÕes (TMEP e PMC). -

Para obter uma e l evação de pressão suave é neces 
sário que a taxa de calor liberado seja crescente do T 
nício até pelo menos a metade do período de queima, co 
mo é o caso das curvas 2 e 4 . Podemos dizer que a TMEP 
é fortemen t e dependente da forma da curva de calor libe 
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Figura 3. Eficiência em função da pressão máxima 

r ado. 
Outra conclusão importante a que chegamos é que 

para um determinado período de queima, a eficiência é 
diretamente proporcional à PMC independentemente da for 
ma da CCL. A figura 3 mostra essa característica para o 
caso do período de 30 graus. Por exemplo para uma PMC 



Tabela 1. Resultados 

PER!ODO DE QUEIMA (GRAUS) 

CURVA IN!CIO 
DE DE 

CALOR QUEIMA 30 40 
LIBERADO (GRAUS) 

TMEP PMC NG PME TMEP PMC NG PME 
(Bar ) (Bar) (%) (Bar) (Bar ) (Bar) (%) (Bar) 

Grau Grau 

1 -9 5.1 94.7 39.7 12.2 4.0 82.4 37.2 11.5 

-4 4.2 80.4 38.6 11.9 3. 1 70.6 35.9 11.1 

o 3.4 69.7 37.4 11.5 2.3 61.6 34.5 10.6 

3 2.8 62.2 36.2 11.2 1.8 55.2 33.3 10.2 

2 -9 1.4 79.5 38.9 12.0 0.6 57.6 35.4 10.9 

-4 o. 7 65.7 37.2 11.5 o. o 53.5 33.5 10.3 

o 0.5 56.9 35.5 10.9 0.0 51.4 31.7 9.8 

3 0.5 51.2 34.1 10.5 0.0 48.1 30.3 9.3 

3 -9 9.6 118.7 40.4 12.5 7.4 105.4 39.1 12.1 

-4 8.7 102.3 40.1 12.4 6.5 90.6 38.4 11.8 

~ o 7.7 89.4 39.3 12. 1 5.5 79.0 37.4 11.5 

3 6.9 80.1 38.4 11.8 4.9 70.7 36.4 11.2 

4 -9 3.8 102.2 40.2 12.4 1.7 80.7 37.9 11.7 

1\ 
-4 2.7 85.1 39.0 12.0 1.0 66.7 36.4 11.2 

o 2.1 73.1 37.6 11.6 0.8 57.1 34.9 10.7 

3 1.9 65.1 36.4 11.2 0.7 50.9 33.6 10.3 

5 -9 8.8 115.9 40.6 12.5 4.5 99.2 39.0 12.0 

~· 
-4 6.9 99.4 39.9 12.3 3.3 84.2 37.9 11.7 

o 5.7 86.5 38.8 12.0 2.6 72.8 36.5 11.3 

3 5.0 77.4 37.8 11.6 2.3 64.9 35.4 10.9 
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de 80 Bar, a eficiência varia em torno de 38.1 a 38.9% 
para todos os modelos de calor liberado. 

A pressão média efetiva, conforme mostra a tabela 
1 é diretamente proporcional a eficiência, portanto, to 
das as observações feitas para a eficiência valem parã 
a PME. 

Os resultados nos mostram também que é possível a 
tenuar significativamente as curvas de pressão e sua de 
rivada, com pequena perda de eficiência. A figura 4 
mostra essas características através das curvas A e B. 
A curva A representa o modelo 5, período de 40 graus e 
início de combustão de -9 graus e a curva B representa 
o modelo 4, período de 40 graus e início de -4 graus. A 
eficiência global caiu de 39% para 36.4% (perda de 
6.6%), a PMC caiu 33% e a TMEP caiu 77% do regime A pa 
ra o regime B. Esses dois regimes foram escolhidos para 
comparação porque entendemos que o regime A é bastante 
representativo dos motores veiculares de boa eficiência 
e o regime B apresenta valores de TMEP e PMC compatí 
veis para uma combustão suave e a eficiência global com 
patível para motores aeronáuticos. 

CONCLUSOES 

Esse estudo inicial sobre a aplicação de motores 
ICO em aeronáutica mostra as seguintes conclusões: 
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(a) Deverão ser arbitrados valores max1mos para 
PMC e TMEP de 69 Bar (1000 psi) e 2.5 Bar/grau (36 psi/ 
grau) respectivamente, como referência para as pesqui 
sas iniciais até que se comprove na prática, a validade 
desses valores. 

(b) Investigar outros modelos de calor liberado 
(limitando PMC e TMEP) para obter melhores eficiências . 

(c) Para um período de queima fixo, a eficiência 
é diretamente proporcional à pressão máxima para todos 
os modelos de calor liberado, dentro de uma variação de 
2%. 

(d) A taxa de elevação de pressão depende forte 
mente da forma da curva de calor liberado. 

(e) ~ possível obter uma CCL que satisfaça os re 
quisitos de pressão (TMEP e PMC) com eficiência compat1 
vel com o uso aeronáutico. -

(f) A perda de eficiência global não é muito gran 
de quando se limita as pressões (atenuação da taxa de 
combustão) porque a energia interna dos gases na exaus 
tão é incrementada e parte desse incremento de energia 
é reaproveitada pela turbina. 
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RESUMO 

Este trabalho disaute aspeatos de projeto e operação de aqueaedores de ar vi 
aiado (sue - "sudden expansion" - heaters) para sirrrulação das aondições de ;;êo de 
estato-reatores a aombustivel sôlido. Este trabalho analisa, também, as aaraateris 
ticas operaaionais desses veiaulos quando testados em tais aqueaedores. 

INTRODUÇÃO 

Estato-reatores a combustível sólido vem sendo em 
pregados na propulsão de veículos modernos como os mís 
seis de cruzeiro e podem também ser usados para o aumen 
to do alcance em granadas de artilharia. Eles consistem 
de motores onde o ar ambiente, decelerado e aquecido na 
sua passagem através da onda de choque na proa do veícu 
lo supersônico, penetra numa cãmara que contém o combus 
tível (uma matriz de polÍmero impregnada com baixo teor 
( < 20%) de perclorato de amônio) e onde ocorre a combus 
tão. Os produtos desta combustão escoam, então, através 
d~ uma tubeira no processo clássico dos motores de rea 
çao . 

Como se sabe, um dos itens mais críticos no desen 
volvimento de estato-reatores reside no fato de que o 
teste estático desses sistemas envolve a necessidade de 
se simular as condições de estagnação do ar nas condi 
çÕes de vôo previstas. Em geral, isto envolve o aquec1 
mento de ar a alta pressão e em grande quantidade. um 
dos métodos mais comuns, dado seu custo relativamente 
baixo, é aquele da fonte de ar viciado. Neste método, 
um combustível é queimado com ar já pressurizado e pr~ 
viamente enriquecido com oxigênio em proporções tais 
que, no fim da queima, exista uma mistura de gases com 
21% ~e.o2 e 79% de ~r~dutos de combu~tão e ~2 , ou seja, 
ar v1c1aoo nas cond1çoes de estagnaçao deSeJadas. 

O presente trabalho discute aspectos de projeto, 
montagem e operação de tal instalação para simular a a 
limentação de ar num veículo em condiçÕes de vôo ate 
Mach 2.2 ao nível do mar. Discute, também, característi 
cas operacionais de estato-reatores a combustível sóli 
do a serem testados na mesma. 

INSTALAÇÃO DE AR VICIADO 

Da teoria de escoamentos compressíveis 
sional tem-se: 

1 + .r::.!_ M2 
2 • 

Po y-1 2 y/ <Y- 1 > 
p = (1 +-

2
-M ) 

unidimen 

(1) 

(2) 

onde p,T sao a pressão e temperatura estáticas respect~ 
vamente, M o número de Mach, y a razão dos calores espe 
cíficos e o subscrito "O" indica as condiçÕes de esta.8_ 
nação. Combinando essas relaçÕes com o modelo da atmos 
fera padrão, isto é, p e T em função da altitude, pode~ 
-se levantar a dependência das propriedades de estagna 
ção em relação às situações de vôo de qualquer veículo 
(como mostrado na Figura 1). 
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Figura 1. CondiçÕes de simulação em função dos~~ 
râmetros de vôo e envelope de operaçao 
da instalação. 

Como se vê, a simulação de um voo real, em geral, 
requer o aquecimento do ar. 

Existem três maneiras clássicas de se promover 
tal aquecimento [1]: usando um trocador de calor,força~ 



do o escoamento através de um acumulador de calur, ou 
queimando o ar com algum comhustivel. A referincia cita 
da apresenta as vantagens e desvantagens dos diferentes 
métodos. O primeiro método pode forne~er ar limpo até 
900K, mas requer uma instalação de grande porte (custo 
elavado) devido às consideraçÕes de transferência de 
calor. Este problema pode ser evitado empregando o con 
ceito do acumulador de calor. Neste seeundo método, uti 
liza-se material refratário na forma de seixos (pebble 
bed), previamente aquecido, como fonte de calor. Entre 
tanto, tem- se verificado alguns problemas em sua adaptã 
ção para o teste de estato-reatores, tais como a desin 
tegração do elemento refratário e uma resposta transien 
te muito lenta. Finalmente, tem-se a técnica da queT 
ma com ar, que elimina todas as desvantagens associadas 
dos demais tipos, podendo fornecer uma ampla gama de 
condiçÕes de testes e ser mantida por um custo bem infe 
rior . O único Óbice é que, depois da queima e reposição 
do oxigénio consumido, o ar contém uma fração maior de 
vapor d'água e dióxido de carbono do que o ar normal 
(sugerindo assim o nome "ar viciado"). 

Isto pode ser contornado considerando-se o fato 
de que o processo de combustão que acontecerá no esta 
to-reatar (ligado a salda do aquecedor) é gover nado 
pela pressão parcial do oxigênio na mistura. Por exem 
plo, usando hidrogénio como o combustível do aquecedor~ 
é necessário adicionar 0,766mol de oxigénio para cada 
mol de hidrogénio queimado por mol de ar. Da quantia men 
cionada, 0 . 500 mol repõe o oxigénio retirado do ar e 
o restante (0.266 Mol),garante que a pressão parcial do 
mesmo, na saída do aquecedor, seja igual à encontrada 
no ar normal. 

Deseja-se também, que o ar na entrada do estato
-reator tenha a pressão de estagnação que ocorre na ali 
mentação do veículo em vÕo. Este controle da pressão e 
obtido através da compensação das quedas de p que ocor 
rem nas ondas de choque e na zona de combustã8. 

Além disso é essencial o controle da vazão com 
garantia de entupimento (choking) para a não propagação 
de pertubaçÕes à montante dos escoamentos, o que é obti 
do através de duas gargantas dimensionadas para o estã 
belecimento de duas ondas de choque. Na alimentação de 
o, e H, deve-se observa r também condiçÕes de entupimeEl_ 
to, o que se obtém através do emprego de tubeiras . 

Com esses itens em mente foi então desenvolvido o 
equipamento mostrado nas Figuras 2 e 3 cujo diagrama de 
processo T vs 65 compõe a Figura 4: ar na pressão de 12 
bar alimenta, através da tubeira 1, o aquecedor de ar 
2, o qual também recebe oxigénio e hidrogénio. Observe
-se no aquecedor de ar a placa de injeção e o suporte 
de chama. O hidrogénio é alimentado através uma conexão 
Tee em dois pontos e a combustão iniciada por centelha. 
O ar assim aquecido é então lançado na câmara do esta 
to-reatar 3. As linhas de alimentação de 02 e Ht p~ 
suem válvulas solenóides 4 e reguladora de pressao, alem 
de tubeira, 6. 

Corno pode ser visto na Figura 1, existe um enve 
lope operacional da instalação definido pelo diâmetro 
da garganta na saída do queimador, d, pelas pressões 
máxima e miníma da válvula reguladora da garrafa de ar 
e pelas temperaturas ambiente e máxima suportada pelo 
material . * * 

Considerando-se Aa e A as áreas das gargantas 
das tubeiras à jusante e à ~ontante do aquecedor de ar, 
tem-se, para condição de entupimento (2]: 

* 
(Po) * 

m = A 
e 

e VTo: 
c (3) 

e 

* 
(Po) 

m = A 
a * 

a 
~ 

c (4) 

onde 
/ =~( _, ):;;_, 

R y + 1 
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ass umindo-se como baixas as vazões de 0
2 

c ~ compara 
das à vazão de ar e variações da massa molecular e da 
razão dos calores especifixos, 

AR Oz Hz 

BOCAL DO AR 2 AQUECEDOR (SUE HEATER) 

3 ESTA TO- REATOR 4 VÁLVULA SOLE NÓIDE 

5 VALVULA REGULADORA PRESSÃO 

6 BOCAL (OXIGENIO- HIDROGENIO) 

Q ESTAÇÕES (v•de diaoramo do processo) 

Figura 2. Esquema de instalação. 

Figua 3. Montagem completa. 

Admitindo-se como limite inferior para entupimen 
to a situação na qual a onJa de choque na tubei ra à montr.in 
te do aquecedor converge para a garganta, então a tempe 
ratura lirniu· de aquecimento é dada pela relação: -

(Toa) lim (7-)(Aa*po 
2 )~ -- 'V-1 

y+1 
(S) )2 ( 

Este limite, na Figura 1, detennina a margem infe 
ferior, em termos de pressão, do envelope de operação 
para dado diâmet~o ~ ?a garganta da tubeira à jusante 
do aquecedor (A = 11d /4). A mudança abrupta no compor 
tamento da curv~ para d = B.Omm deve-se à limitação das 
características do conjunto cilindro de ar/ válvula 



reguladora. 

T 

3 

7 6 2 

Temperatura do reservatório 

s 

Figura 4 - Diagrama Temperatura-Entropia do Pro 
cesso. 

CARACTERÍSTICAS OPERACIONAIS DE ESTATQ-REATORES 

O estato-reator a combustível sólido a ser testa 
do destina-se ao uso como elemento de sustentação para 
aumento do alcance de uma granada de artilharia. Para 
tal escolheu-se uma matriz de poliéster impregnada com 
20% de NH 4 Cl04 , material com resistência mecânica capaz 
de resistir à aceleração máxima da granada (da ordem de 
10 5g's) e disponível no mercado nacional. 

O modelo de regressão da superfície do grão foi 
tomado como [3]: 

r= 0.0068 Ga o .s p 0 • 36 (6) 

onde ~ [cm/seg] - taxa de regressão, G [g/cm2 -sec] 
m/Ap- fluxo de ar, e p [atm], pressàg estática média 
na câmara. No caso simp 1 es de um grão cilÍndrico mono 
perfurado, G diminue com o tempo devido ao aumento da 
área de pass~gem, Ap. A queda resultante de r com o tem 
po compensa o aumento da área superficial do grão, Sb~ 
fornecendo uma quantidade de combustível quase constan 
te (queima neutra), mantendo uma razão combustível/ ar~ 
CA, fixa. As figuras 5 e 6 mostram exemplo deste compoE 
tamento. 
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Figura 5 - Taxa de regressão vs fluxo de ar 
d . 30mm e d • 42mm. 
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0 .4 

o 
'<A 
"' ~0.2 ... 
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"' o 

"' ~O. I 
to' 

di 

o 4 12 " 20 

TEMPO OE QUEIMA (a) 

Figura 6 - Taxa de regressão vs tempo de queima 
para· di = 30mm e de= 42mm. 

Esta correspondência permite a es~;'lha de CA 
priori, pois 

r sb r 
CA = _..r;P__:=..___ 

m 

Daí obtém-se facilmente usando (6), 

CA = O. 0241 L p p 
p 

o. 36 ~ - o 5 

a 

(7) 

(8) 

onde P. é a densidade do grão (g/ cm' ) , Sb (cm
2 

) , L o 
compri~ento do grão (cm) e~ (g/seg). 

O emprego do código NASA SP-273 [4] permite en 
tão a determinação dos parâmetros físico-químicos do 
processo de combustão assumindo-se equilíbrio químico 
(Figura 7). 
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Figura 7. Parâmetros da combustão vs razao de 
equivalência, <P = CA/ (CA) es tequiométri:_ 
co. 



CONCLUSÕES 

O teste estático permite também a previsão da 
margem de operação do estato-reator, pois conhecendo
-se os limites de posicionamento do choque na tomada 
de ar para a manutenção da estabilidade do sistema, 
tem-se o seu envelope de operação. Vê-se na curva Isp 
vs ~ da Figura 7 que existe um valor da razão de equi 
valência correspondendo à máxima performance do estã 
to-reator. Isto é uma função simples do comprimentÕ 
do grão (outros parãmetros fixados). Tal ponto de máxi 
ma performance é também função das perdas na pressãÕ 
de estagnação [5]. 
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ABSTRACT 

Aspeats of the design and operation of 
vitiated air heaters used for the simulation of 
flight aonditions in the testing of solid fueled 
ramjet engines are presented. The operational 
aharaateristias of suah engines are also analyzed. 
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SISTEMA AUTOMÁTICO PARA LEVANTAMENTO DE DESEMPENHO 
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RESUMO 

Ve~c~eve-~e um ~~~tema automãt~co de levantamento de de~empenho' pa 
~a um pequeno expan~o~ a p~~tão, com apl~cação em out~o~ d~hpo~~t~vo~ -
alte~nat~vo~ de~de a obtenção de g~andeza~ bã~~ca~ atê a ap~e~entação 
do~ ~e~ultado~, ut~l~zando o PVP-11/34 como núcleo do ~~~tema. O h~~te
ma con~~~te de elemento~ t~an~duto~e~ pa~a a~ med~çoe~ da~ g~andeza~, 
p~og~ama~ pa~a aqu~~~ção e p~oce~~amento de h~na~~. e p~og~ama~ de da
do~ com ap~ehentação do~ ~e~ultado~. 

INTRODUÇÃO 

A instrumentação eletrônica permite o levantamento 
de desempenho dinâmico de motores mecânicos. Para tanto 
e preciso obter medidas sincronizadas de varias equipa
mentos que, através de transdutores e circuitos condi
cionadores de sinais, permitem a obtenção dos valores 
de deslocamento, pressão, temperatura, vazão do fluido 
de trabalho e torque, com cargas variadas. Em seguida 
esses dados são trabalhados para calcular os parâmetros 
de avaliação de desempenho: trabalho indicado, trabalho 
de freio, potência indicada, potência de freio, pressão 
media efetiva, pressão media indicada, eficiência indi
cada, eficiência de freio e eficiência mecânica. 

A despeito do grande uso dos dispositivos alterna
tivos (expansores e compressores), poucas informaçÕes 
basicas encontram-se disponiveis na literatura [1] .Des
ta forma torna-se interessante dar-se uma atenção espe
cial ao estudo da analise desses dispositivos. 

A partir de um minicomputador PDP-11/34, interfa
ceado com periféricos de aquisição de dados e mando(Sis 
tema DEC-LAB-11), foi desenvolvido um Sistema Automâti~ 
co de Levantamento de Desempenho para Dispositivos Al
ternativos. Para avaliar o desempenho, o motor é posto 
em funcionamento a varias condiçÕes de trabalho e atra
vés de mando, as milhares de medidas são coletadas de
terminando-se os parâmetros de avaliação citados. Com 
pequenas modificações, principalmente na medida do 
freio de "Prony" este sistema poderâ ser utilizado na 
avaliação automática de motores de combustao interna e 
outros. 

MtTODO CONVENCIONAL DE LEVANTAMENTO DE ~ESEMPENHO 

No estudo da termodinâmica, a eficiência de um pr~ 
cesso cíclico é definido pela equação: 

onde: 

n = 

n 
w= 
E= 

w 
E 

eficiência do processo; 
energia Útil obtida durante o processo; , 
energia fornecida ao processo. 

(1) 

Para motores alternativos, bem como para todo dis
positivo térmico alternativo, existe um procedimento 
usual de levantamento de desempenho, que toma por base 
os parâmetros de comparação obtidos no diagrama PV, que 
expressa as transformaçÕes ocorridas dentro dos cilin
dros. Na analise do expansor a eficiência mecânica dada 
por (2), é obtida da razão da eficiência de freio pela 
eficiência indicada, dadas por (3) e (4). 
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onde: 

n. = 
1 

W. 
e1XO 

W. 
1 

w. 
1 

w . 
e1Xo 

nm' neixo' ni eficiências mecânica, do freio 
indicada, respectivamente; 

(2) 

(3) 

(4) 

e 

trabalhos de eixo, teôrico e indi
cado, respectivamente. 

O trabalho de freio (Weixo) e o trabalho no eixo 

do expansor, sendo determinado através de vãrias cargas 
simuladas e medindo-se o torque. O trabalho indicado 
(Wi) e o trabalho realizado pelos gases sÔbre os êmbo-

los, obtido a partir das medidas das variaçÕes das pres 
sÕes e dos volumes nos cilindros. O trabalho teôrico 
(Wt), e a energia fornecida ao expansor, pelo ciclo pa-

drão, sendo obtida a partir dos valores das proprieda
des termodinâmicas do fluido de trabalho no ciclo, para 
as condições de admissão e exaustão estabelecidas. A 
pressão media efetiva e uma pressão hipotética constan
te, necessária no interior do cilindro durante o curso 
de expansão, capaz de produzir um trabalho igual ao tra 
balho de freio. A pressão media indicada e uma pressãõ 
hipotética constante, necessária no interior do cilin
dro durante o curso , capaz de produzir um trabalho 
igual ao trabalho indicado. 

Na analise do compressor, outros parâmetros são !e 
vantados com sua importância especifica, como a efici
ência isotérmica e a eficiência volumétrica, dadas por 
(5) e (6). 

onde: 

n 
v 

w. 
1t (5) 

(6) 

eficiências isotérmica e volumetrica,re~ 
pectivamente; 



w. 
~t 

trabalho isotérmico; e o trabalho realizado 
pelo pistão sôbre os gases, considerando o 
processo de compressão isotérmica; 

w. 
~ 

trabalho real realizado pelo pistão sôbre os 
gases; 

v
0

, V = volume deslocado pelo pistão e volume to-( 
tal do cilindro. 

O trabalho isotérmico (W. ) e calculado semelhan
temente ao trabalho teórico. ~t 

SISTEMA AUTOMÃTICO UTILIZANDO O SISTEMA DEC-LAB-11 

Em 1982, o Laboratório de Energia Solar da UFPB 
desenvolveu um Sistema de Instrumentação que avalia au
tomaticamente o desempenho de expansores alternativos 
[2], como pode ser visto no diagrama de blocos da Figu
ra 1. 

Banca d~ 
Alimentaçao 
do E::l)ansor 1 

E:r t,an:Jor 

1 f, 

LJ !CUlt u 

l Condicionador n de Sinais 
4 

Painel Mostrador 
do Estado do Si s tema 

Fluido de Chave DEC-LAB-11 
Alimentação c!o de 

Expansor 2 Mando 5 
------ -------

Fig. 1 - Representação do Sistema para avaliar o 
desempenho do expansor. 

i 

I 

Estes blocos são representações dos vãrios elemen 
tos do Sistema: 

(1) Reservatório do fluido de trabalho e condicio
nadores desse fluido para a admissão; 

~ 

(2) Painel mostrador constituÍdo de medidores de 
pressão, vazão e temperatura; 

(3) Chave de mando para efetuar a aquisição dos 
dados; 

(4) Condicionadores de sinais dos transdutores 
para serem levados ao Sistema DEC-LAB-11; 

(5) Sistema DEC-LAB-11; 
(6) Expansor. 

A Figura 2 apresenta o Sistema em detalhes, onde: 

(1) Compressor com reservatório capaz de manter as 
condiçÕes de alimentação do expansor em regi
me• 

(2) vãivula de regulagem do fluxo; 
(3) Manômetro tipo Bourdon para visualização dire

ta da pressão de saÍda do tanque dearmazenamen 
to do expansor; 

(4) Placa de orifício; 
(5) Manômetro de tubo inclinado; 
(Ambos 4 e 5 para a medição do fluxo de alimenta
ção do expansor) 

(6) Placa de orifício; 
(7) Transdutor de pressão diferencial do LES, uti

lizando sensor capacitivo; 
(8) Tanque de amortecimento para que as flutuaçÕes 

de· pressão do expansor não sejam sentidas no 
manômetro de tubo inclinado; 

(9) Manômetro; 

(10) T~rmômetro; 
(Ambos 9 e 10 tipo 
reta); 

(11) Transdutor de 

Bourdon, para a visualização di-

pressao do LES, utilizando o 
sensor capacitivo; 

(12) Transdutor de platina para medição de tempera
tura; 

(13) Manômetro tipo Bourdon para visualização dire
ta da pressão de admissão; 

(14) Transdutor de pressão do LES, utilizando o 
sensor capacitivo; 

(15) Freio de "Prony" para medição da potência de 
eixo; 

li 

8 11 IZ 14 IT 1f t• ZO Zl a• 11' IZ' 14' 17' 18' III' !O'Zr zt 

•• ,, 12' 14' ir' ... li' 2o'll1 

ZT 

za 
......... 
o ao .. t (L.Ir-31) 

Fig. 2 - Sistema Automático de levantamento de desempenho de expansores, desenvolvido 
pelo LES em 1982, baseado no Sistema DEC-LAB-11 da DIGITAL. 
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(16) Expansor em ensaio; 
(17) Transdutor Piezoelétrico para medir a pres

são dinâmica nas câmaras; 
(18) idem; 
(19) Detector de ângulo de manivela utilizando 

sensores Óticos para a determinação da posi
ção e frequência dos pistãos; 

(20) Transdutor de platina para medição da tempe
ratura de saída do ar do expansor; 

(21) Extensômetro para medir o torque através do 
freio de "Prony"; 

(22) Chave para iniciar a aquisição dos dados; 
(23) Os circuitos condicionadores são circuitos 

eletrônicos que transformam os valores de 
temperatura, vazão, pressão, deslocamento e 
torque, em níveis compatíveis com a interfa 
ce de aquisição de dados; 

(24) Interface de aquisição de dados de 16 canais 
(ADll-K) do Sistema DEC-LAB-11, com sinal de 
entrada de O a 5 V; , 

(25) Minicomputador PDP-11/34; da DIGITAL, sendo 
o processador central do Sistema DEC-LAB-11; 

(26) RelÓgio duplo programável (Dual Time Clock) 
utilizado para medidas precisas no tempo do 
deslocamento e da pressão; 

(27) Terminal de Entrada e SaÍda do Sistema DEC
LAB-11 (LA-36). 

Baseado no que está escrito acima, pode-se sepa
rar o funcionamento do Sistema em partes: 

Entrega do Fluido de Trabalho ao Expansor .Através 
da válvula controladora de vazão se estabelecem as con 
diçÕes para a admissão do fluido (pressão, vazão e te; 
peratura). Os transdutores apresentados na figura em 
linha pontilhada, encontram-se em testes para serem 
utilizados no sistema atual. 

Medições das Grandezas. A pressao de admissão e a 
altura da coluna do tubo inclinado são lidas e entre
gues ao Sistema através do LA-36. As medidas eletrôni
cas de temperaturas são feitas com sensor de platina 
(Pt-100) em circuitos com Ponte de Wheatstone e ampli
ficador diferencial. O torque é obtido através da me
dida da deformação de uma placa de aço conjugado ao 
freio de "Prony" com dois extensômetros em Ponte de 
Wheatstone e amplificador diferencial. As medidas de 
pressão dinâmica nas câmaras são feitas com transdu
tores piezoelétricos de rãpido tempo de resposta e 
amplificador. 

As medidas de deslocamento permitem a determina
ção da posição dos pistãos nas câmaras e da velocidade 
do eixo de manivela. Para isso utiliza-se um disco 
acoplado ao volante do expansor, com perfuração codi
ficada para a determinação da posição dos cilindros, 
identificados através de um sensor Ótico, com os ins
tantes de aquisição comandados pelo relÓgio duplo. 

Determinação do Desempenho através dos Programas 
Computacionais. O fluxograma da Figura 3 mostra 

a sequência de aquisição de dados. Cada ensaio se pro
cessa com uma nova partida do sistema, com as leituras 
medidas efetuadas sob carga e condiçÕes de admissão e 
exaustão estabelecidas. As pressÕes de admissão e 
exaustão e a altura manométrica são inseridas por meio 
do LA-36. Através da Interface ADll-K são feitas as 
medidas de: 

Temperatura de Admissão e de Exaustão; 
Deslocamento (3000) em intervalos de 0,1 
Pressões nos cilindros (300) para cada 
dro, em intervalos de 1 ms; 
Torque (300) em intervalos de 1 ms. 

As medidas feitas através do LA-36 deverão 
substituÍdas pelas medidas realizadas por meio 
transdutores de pressão capacitivos, em fase de 
tação no LES. 

ms; 
cilin-

ser 
de 

impla!!_ 
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SIM 

Lê Pa, Pe, hc 

E~p~ra Chave de Mando 

Adqujre Ta e Te 

Adquire Dados d e Torque 

Armaze ta nados 
no Diskette 

Vai para o Programa de 
Processamento de Darlos 

Pa press:o de admissão; 
Pe pressao de exaustão; 
hc altura da coluna; 
Ta temperatura de admissão; 
Te temperatura de exaustão. 

Fig. 3 - Fluxograma de aquisição de dados. 

O programa de processamento de dados é mostrado n~ 
Figura 4. No desenvolvimento do diagrama PV, o vol~e e 
obtido a partir dos parâmetros geométricos do pistao.A~ 
sim, para cada expansor deverão ser incluÍdos os valo
res do diâmetro do pistão, volume morto, comprimento e 
raio da manivela. A Tabela 1 mostra o exemplo de um re
latório correspondente a um ensaio. 
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Impri~· resulta~as 

Fig. 4 - Fluxograma do programa de processamento 
de dados. 

Tabela 1 - Parâmetros obtidos do expansor, para a 
pressão de admis são de 7,0 bar e exaus 
tão na atmosfera, nas frequências de 
6, 8, 10 e 12 Hz. 
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COMENTÁRIOS GERAIS E CONCLUSÃO 

A faixa de aplicação do Sistema baseado no PDP-
11/34 e determinada pelo tempo de aquisição de dados, 
tempo de resposta do sensor Õtico na medida de desloca 
mento, faixa de frequência e temperatura do transdutor 
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de pressão dinâmica, frequência do relÕgio que comanda 
a aquisição de dados e a medição do torque. Sendo o 
processo ciclico, sua utilização relativa ã frequência 
fica determinada pelo tempo de aquisição de dados (22 
~s para o Sistema DEC-LAB-11), visto que os outros pos 
suem tempo de resposta bem abaixo. Dessa maneira,o tem 
po de aquisição está bem acima de qualquer aplicaçãõ 
para os mais variados motores. O torque medido através 
do freio de "Prony" encontra maior aplicação em moto
res de baixa rotação (abaixo de 1000 rpm), portanto pa 
ra motores com rotação acima desta, deveria se utili~ 
zar outro tipo de freio. A faixa de temperatura dos 
transdutores de pressão dinâmica utilizados (transdu
tor piexoeletrico fabricado por SUNDTRAND DATA CONTROL, 
INC.), se situam numa faixa de -212 °C ate 250 oc. 

As precisÕes das medidas são tratadas individual
mente, através de pré-aferiçÕes, e propagação do erro 
do cálculo geral, que também pode ser emitido no rela
tõrio. 
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RESUM) 

O p!U.nc.ipa.i obje.Uvo du.te .tltaba.iho ê duCJteveJt uma metodologia pa11.a o p!toje 
.to de qu.e..0tadoJtu de combw...úveR. .elqu.ido, .tendo polt biL6 e o conhecimento do~ paltâme=
.tlto~ geome.t.ltico~ e dinâmico~ 6u.ndamen.t~ do ~~.tema em qu.u.tã.o: compltimen.to de cha
ma , p!tu~ã.o de injeç.ã.o e velocidade de queima. Adic.ionalmen.te, ap!tuen.ta-H uma u
.tJta.têgia paJta a ef.aboJtaç.â.o de um ~poói.tivo pMa a Jte.tenç.ã.o de chama ( "6f.ame 
hoR.deJt") e IL6 equaç.Õu e condiç.õu necu~álúiL6 pa11.a a coM.tJtu.ç.ã.o do mumo. 

INTRODUÇÃO 

No projeto dos diversos tipos de injetores, con
sideradas as dificuldades inerentes à adoção das premis 
sas básicas para o seu cálculo , configura-se um obstá~ 
culo adicional a existência de uma vasta gama de infor
maçÕes disponíveis na literatura especializada de forma 
dispersa e não ordenada. 

Este trabalho tem por objetivo a reunião destas 
informaçÕes em um contexto Único e a elaboração de uma 
metodologia de cálculo para o projeto de injetores com 
jato lÍquido cilÍndrico ("blast atomizer") para combus
tíveis de baixa viscosidade. 2 importante frisar que o 
desenvolvimento aqui exposto, modificadas as equaçÕes 
fundamentais , poderá ser aplicado ao projeto de outras 
modalidades de injetores. 

A caracterização do injetor analisado enquadra
se na classificação geral apresentada por Beér e 
Chigier [1], fundamentada em uma revisão bibliográfi
ca anteriormente feita por Dombrowski [2]. 

A análise em questão divide-se em três ~artes 
principais: procedimento iterativo de determinação da 
velocidade relativa e do tamanho da gota , projeto dos 
orifícios de ejeção dos fluidos e projeto do dispositi
vo de retenção de chama. 

VELOCIDADE RELATIVA E TAMANHO DE GOTA 

O desenvolvimento feito visa a determinação da 
velocidade relativa ar-líquido, partindo do conhecimen
to prévio do comprimento de chama, L, e do tipo de com
bustível utilizado. O tamanho máximo de gota gerada 
no processo de atomização resulta como um parâmetro 
auxiliar na verificação do procedimento iterativo empr~ 
gado. · 

Assim sendo, tal sistemática de cálculo pode ser 
descrita da seguinte forma: 
a) supor um tempo de queima da gota, t; 
b) calcular o diâmetro da gota, Do, que queima neste 

tempo, através da expressão dada por Beér e Chigier 
[1]: 

Àt (l) 

onde À , a constante de queima, depende apenas do combus 
tÍvel utilizado; 
c) calcular a velocidade relativa ar-lÍquido, <v>,dada, 

segundo Levich [3] , por: 

(2) 
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Cabe frisar que a equaçao (2) mostra uma relação 
entre a velocidade relativa e o diâmetro máximo de gota 
formada no jato, sendo este adotado por estar diretamen 
te associado ao comprimento de chama. -
d) verificar se a velocidade relativa obtida satisfaz o 

critério de velocidade da equação (2), mediante a r~ 
lação: 

( 3) 

Em caso negativo, deve-se voltar ao item a. 

DIMENSIONAMENTO DOS ORIF!CIOS 

O cálculo dos orifÍcios de saída dos fluidos tem 
como dados de projeto a vazão mássica de combu~tível, 
m , sua pressão na entrada de 1nJeção, Pe, a razao ar
combustÍvel, E, e a pressão de entrada do ar, Pge, 

Com este propÓsito, será adotada a seguinte se
quência com as considerações pertinentes: 
a) dimensionar o orifício para o jato lÍquido com base 

no princípio de operação do Venturi com cavitação , 
fato que possibilita o controle do fluxo mássico nas 
condiçÕes de projeto. Assumindo que a pressão no 
estrangulamento é a pressão de va~or do lÍquido, Pv, 
vale, segundo Wright e Olicker [4J, escrever que : 

m C A[2pg(P -P )] 112 
e v 

(4) 

onde C, a constante característica do Venturi, é aproxi 
madamente 0,93 para o regime totalmente turbulento. 
b) com a área obtida em (4), calcular a velocidade me

dia do jato lÍquido, v, através da seguinte expres
sao: 

pvA (5) 

c) com a velocidade relativa ar-líquido já determinada, 
calcular a velocidade média do ar na região de con
tato, Vg: 

<v>+v (6) 

d) com o resultado de (6), calcular as dimensões do cri 
fÍcio para o ar pela equação: 



m 
g pgvg\ (7) 

De modo a testar o tempo de queima da gota usado 
n~ procedimento iterativo, adota-se a seguinte expres
sao: 

(v+v ) 
L = -----lL t 

2 (8) 

Uma vez que a velocidade n~dia da gota no percur
so L é de difícil obtenção, considerou-se;= (v+vg)/2 
como um valor não muito distante do real para efeito da 
compatib ilização final. 

Um parâmetro que pode ser utilizado para a verifi 
cação da necessidade do uso de um ou mais injetores pa~ 
ra a obtenção da vazão de combustível requerida, com o 
respectivo comprimento de chama, é a distância ao longo 
da qual o jato de lÍquido permanece intacto, fornecida 
por Levich [3j: 

X 30R (9) 

onde R é o raio do orifício. 
Este comprimento é independente da velocidade do 

jato de lÍquido sob condiçÕes normais em ar. 

DISPOSITIVO DE RETENÇÃO DE CHAMA 

~ interessante trabalhar com a menor distância to 
tal entre o orifício e a extremidade da chama (Fig. 1)~ 
Entret anto, há que se ter em mente que os valores da 
distância ao longo da qual o jato de lÍquido permanece 
intacto, X, e o comprimento de chama, L, são fixados pe 
las condiçÕes de projeto. -

z L 1 
Figura l. Diagrama Esquemático da Chama 

Desta forma, resta minimizar a distância entre o 
ponto de fragmentação do jato de lÍquido e a base da 
chama, Z. Este efeito é alcançado através da colocação 
estratégica de um dispositivo de retenção de chama (Fig. 
2) . 

Ar-

_,.,.,.,;.,, -)11 ~ 
mzwwzz ~~ 

1 v I l 
4 

Figura 2. Efeito da Retenção de Chama 

Usualmente empregam-se discos, cones e grades , en 
tre outros objetos de diferentes formas geométricas ,com 
a finalidade de provocar a retenção da chama, visto que 
a jusante de tais dispositivos são geradas regiÕes de 
deslocamento da camada limite com o aparecimento de ve
locidades reversas. Este fenômeno possibilita a dimi
nuição da velocidade relativa ar-gota lÍquida a um va-
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lor compatível com aquele necessário para a queima do 
combustível. 

Centrando a análise em um dispositivo cônico posi
cionado no final da região X de forma frontal ao fluxo 
(Fig. 3), é conveniente observar as seguintes caracte
rísticas principais: 

- o ângulo da base do triângulo de revolução gera
dor do cone deve ser maior que 45°; 

- o diâmetro da base do cone deve ser ajustado ex
perimentalmente. 

Ar -
vmzzzmzzvvzzzzzzzz~ 

v;;;;;;5;;~;7;~zam~ 
Ar-

Figura S. Sistema de Injeção com Dispositivo de Reten
ção de Chama 

A colocação do cone provoca uma grande divergência 
do jato, fato nem sempre desejável . Para minimizares
ta divergência e também auxiliar na retenção da chama, 
emprega-se uma tela localizada na base do cone. 

A abertura das malhas desta tela deve ser apro.xima 
damente o dobro do diâmetro máximo das gotas formadas,-
Do. 

Neste ponto, é bom ressaltar que o ângulo limite 
de 450 anteriormente mencionado permite a utilização do 
roteiro de cálculo para a previsão do ângulo formado en 
tre o escoamento emergente da tela e a normal local, ~~ 
de acordo com as informações dadas por Carrothers e Bai 
nes [sl e Mehta [6]: 

a) cálculo do coeficiente de queda de pressão , na 
tela, K: 

K 1,26 (S) /(1-S) (lO) 

onde S é definido como a razão entre a área projetada 
dos fios e a área total da tela. 

onde 

e 

b) cálculo do coeficiente de queda de pressão para 
a tela inclinada , Ke: 

2 
Ke = K cos e 

c) cálculo do coeficiente de deflexão, ae: 

1 -1 
ae = ã tan 

I. e ? Fe ] 
Ltane - 2 sec ·e c 18 )FJ 

Fe 
18 [ 0,68 - ( ~ 
F = (1,0 + l,Se) 

d) cálculo do ângulo emergente, ~: 

~ aee 

(11) 

( 12) 

(13) 

Desta forma, é possível estabelecer uma relação en 



tre o já mencionado ângulo da base do triângulo de revo 
lução gerador do cone e o ângulo emergente. 

OBSERVAÇÕES FINAIS 

Sustentando o ~onto de partida da metodologia a
qui exposta, Beer [lJ cita resultados do trabalho ' de 
Burgoyne e Cohen que utilizam aerosõis de tetralina com 
gotas de diâmetro uniforme e concluem que para diâme
tros inferiores a 10 ~m, a mistura queima como um gás 
pré-misturado. Por outro lado, com valores superiores 
a 40 ~m, o comportamento transiente obedece a chamada 
Lei do Quadrado do Diâmetro, apresentada na equação (1). 

O trabalho entendido como um todo concentra seus 
esforços na definição de uma primeira abordagem, onde 
são determinados os principais parâmetros utilizados no 
projeto final. Obviamente, far-se-ão necessários al
guns ajustes complementares resultantes das atividades 
e~perimentais de construção do aparato e de sua opera
çao. 

Entretanto, é interessante destacar que esta meto 
dologia foi aplicada com sucesso na construção de um 
dispositivo para a queima de álcool, com os seguintes 
parâmetros: rn = 3 gs-1, E = 9, P = 2 atm, P = 2 atm 
e L = 30 cm. e ge 

NOMENCLATURA 

A area da seçao transversal do orifício para o j ato 
lÍquido 

A área da seçao transversal do orifício para o ar 
g 

c - constante característica do Venturi 

D - diâmetro da gota o 
K - coeficiente de queda de pressao da tela 

Ka - coeficiente de queda de pressao da tela inclinada 

L - comprimento de chama 

m - vazao mássica do combustÍvel 

m - vazao mãssica do ar 
g 

p - pressao na entrada do sistema de injeção e 
p - pressão de entrada do ar ge 
p - pressao de vapor do liquido 

v 
R - raio do orifício para o jato lÍquido 

s - razao entre a área projetada dos fios e a área 
total da tela 

t - tempo de queima da gota 

v - velocidade media do j ato lÍquido 

v - velocidade média do ar 
g 

<v>- velocidade relativa ar-líquido 

X distância ao longo da qual o jato lÍquido perma
nece intacto 

Z distância entre o ponto de fragmentação do jato lí 
quido e a base da chama 

aa - coeficiente de deflexão 

E - razão ar-combustível 

6 - ângulo de incidência sobre a tela 

À - constante de queima do combustível 

~ - viscosidade dinâmica do lÍquido 

p - densidade do lÍquido 

p - densidade do ar 
g 

o - tensão superficial do liquido 

~ - ângulo emergente 
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RESUMO 

Fo.<. duen~o.e.v.<.do, expe.M.menta.ônente , um ~-ú..te.ma. de contlw.te e u.ta.biliza.çâo da. 
.tempeJr.a..tuJI.a. da. a.gua. de aM.e6ec-únento de mo.toJt.U, pa.Jt.a. Mo em ba.nco de e~a..<.o6. Nu .te 
.tJt.a.ba..tho ~ão a.na..e..<.za.dM a.6 .tempeJI.a..tuJLa.6 de entJt.a.da. e de 6a..<.da., con60Jt.me noJt.m~ pa.Jt.a. en-
6a..<.o6 de mo.toJt.U "MB 372" da. ABNT. A.tgu.~ Mpec.to6 de cu.6.to6 e da. 6abJt..<.ca.ção do equ..<.pa 
menta (S-<.6.tema.) .ta.mbem 6oJt.a.m .e.eva.n.ta.do6. F.<.na..tmente, 6ão 6W.CU> a..tgu.mM co~.<.deJt.a.çÕeJi 
~-Jt.~ção a. 1?.6.ta.biliza.ção ope~t.a.c.<.ona.l do 6.<.6.tema., com o mo.toJt. 6u.bmet.(_do a. ca.Jt.gM va.
JU.a.ve-<-6. 

Durante os ensaios de motores de combustão inter 
na, em bancos de prova, a água de arrefecimento tem 
suas temperaturas de entrada e saida controladas . Essas 
temperaturas podem ser controladas e estabilizadas auto 
maticamente através de um sistema adequado de transfe~ 
rências de calor e massa. 

Em bancos de prova, o sistema deve ser capaz de 
operar dentro da capacidade do banco, para tipos e mar 
cas diferentes de motores. Seria antieconõmico e trabã 
lhos o adaptar para cada motor submetido a ensaios, o seü' 
prÓprio sistema de arrefecimento. 

A maioria dos motores convencionais arrefecidos 
a líquido trabalham com temperatura de saída do fluido 
de arrefecimento entorno de 80°C, devendo o fluido de 
entrada estar a uma temperatura tal que se estabeleca 
um gradiente da ordem de 10°C, evitando-se com isso cho 
ques térmicos. 

Os autores deste trabalho desenvolveram, experi
mentalmente, um sistema de controle com estabilização 
das temperaturas de entrada e saída da água de arrefeci 
mento para motores em banco de ensaios . -

Com o equipamento instalado e ensaiado pretendeu 
se uma solução técnica e economicamente viavel capaz de 
atender as especificaçÕes da Norma MB-372 da ABNT, nn 
que se refere às condições de ensaios (1]. 

DESCRIÇÃO DO SISTEMA DE CONTROLE 

Esquema da instalação . Na Figura 1, o esquema da 
instalaçao com todos os seus componentes para o sistema 
desenvolvido e ensaiado, onde: 
T - reservatório do suprimento de água; 
Vr - válvula (registro) de alimentação do reservatório 

T; 
Vb - válvula tipo bÓia para controle de nível; 
Ve - válvula (registro) de admissão para VT; 
VT - válvula termostática de 3 orifícios e duas vias(du 

plo efeito); 
RH - reservatório para homogeneizar a temperatura de en 

trada; 
C - coluna (volume) de controle ; 
O - dreno para o excesso do volume de controle; 
Tps- ~oço para termopar de medição da temperatura de 

agua de sa ida; 
Tpe- ~oço para termopar de medição da temperatura de 

agua de entrada . 
A rede de distribuição alimenta o reservatório T 

através de Vr. O nível é mantido por intermédio da vái= 
vula Vb. O nível do reservatório T deve estar o ma~ · 
próximo do nível de tomada S da água de saÍda no motor 
para assegurar pressões igü'ais nas entradas 1 e 2 da 
válvula Vt. O reservatório RH tem a função de homogenei 
zar a miStura formada pela agua quente de recirculac;ãõ. 
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da coluna C e a agua vindo do reservatório T de supr~ 
mento através de Ve. 

t REDE 

Figura 1 - Esquema de sistema de controle. 
E - água de entrada do motor 
S - água de saida do motor. 

Durante o início de aquecimento do motor, a válvu 
la VT mantém a via 2/3 aberta e 1/3 fechada. A bomba de 
de arrefecimento do motor recircula para dentro do volu 
me de controle, de tal forma que, 

( 1) 

Quando o motor atinge as condiçÕes de regiro~, de
terminadas no sistema pelas características da valvula 
VT, onde a válvula VT admite fluxo parcial pela via 1/3 
proporc ional a dissipação do motor, sendo drenado por Q 
fluxo igual da água de recirculação. Mantendo-se assim 
estáveis as temperaturas da água de entrada e saída do 
motor. 

Balanços de massa e energia. Para o volume de con 
trole constante tem-se o balanço instantâneo de massa 
[ 2], 

(2) 



m2 = ms - mD (3) 

então, substituindo-se a (3) na (2) fica, 

m3 = m1 + ms - mD (4) 

como o fluxo que entra no motor é igual ao fluxo que sa~ 

m3 = me = ms 

finalme nt e , 

m3 = m1 + ms - ~ 

~ = m1 

(5) 

(6) 

(7) 

Portanto, o fluxo que entra no sistema por Ve é 
igual ao fluxo drenado em D. Ver Figura 1. 

Para o bal anço instantâneo de energia [ 2], conside 
rando o sistema isolado t e rmicamente , a partir dos pon
tos assinalados na Figura 1, t em-se , 

m1h1 + m2h2 m3h3 

m h 
s s m2h2 + ~hD 

m h 
e e 

(8) 

(9) 

as exp r essões (8) e (9) permitem que se escreva a identi 
dade, 

(m h 
s s mehe) = (~hD- m1h1) ( 1 O) 

foi visto na expressão (7) que mD = m1, tendo em vista a 
(10) e , chamando Qr de calor rejeitado pelo motor, então 
escrevem- se as expressões (11) e (12), 

Qr 

Qr 

ou ainda , 

m1 

(m h - m h ) 
s s e e 

m
1

(hD - h
1

) 

-1 
Qr(hD - h 1) 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

Como nas condiçÕes de r egime do sistema pode-se 
afirmar que h 1 e h0 são praticamente co nstantes, o fluxo 
de massa m1 fornec~do ao sistema e con trolado pela válv~ 
la VT, torna-se diretamente proporcional no cal or Qr re-
jeitado pelo motor. --

METODOLOGIA DOS ENSAIOS EXPERIMENTAIS 

Para verificar- se o desempenho do sistema 
vido , acoplou-se o mesmo a um banco de ensaios 
res, capacidade de 100HP (75KW), composto dos 
principais [3]: 

dinamómetro hidráulico; 
. tacómetro digital ; 

desenvol 
para moto 
elementos 
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cronômetro di gital; 
sistema de medição de combustível ; 
sistema de medição de t empe raturas. 

Para realização dos ensaios utilizou-se um motor 
automotivo a álcool (1300 c. c. ). O motor foi submetido a 
ensaios de consumo de combustível a cargas parciais nas 
rotações de : 1500, 2500, 3000, 3500, 4000 e 4500 rpm, 
para cargas variando entre a plena carga e carga em va-
zio. 

Para cada rotação de ensaio , ajustou-se o avanço 
de centelha para obtenção da carga máxima. Para uma ro
tação e avanço de centelha constantes, variou-se a bor 
boleta do ace lerador, para seis pontos previamente es~ 
colhidos , ent re a plena carga e carga em vazio. Para ca 
da ponto, posição fixada da borbole ta do acelerador, fo~ 
ram medidas : carga no dinamômetro, número de revoluçÕes 
no eixo , tempo de medição do combustível ; temperaturas 
de entrada e saida da água de arrefecimento do motor; 
temperaturas do Óleo lubrificante, dos gases de escape, 
do combustível na bureta; temperaturas de bulbo seco e 
bulbo úmido para o ar; pressões barométrica e do Óleo 
lubrifican t e . 

A partir dos dados medidos foram calculadas: 
. rotação média, nm (rpm), pela expressão , 

n 
m 

(ERev) (ET) - 1 . 60 

potência efetiva, Ne(kW), pela expressão, 

N = M.n .(9549,305)- 1 
e m 

( 14) 

( 1 5) 

porcentagem da potência efetiva máxima, Àmáx (7.), pe
la expressão, 

Àmáx ( - )-1 Ne Nemax . 100 

. co nsumo específ ico, q(kg/kW.h), pela expressão. 

q Q.N -1 
e 

. consumo de combustível, Q(kg/h), pela expressão, 

Q 
-1 

(7 ,2) . v.D. (T
1 

+ r
2

) 

( 16) 

(17) 

( 18) 

Esse conjunto de dados obtidos caracterizou um 
ponto de uma curva. Ao conjunto de curvas obtidos nas 
vária s rotações denominou-se de ensaio de consumo as car 
gas parciais. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Os resultados obtidos, a partir das planilhas de 
dados, foram condensados na Tabela 1, onde aparecem as 
temperaturas de saida ts e de entrada te da água de ar
refecimento do motor, em função da porcentagem da potên 
cia efetiva máxima Àmáx e das rotações de ensaios. -

A Tabela 2 mostra o comportamento do sistema, no 
momento em que o motor atinge as condições de regime. 
Na Tabela 2 aparecem as temperaturas de entrada te e 
saida ts da água de arrefecimento e as temperaturãs do 
Ól eo lubrificante tol, para o motor submetido a duas ro 
tacões, em um primeiro ensaio a 1500rpm e posteriormen~ 
te a 2500rpm . Esses dois ensaios de verificação foram 
feitos a carga praticamente em vazio, onde foi determi
nado o tempo de aquecimento do motor, medido em minuto~ 
desde a condição motor parado (temperatura ambiente)até 
a condição de regime permanente. Esse tempo medido indi 
ca o tempo de comportamento transitório . 



Tabela 1 - Temperaturas de saída e entrada da água de aE_ 
refecimento em função da porcentagem da po-
tência efetiva mãxima e das rotações de en-
sa ios. 

Rotaçao: 1500rpm. 
Àmáx 100,0 83,7 77,6 69,2 54.9 18,2 
r 79 79 78 78 78 78 s 68 68 68 68 68 68 t e 

Rotaçao: 2500rpm . 
Àmáx 100,0 85,7 70,1 60,8 41,6 20,3 
t 79 79 79 78 78 78 s 70 69 69 69 69 69 t e 

Rotaçao: 3000rpm. 
Ãmáx 100,0 75,6 65,3 55,1 38.1 15, 1 
t 80 79 79 79 78 78 s 

70 69 68 68 68 68 t e 

Rotaçao: 3500rpm. 
Àmáx 100,0 70,0 59,2 53,0 39,2 13,5 
t 79 78 78 79 78 78 s 

70 70 70 70 70 69 t e 

Rotaçao: 4000rpm. 
Àmáx 100,0 79,8 6 7,6 56,8 35,5 13,9 
t 80 80 79 79 79 79 s 69 69 69 69 69 69 t e 

Rotaçao: 4500rpm. 
Àmáx 100,0 88,5 68,1 56,0 40,7 24,8 
t 80 79 79 78 78 78 s 

69 68 68 68 68 68 t e 

Tabela 2 - Comportamento transitório de aquecimento do 
motor, para as temperaturas de entrada ~ e 
de saída ts. Carga praticamente em vazio. 

Rotaçao Tempo de Temperaturas(OC) 
(rpm) Aquecimento 

tol te ts (min) 

1500 15 78 69 79 
2500 9 88 69 79 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Conforme pode-se observar através da Tabela 1 as 
temperaturas de saída e entrada da água de arrefecimen
to do motor mantiveram-se praticamente estáveis, comuma 
variação máxima de 2°C, ao longo de todas as curvas do 
ensaio. Os resultados obtidos estão dentro das especifi 
cações da norma MB-372,da ABNT, uma vez que essa mesma 
previuma variação de ± 5°C. Comparando a variação da es 
tabilidade das temperaturas de entrada e de saída, com 
a variação prevista na norma para os ensaios obtidos 
com o sistema de arreferimento desenvolvido, verifica
se que o sistema tem uma folga operacional de 60% em re 
lação ao limite estabelecido pela MB-372. 

A Tabela 2 mostra que o sistema leva um tempo re
lativamente curto para atingir o regime de trabalho. 

Anotações feitas durante os ensaios experimentais 
e os resultados obtidos na Tabela 1 indicam que a válvu 
la termostática VT utilizada satisfez plenamente a capa 
cidade do banco de ensaios, uma vez que não se observo~ 
o aparecimento de golpe de ariete. 

O custo do sistema é consideravelmente baixo quan 
do comparado com o custo de uma válvula termostática de 
3 vias regulável encontrada no mercado, a razão de cus
to e da ordem de 1 : 22 [4]. O sistema desenvolvido pe
los autores deste trabalho pode facilmente ser construi 
do com materiais encontrados no comércio local. -

CONCLUSÕES 

Construido, instalado e realizados os ensaios com 
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o sistema de arrefecimento da água de entrada e saída 
para motores em banco de teste . Foram tiradas as segui~ 
tes conclusões : 
a) o sistema desenvolvido de controle e estabilização 

da água de arrefecimento para motores em banco de en 
saias, mostrou-se satisfatório, trabalhando dentro 
das especificaçÕes da norma MB-273 da ABNT; 

b) o sistema apresenta como limitação não permitir o 
ajuste de "set point" para outros níveis de tempera
turas, apesar do "set point' fixo da vãlvula VT esta r 
dentro das especificaçÕes da mesma; --

c) para motores que tenham especificaçÕes de temperatu
ras fora da norma, sugere-se para análise, a adapta
ção de uma válvula termostática própria do motor em 
um invÓlucro de três orifícios em configuração seme
lhante a da válvula utilizada neste trabalho. 
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lNTRODUCTION 

Energy Conservation and the Built Environment. ln 
the aftermath of the energy cr1s1s of the early 1970's 
limiting energy comsumption has become one of the most 
important priorities in an industrialised society. The 
need therefore exists for research into energy use in 
buildings aimed at conservation of energy through 
improved design. ln the last decade a large amount of 
the effort in this area has been concerned with the 
development of building thermal simulation computer 
programs which permit a rapid appraisal of alternative 
design strategies . 

Main Uncertainties in Building Thermal Models. A 
comprehensive study of the new generation of buildin~ 
thermal models by the lnternational Energy Agency !11 
concluded that their accuracy ·is presently limited by 
uncertainties in the input data, particularly for air 
infiltration and convective heat transfer rates. Melo 
!2!, has demonstrated that the accuracy of two dynamic 
building thermal models is strongly dependent on the 
correct choice of external exchange coefficients. 

The External Convection from Buildin s. Design 
guides in Britain !3! and America !4 provide simple 
methods for estimating convective heat lesses from 
buildings, although these can not accurately reflect the 
complex mechanism of heat transfer over the whole of a 
building's surf~ce. They recommend data correlations 
for the exterior convective heat transfer coefficient 
over buildings which are simple algebraic functíons of 
wind speed, albeit with widely differing empirical 
coefficients. Such correlating equations take no account 
of the predominant wind direction, the change in shape 
and height of the atmospheric boundary layer over 
different terrain, or the relative dimensions of the 
building. Nevertheless, they are commonly adopted for 
use in building thermal models. 

EXlSTlNG STUDlES lNTO CONVECTlVE HEAT TRANSFER FROM 
BUILDlNGS 

Theoretical Forced Convective Heat Transfer From 
a Flat Plate 1n Parallel Flow. Desp1te 1ts simplicity, 
parallel 1boundary layer flow over a flat plate occurs 
in numerous engineering applications . ln this type of 
flow two different correlations are established 
according whether the flow is laminar or tubulent. 

0,664 ReL
112 

Pr
113 

(laminar) (1) 
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NUL = 0,036 ReL
415 

Pr
113 

(turbulent) (2) 

Experimental Studies of Forced Convective Heat 
Transfer from Flat Plates. One of the first 
invest1gat10ns in this field was made by Jtlrges in 1924, 
as quoted by Me Adams Is!. JUrges used a heated copper 
plate, approximately O,Sm square, mounted vertically 
flush with the walls of a wind tunnel. Two surface 
textures roughnesses were examined, and expressions 
developed for two different wind speed ranges.The first 
range includes wind speeds from O to 5 m/s, and in the 
second, wind speeds greater than 5 m/s. For the first 
range, the convection coefficient, h, was found to be 
a linear function of the wind speed, V, and could be 
represented by the following relations: 

h(smooth) 4,0 v + 5,6 (3) 

h(rough) 4,2 v+ 6,2 (4) 

For the second range, Jtlrges data was better 
represented by power-law expressions: 

h(smooth) 7,1 v0,78 (5) 

h(rough) = 7 s v0,78 . (6) 

Rowley et al !6! in 1930, conducted a comprehensive set 
of wind tunnel tests in arder to investigate the effect 
of surface texture, air velocity and temperature range 
on the variability of the surface coefficient. The 
results showed that for a constant air velocity a 
higher mean temperature of the plate and air brought 
about a slightly higher surface coefficient. The effect 
of surface roughness on the coefficient was much 
greater, with the surface coefficient for stucco being 
almost twice that for glass. Figure 1 shows the heat 
transfer coefficient for each of the materials tested 
as a function of the wind velocity. 

The experiments previously described apply to 
parallel flow pasta surface. Realising that inpractice 
the wind could blow at any angle to the building's 
surface, Rowley . examined flat plate 
directional effects by varying the angle of incidence 
between a test surface and the wind. It was found that 
for wind velocities up to 7 m/s the coefficients were 
substantially the sarne for angles of incidence between 



JS to 90 degrees, all being less than for parallel flow. 
Above 7 m/s, the coefficients were reduced as the angle 
between the surface and air stream was increased.It was 
concluded therefore , that the heat transfer coefficien~ 
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Figura 1. Surface heat transfer as a function of 
wind speed . 

obtained from the parallel flow experiments would 
be sufficiently accurate for most practical cases. 

The measurements of JUrges [s[ and Rowley et al 
[6[ were restricted to surfaces with heated lengths of 
0,50 and 0,30m respectively. In an attempt to quantify 
the effects of varying the heated surface length, 
Parmellee and Huebschet· [7[ conducted an experiment 
using a vertical heated smooth flat plate, placed in a 
wind tunnel, swept by a horizontal parallel as strcam. 
The convection coefficient was found tobe significantly 
affected by the surface length, the average value 
decreasing for increasing surface length. 

Sogin [os[ carried out a series of experiments 
with the objective of measuring the heat transfer by 
forced convection from immersed surfaces to totally 
separated regions of flow. The essential feature of the 
experiment was a bluff flat plate strip in two
dimensional flow.The datawere satisfactorily correlated 
by an equation of the type. 

NUL = B Re2/3 (7) 

Where B had practically the uniform value of 0,20 for a 
flat-plate strip at 90 degrees angle of attack. 

Richardson [09[ examined severa l experimental 
studies of heat and mass transfer in fully-separated , 
turbulent flows, ando also concluded that the Nusselt 
number at the rear of a bluff body normal to an air 
stream was proportional to the 2/3 power of Reynolds 
number. He found that at the rear stagnation point on a 
cylinder , the value of the coefficient B ranged between 
about 0,13 and 0 , 25 for all available measurements,with 
a mean value of about 0 ,1 75. 

Experimental Studies of Forced Convective Heat 
Transfer from Three Dimensional Bluff Bodies. Rowley 
~i~~ - lhat for all practical purposes 
the surface coefficients obtained for a ir flow parallel 
to the surface could be used without any correction for 
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wind direction. Nevertheless, his graph of surface 
coefficients for glass showed a significant variation 
with angle of incidence, e.g . at V = 4,5 m/s there is 
a 20 percent difference between the surface coefficient 
for angles of incidence of O and 60 degrees. 
Subsequently, Oliphant [10[ performed expe riments in 
order to determine the air velocity across the front 
cover of a solar collector and to observeanydependence 
on wind direction. Although no correlationwas presented 
by Oliphant, his data showed that the meteorological 
wind speed was between 1 , 3 and 3 times greater than air 
velocity parallel to the collector , depending on wind 
direction. 

Sparrow and Tien [11[ conducted experiments to 
determine the average heat transfer coefficients for 
forced convection airflow over a square plate of finite 
thickness that was inclined and yawed relative to the 
oncoming flow. The experiments involved mass transfer 
measurements and were carried out via the naphathalene 
sublimation technique. It was found that the heat 
transfer coefficients decreased by only 5 percent as 
the angle of attack varied from 90 to 25 degrees and 
increased by about 1 percent over the entire range of 
yaw angles . 

Sparrow, Ramsey and Mass [1 2 [ extended the range 
of study beyond that of Sparrow and Tien [11[ ~y 
considering a finite-width rectangular plate. Two bas1c 
plate configurations were analysed . O~e of the~e, 
referred to as the narrow plate, had 1ts longer s1de 
oriented vertically whereas the second , or wider, plate 
had it on a horizontal plane. As equation which 
represented all the data from the wider-plate , narrow
plate and the square plate tests for angles of attack 
between 90 and 25 degrees, was then presented : 

NUL 0,86 Re 1/2 P 1/3 L r (8) 

The relationship derived by Sparrow and his co
workers have the attraction of great simplicity. It is 
also related to a three-dimensional bluff body, and 
therefore might be considered appropriate for applica
tion to building surfaces . However since Sparrow's 
experiments were made in a wind tunnel with a uniform 
air stream there is a need to determine whether or not 
his results can be used to predict convective heat 
exchange in the natural environment. Test , Lessmann and 
Johary [13[ performed experiments with this purpose in 
mind . 

ln earlier wind tunnel studies they 
observed that free streamd isturbances dramatically 
1ncreased heat transfer. A turbulence level of 2.5 
percent compared to average s peed resulted in a general 
elevation in heat transfer coefficients of 50 to 60 
percent. These results were in line with those reported 
from previous wind tunnel studieR. The 
free-stream turbulence level in 
the atmosphere can be quite high, and it might 
therefore be expected that heat transfer coefficients 
in the natural environment would be higher than in a 
low turbulence wind tunnel. Consequently, Test et al 
[13[ carried out experiments in the natural environment 
and compared them to the previous wind tunnel 
results . 

The experimental data was obtained at an angle of 
attack of 40 degrees and again showed a dramatic 
increase in heat transfer coefficient to about 200 
percent above that in the wind tunnel . Thus, Test et al 
conc luded that data correlations based on low turbulence 
intensity wind tunnel t es ts, such as those obtained by 
Sparrow ' s group, significantly underestimate the heat 
transfer due to wind flow in the natural environment. 

Sturrock [14[ undertook wind tunnel experiments 
to measure velocity profiles and convective · heat 
transfer distributions around three-dimensional bluff 
bodies . The models consisted of 0 , 23m and 0,30m cubes 
mounted in a laminar flow wind tunnel. The local 
convective heat transfer coefficients measured on a 
particular face of the cube were different from those 
measured on flat plates and also were significantly 



dependent upon the orientation of that face relative to 
the wind direction. The highest convection coefficients 
were found to occur on the surfaces whose normal made 
an angle of 30 degrees to the wind direction. Higher 
values were observed near the edges of the surfaces .The 
convection coefficients on leeward surfaces were found 
to be about half those on windward surfaces . Finally,it 
was concluded that the average convection coefficient 
on a exposed face of a 0,23m cube was a linear function 
of the wind speed over the range 3-10 m/s, according to 
the following r elationship 

h 5,7 vr + 23 (9) 

Sturrock 11 4 1 also made field measurements of the 
convective heat transfer at a limited number of points 
on the externa! surface of a 26m high tower block under 
natural conditions . The field values were different from 
those obtained in his previous 
tunnel investigation. Two new relationships were 
suggested 

h 5,7 Vr + 11,4 

for windward surfaces, and 

h 

wind 
then 

(lO) 

(11) 

for leeward surfaces . Where V is the wind 
measured above the roof surfac~ 

velocity 

A series of tests to determine the convective 
heat transfer coefficients on a full-scale building 
was undertaken by lto , Kimura and Oka 1151 .The building 
under test was a 6 storey office block having an open 
L-shaped plan, located in Tokyo. Although the results 
presented by lto et al contain a fairly high degree of 
scatter, they show that the convective heat transfer 
coefficient tends to vary linearly with air flow 
velocity near the wall and that this variation is 
independent of wind direction. Consequently, they 
recommended that the estimation of the convective heat 
transfer should be broken down into two different step~ 
ln the first step, the velocity near the surface of 
interest should be calculated taking into account the 
relative wind direction to the surface and the surface 
location on the building . ln the second step an 
appropriate relationship between convective heat 
transfer and the air flow velocity near thP surface 
should be used. The following relation was then 
proposed : 

h 18 6 v 0,605 
, w (12) 

Where V is the near-wall wind velocity. 
B~rns lr61 also performed wind tunnel and field 

measurements. These experiments were made on flat 
plates, cubes and on a small building. The experimental 
data from the cubes tests are presented for three 
turbulence leveis (0 , 4 and 10%), and for various wind 
directions. The highest convective heat transfer 
coefficient was found to occur at an incident angle of 
20 degrees for all turbulence leveis involved. For 
windward surfaces the convection coefficients tended to 
increase significantly with increasing turbulence level 
and also to vary with changing wind direction . For 
leeward surfaces the measured convection coefficients 
showed little variation with either incidence angle or 
turbulence intensity. 

Sharples 1171 undertook the most recent 
experimental work on convective heat transfer on a 
full-scale building. He made field measurements on the 
18 storey Arts Tower at Sheffield University, UK.lt was 
found that the heat transfer coefficients on windward 
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surfaces for a given wind speed increases with height 
and towards the edge of the building, whereas only small 
variations were observed on leeward facades. lt was 
also found that the relationship between the convective 
heat transfer coefficient and the near-surface air flow 
velocity was dependent on the relative wind direction , 
contrary to the findings of lto et al lt5l. Sharples 
therefore proposed a simple algorithm for calculat i ng 
the convection coefficient for the worst case (18th 
floor edge site) in which the local air flow velocity 
is first determined for either the windward or leeward 
surfaces, and then the transfer coefficient is evaluated 
from this velocity . The local, near-surface air velocity 
was given by: 

{13) 

for windward surfaces, and 

(14) 

for leeward surfaces. The convective heat traasfer 
coefficient on either surface is then determined from 
the simple relation: 

h (15) 

Where v10 is the wind speed at 10 meters level. 

Current Design Standards. Having reviewed the 
existing studies concerned w1th wind-induced convective 
heat transfer from buildings, is is now possible to 
summarize the origins and recommendations found in the 
current design guides . The ClBSE guide 131 provides 
architects and engineers with a design procedure for 
handling externa! convection which is based on 
JUrge's work lsi.The ASHRAE Handbook of Fundamentais 
141 presents Rowley's results 161 for a variety of 
building textures in a graphical form, without 
correlati~g his experimental data. The ASHRAE Task 
Group developed a simple algorithm for 
calculat1ng the convective heat transfer coefficient 
which is based on the field measurements of lto et al 
1151. A comparison between the guides' algorithm is 
illustrated in Figure 2. 

ASSESSMENT OF THE EXlSTlNG FORCED CONVECTIVE 
TRANSFER RÊLATlONSHlPS 

HEAT 

The purpose of the previous review was to evaluate 
existing relationships for the convective heat exchange 
at the externa! surfaces of the building envelope. The 
research work that has been carried out in this field 
may be divided into two main types: 
a) the earlier wind tunnel experiments dealing with 

parallel flow past a flat plate; and 
b) wind tunnel experiments and field measurements 

dealing with bluff objects. 
The results from the first group do not appear to be 
satisfactory for quantifying the energy flows arising 
at the externa! surfaces of three-dimensional bluff 
bodies submerged in the atmospheric boundary layer, 
despite the fact that they have persisted in design 
manuals for many years. The fundamental flat plate 
relationships used by British 131 and American 141 
design guides contain no allowance for surface length , 
wind direction, turbulence intensity of flow,separation 
of flow or surface element location on a facade. 

Convective heat transfer depends on the 
characteristic Reynolds number, the fcee-stream 
turbulence intensity, and ground interaction effects , 
induced when a a building is within the atmospheric 
boundary-layer. Wind tunnel measurements can account 
for Reynolds number scaling, but do not appear to 
simulate the other two factors adequately. The 
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aehievement of complete dynamic similaritybetweenmodel 
and full-scale is therefore very difficult to accomplish. 

The relationships for predicting the eonvection 
coefficient derived from field measurement studies 
display large disparities. lt is difficult to aseertain 
whether these disagreements are the result of 
different instrumentation and calculation methods, or 
simply reflect a variability due to the very small 
number of systematic studies that have been made. 

All field measurements studies identified the 
dependence of the convection coefficient upon the wind 
velocity profile around the building, drawing a 
distincton between windward and leeward facing surfaees. 
They also indicate that the largest heat transfer 
coefficients are likely to be found on corner sites at 
the highest level of windward building faeades. On the 
other hand, the convective heat transfer coeffieients 
on leeward surfaces were found to be fairly constant 
over the entire facade. 

ln the final analysis none of the previous 
experimental studies provide, by themselves a reliable 
base for estimating convective heat transferrates from 
buildings. 

A satisfaetory mathematieal solution to the 
problem is also not feasible due to the complex wind 
patterns around buildings. The flow problem is 
generally classified as one that involves thenon-linear 
action of nonhomogeneous, nonuniforn,turbulent approaeh 
flow with three-dimensional turbulent boundary layers 
and separated flows over the body. 

CONCLUSIONS ANO RECOMMENDATIONS FOR FURTHER WORK 

A review of the existing studi es that might yield 
eonvective heat transfer coefficients for eomputingheat 
exchange at the externa! surfaces of a bu ilding was 
made. Large discrepancies between these relationships 
and algorithms were detected, although they are 
qualitative similar, i.e. , the convective heat transfer 
eoeffieient was found to be very dependent on wind 
direction and position on the building. 

Further series of full - scale eonveetion 
measurements on the exterior facades of buildings of 
different shapes and placed in different kinds of 
terrain should be made. Special attention should be 
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given to hous es with pitched roofs,since this kind of 
building have no yet been systematically assessed by 
field measurements. The experiments must always offer 
the possibility of correlating the measured heat 
transfer eoefficients with the meteorologicalwind speed 
and direction. The turbulence level should be 
reeorded in all observations and tentative attempts at 
correlating the heat transfer eoefficients with the 
turbulence intensity should be made. 
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lNTRODUCTION 

The development of experimental technics for 
analysing physical phenomena is presently very diffi
cult to be carried out in Brazil, due in part, to the 
high costs represented by the acquisition of prec1s1on 
equipment and is perhaps the most important barrier to 
be overcame, in our country. Experimental research work 
is essential for better understanding physical phenome
na and for promoting the necessary technological ad
justment to the informations contained in the physical 
systems. 

ln addition to be a field of academic and techno
logical interest, the knowledge of the thermal perform
ance of buildings is important for correctly specifying 
the size of the air conditioning or heating plant to be 
used in the buildings, contributing to a reduction in 
the acquisition and operation costs of the plant equip
ment [1]. Although these costs may be significant with 
respect to total building costs, there is not a gov
ernment policy for stimulating design and/or practical 
procedures for reducing energy consumption in build
ings, in Brazil, and research works, in this field are 
occasional and result from individual research programs 
[2]o 

ln buildings, it is very important to take the 
transient conditions of heat transfer into accounto ln 
this way, a measurement apparatus must give the actual 
heat fluxes and temperatures in both sides of a wall. 
ln the sarne time, a theoretical model must be used, in 
order to describe the heat fluxes and temperatures in 
terms of some wall physical parameters, such as the 
thermal diffusivity. An improved work about the heat 
transfer through building walls,- must make use of the 
instantaneous values of heat flux, for both laboratory 
or "in situ" conditionso lt is thus necessary to devel
op measuring devices capable of giving the actual val
ues of heat flux found in buildings components. 

The great majority of heat flow transducers makes 
use of the temperature gradient, produced over the 
thickness of a test bodyo The temperature difference is 
measured by temperature sensitive sensor. Heat flow 
sensors will thus require calibration for converting 
the measured output signal into heat flux. 

Thermopiles are sensors for measuring temperature 
difference which are widely used, [3]- [5]. Essentially, 
a set of thermocouples is disposed in series, the hot 
junctions opposed to the cold junctions at the two 
sides of a thermal barrier. This barrier is the trans
ducer body and settles a temperature difference between 
the hot and cold junctions. The output signal will be 
proportional to the temperature difference and to the 
number of thermojunctions presented by the thermopile. 
The utilisation of thermopiles as heat flux sensors is 
thoroughly discussed, e. g., in the works of Huebscher 
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et al. (3], Jong et al. [4] and Hager [5]. 
Gardon [6] developed a heat flux transducer from 

a transducer previously designed to measure thermal 
radiationo The transducer body is a small cooper plug 
with a central hole closed by a constantan circular 
sheeto Many improvements of Gardon's sensor have been 
described in the literature, [7]-[9], in recent years. 

Recently, Thery and co-workes, [10], [11], have 
developed a thermopile by eletrolitic deposition over 
an electric conducting constantan sheeto 

Finally, Klems and Dibartolomeo [12] and Andretta 
et alo [13] have deve1oped heat f1ow transducers which 
are thin disk shapped p1ates, using thin cooper or 
nicke1 wire coi1s on each side of the p1ate, as temper
ature sensorso The variation of the e1etrical resistan
ce of each coil with the temperature, is the measure
ment principie of the sensor. 

The design and construction of the transducer 
described in the present paper is based on the sarne 
principie. Although the construction of this kind of 
transducer is re1ative1y simple, it has a sma11 time 
constant with respect to building components making 
possible its use for transient processes, a high sensi
tivity ( 30 ~V/Wm2 in the present .case) and accurate 
enough to be used for measuring the heat f1ux magni
tudes usual1y found in buildings. Due to its high 
sensitivity, the use of simple devices such as common 
multimeters for measuring the output signal allows 
commodity and cheapness in field applications. 

lNSTRUMENT DESCRlPTlON 

Two 25 x 25 cm 2 plane coils made of 38 AWG cooper 
wire fixed at the opposite surfaces of a 2 .5 mm thick 
acrilyc plate with a 30 x 30 cm square section, figure 
1, make the transducer body. Each coil is near 250m 
long and has a 500 n electrical resistance. The transduc 

COIL 1 

ACRYLIC 

COIL 2 

Figure 1. Exploded-view of transducer body. 



Figure 2. Laboratory assembly using the transducer . 

ers have been constructed in our laboratory [14] and 
are shown in figure 2, in a laboratory assembly for 
measuring the transient thermal behaviour of concrete 
plates. 

The two coils are constructed from coo per w1re 
using a mechanical device especially conceived for this 
purpose . They are further pressed and glued on the two 
opposite s~rfaces of the acrylic plate simultaneously, 
as shown in figure 3. The glue fills all the spacing 
between the transducer body and a wood plate, which 
presses the assembly to give a uniform thickness for 
the transducer. The glue itself gives the final finish
ing to the transducer, mechanical protecting and provi
ding an electrical insulation to the cooper wires. 

A plastic sheet covers the wood plate during the 
process and prevents it from gluing. 

The two coils are conected to a Wheatstone bridge 
where a 3 V source provides a constant e.m.f. to the 
bridge, has been const ructed using two additional pre
cision resistors. Refering to figure 4, it is possible 
to obtain the e.m . f. between points C and D 

u E ( R 3 _ Rt 1 
lR3 + R, Rt + R2 ; 

( 1) 

where Rt and Rz are the electrical resistances of coils 
1 and 2, respectively, and R!, R4 are the elec trical 
resi stances of the precision resistors. The transmis
sion of heat through the transducer wall affect the 
electrical resistance of the coils following a linear 
l aw: 

Ri R~ ( 1 + a(Ti- T0 )] (2) 

where T0 is the ambient temperature and a the linear 
dilatation coefficient of cooper . lf one chooses resis
t ors 3 and 4 so as to follow 

!.l. 
R, 

R~ 
---v 
Rz 

(3) 

WOOD PLATE 

Figure 3 . Mechanical device for transduce r g luing. 
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it is possible to obtain 

U ~ ( T2 - Tt E = 2 (4) 

where Tt and Tz are the temperatures of coils 1 and 2, 
respectively. 

ln stationary conditions, the heat flux through 
the transducer is proportional to the temperature 
difference between the externa! surfaces of the coil, 
i.e., the coils temperatures 

q 
K 1 ( Tz - T1 ) (5) 

where K is the thermal conductivity and L the thickness 
of the transducer plate. 

Equations (4) and (5) give 

u L a E 
2K"q (6) 

which is the calibration equation for the transducer. 
ln ideal conditions the calibration constant k will 
thus be 

k 
L a 
2K (7) 

ln these conditions, the output signal from the 
Wheatstone bridge will have a linear dependance with 
respect to the heat flux, proportional to the linear 
dilatation coefficient of the coil wire and to the 
thermal resistance of the transducer plate L/K. As it 
would be expected increasing the transducer thermal 
resistance will increase its sensitivity for measuring 
heat flux . However, this will also increase its time 
constant and, consequently, decrease its ability to 
follow transient processes. 

lt is also seen from equation (6) that the output 
signal will be proportional to the source e.m . f. E: 
higher sensitivities may be obtained using higher 
e.m.f. sources. However, this will also increase the 
electrical current to the transducer coils which must, 
in principie , be avoided, due to the Joule's production 
of heat inside the transducer body: this is the main 
reason the transducer coils have been manufactured with 
high electrical resistance ( soo n in the present case). 

CALIBRATION 

A Guarded Hot Plate apparatus, figure 5, has been 
used for calibrating the heat flow transducer. Essen
tially, it is composed by a 20 x 20 cm

2 
heating section 

surrounded by a guard ring, whose externa! dimensions 
are 30 x 30 cm 2 and two 30 x 30 cm 2 heat sinks, manu
factured using a cooper refrigerating coil, assembled 
with 6 mm thick cooper plates. Both, the hot plate and 
the guard ring are heated by an electrical resistance, 
manufactured using a nickel-chrome wire, packed with 
sheets of mica for electrical insulation. The equipment 

__I_ E 

Figure 4. Signal generation using a Wheatstone Bridge. 
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has been constructed in our laboratory [15) for meas
uring the thermal resistance of building materiais, in 
steady state conditions. Eight thermocouples are used 
for controlling the uniformity of temperature distribu
tions in each section and for controlling the electri
cal current to the guard ring. This prevents lateral 
losses from the heating plate. 

One of the main sources of errors, when using the 
guarded hot plate, is associated to the temperature 
measurements at the externa! surfaces of the specimens. 
The calibration procedure, to be described in this 
paper, avoids direct use of temperature readings at the 
surface of the heat flow transducers: only the e.m.f. 
and the current supplied to the heating section and the 
signal from transducers are used for the computation of 
the calibration constants. 

lnitially, the transducers were calibrated using 
an assembly like the one shown in figure 5, where the 
specimens have been replaced by two transducers, enclos
ing the hot plate. lf the transducers are identical it 
1s possible to suppose that, in steady state, the 
energy released in the hot plate will be equally dis
tributed between the two transducers. The calibration 
constants may then be found by using a linear regres
sion analysis, taking the measured values of the elec
trical power consumption and the signal U/E from the 
Wheatstone bridge, in a set of different measurements 
performed in stationary conditions. This method has 
been abandoned since it was very difficult to construct 
identical transducers using the laboratory facilities 
at our disposal. 

lt has also been observed that the transducers 
show a residual e.m.f. when the heat flux is zero. This 
absence of null point corresponding to null heat flux 
is due to the fact that it is very difficult to manu
facture identical cooper wire coils at the opposite 
faces of the transducer and to eventual imprecisions in 
electrical characteristics of electronic componentes. 
Although null point could be easily achieved by using a 
precision potentiometer for compensating the non-equi
librium in the circuitry, this would not modify the 
calibration procedure and do not present any additional 
difficulty. 

Equation (6) will thus be written: 

(8) 

where k and k 0 are the calibration contants of the 
transducer. 

Taking the above considerations into account the 
calibration has been performed by using the method to 
be described in the following. Two transducers are 
simultaneously calibrated and calibration constants are 
obtained in two steps. 

Lzzzzzzzzzzzzzzzzzz zzzzz azzt:= ~~:~ S~~~~R I 
&ssssssssssssssssssssssssssssst- rRANSOUCER 2 

F"""'' "'"'"'~ ;~~~~~~::~T~. 
Figure 6. ln line arrangement for calibration. 
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ln the first step, both the transducers are 
placed between de the hot and cold plate, following the 
arrangement of figure 6. ln this case the heat flux 
will be the sarne through the two specimens: 

(9) 

Using equation (8), the above condition gives 

(10) 

From the above equation, it is possible to relate 
the output signals U1/E and U2/E by using a straight
line correlation, given by the constants k 2/k 1 and (k~ 
- k ~)/k 1 • This is accomplished by measuring the output 
signals U1/E and U2/E, in stationary conditions, when 
an unidirectional heat flux crosses the two transduc
ers. Fourty-two different experiments have been per
formed during about three months, with heat fluxes in 
the range between O and 150 W/m 2• 

The experimental points have been correlated by 
using a linear regression analysis and the constants 
k 2/k 1 and (k g - k ~ ) /k 1 have been obtained (Table 1). 
From one experiment to another the transducers were 
rotated themselves and with respect to the hot plate, 
but the experimental points present a straight-line 
distribution with a correlation coefficient of 
0.999. 

ln the second step the transducers are disposed 
symmetrically with respect to the heating plate, as 
shown in figure 7. lf the transducers are not identi
cal, the electrical power dissipated in the hot plate 
will not be equally distributed between the transduc
ers, in steady state. lt is, however, possible to 
write: 

q ( 11) 

ln this case, the experimental points to be cor
related are the set 

(~1 + ~ ~ ·~ 2 ] q (12) 

and they must be distributed along a straight line 
given by k 1 and (k ~ +kg). The value which has been 
obtained for the constant k2/k 1 in the previous step is 
used for establishing the above points, and for each 
experiment, the heat flux q is obtained as the product 
of the electrical current and the e.m.f . Another set of 
experimental points has been obtained in this step . The 
maximum deviation from linear behaviour corresponds to 
a heat flux of 2.6 W/m2, which is small for building 
applications. The constants k1 and (k r + k ~ ) are pre
sented in Table 1. 

Figure 8 shows the calibration results for trans
ducer 1, using the constants k1 and kr from tab1e 1. 
The calibration results obtained by using the hypothe
sis of symmetric distribution of heat f1ux, q 1 = q 2 = 

q/ 2 , in the sec ond arrangement, figure 7, are super
posed on the sarne fi gure. The agreement is very good: 
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the maximum deviation between the two calibration 
methods is smaller then the 2 . 6 W/m2 scattering, previ
ously observed. 

TABLE 1: Calibration Results 

kz/k1 0.914765 

(kz - k1)/k1 0.222439 

kl 44.582245 

k1 - kz -0.173085 

RANSDUCER 1 q 1 = 44.22342 U/E - 5 .08136 (±2.60 W/m
2

) 

RANSDUCER 2 I qz = 40.98946 U/E- 5.56058 (±2.60 W/m
2

) 

CONCLUSIONS 

During the experiments,it has been observed a 
temperature fluctuation in the water supplied to the 
cold plates of the Guarded Hot Plate apparatus. This 
effect has sometimes made the attainment of stable 
steady state conditions difficult and may be the main 
reason for the observed scattering of 2.6 W/m

2 
• How

ever, has not been possible to control water supply tem 
perature with our laboratory facilities. Neverthless, 
this scattering is small for our measurement purposes 
and is in the range usually found in the literature of 
heat flow transducers. Direct reading of the transducer 
output signal and of the electrical power dissipated in 
the hot plate has been of fundamental importance for 
the minimization of experimental errors. Thermocouple 
readings have only been used for eliminating lateral 
heat lasses from the hot plate. ln this way, the errors 
associated to the measurement of surface temperatures 
have been eliminated, in the calibration of the trans-
ducers. 
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INTRODUÇÃO 

O presente trabalho descreve alguns aspectos 
relacionados ao desenvolvimento de um transdutor de 
radiação em ondas longas, concebido para a medição das 
trocas de energia na forma de radiação em ondas longas 
entre as superfÍcies exteriores das edificações e a 
atmosfera. 

Um estudo acerca do comportamento térmico de urna 
edificação envolve diferentes formas de trocas de ca
lor: condução, convecção, radiação solar e radiação em 
ondas longas. As três primeiras formas de troca de 
energia foram cuidadosamente pesquisadas; entretanto o 
mesmo não acontece com a troca de calor por radiação em 
ondas longas. 

A radiação emitida pelos gases da atmosfera (ra
diação atmosférica) e a radiação emitida pela superfÍ
cie terrestre (radiação terrestre) são exemplos de 
radiação em ondas longas que incidem nas superfícies 
externas de urna edificação. Há 30 anos atrás a contri
buição dessas parcelas era considerada mínima comparada 
à energia solar absorvida pela edificação, ocasionando 
erros significativos no cálculo do fluxo de calor [1). 

Devido ao desinteresse em quantificar a radiação 
atmosférica e à carência de instrumentos de medição, 
nao existem no Brasil dados sobre essa radiação em 
ondas longas. Esses dados são importantes para a obten
ção e validação dos modelos relacionados à radiação 
atmosférica e/ou à radiação terrestre. 

Um radiôrnetro, aparelho que mede radiação, regis
tra a troca de energia radiante entre urna superfÍcie 
sensora e o local para onde ela está apontada. 

Existem dois tipos básicos de aparelhos que medem 
a radiação em ondas longas: sensor protegido e sensor 
não protegido. 

Os aparelhos com sensores não protegidos trocam 
radiação livremente com o ambiente e, dessa forma, 
ficam suJeltos à outras formas de transferência de 
calor [2]:convecção e evaporação. A influência desses 
efeitos no sensor pode ser neutralizada de várias ma
neiras: a)Ventilando o sensor com um jato de ar cons
tante para controlar o efeito do vento (um aparelho 
desse tipo é dito ventilado) e b) realizando as medi
çoes com o sensor não protegido, aplicando-se poste
riormente correçÕes para o efeito do vento presente no 
momento da medição. 

Quando o aparelho é do tipo ventilado, o jato de 
ar deve ter velocidade constante, Ja que variaçÕes na 
velocidade do ar afetam a sensibilidade do aparelho 
[Zlo Quando a velocidade do jato é baixa, a medição é 
fortemente influenciada pela velocidade do vento. Por 
outro lado, quando a velocidade do jato de ar é alta, 
predominam os efeitos de convecção e a sensibilidade do 
aparelho diminui. Num aparelho que mede um balanço de 
energia faz-se necessário urna ventilação igual nas duas 
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superfÍcies sensoras. 
O efeito da convecção no sensor é eliminado quan

do este é protegido, porém qualquer material que seja 
utilizado irá modificar o espectro da radiação inciden
te. Embora não exista um material ideal para a cobertu
ra, o polietileno e o KRS-5 apresentam urna razoável 
transparência na faixa de ondas longas, e por isso, são 
os mais usados na função de proteção ao sensoroO KRS-5, 
urna mistura de brometo e iodeto de tálio, desenvolvido 
inicialmente na indÚstria Ótica Carl Zeiss [4], é o 
Único cristal transparente às ondas longas. Ele tem um 
Índice de refração alto, é um pouco higroscópico, caro 
e difÍcil de ser obtido em outro formato que não seja 
urna pequena superfÍcie plana [2]. O polietileno é um 
polÍmero sintético que apresenta faixas de absorção da 
radiação em 3, 5 11 rn, 6, 9 11m e 14 lJrn, além disso se 
deteriora quando exposto à radiação ultra-violeta. Para 
evitar a absorção da radiação em ondas longas pelo 
polietileno, filmes de espessura muito pequena (aproxi
madamente 1 \lrn) são utilizados. Essa cobertura, devido 
à sua pequena rigidez, necessita ser inflada por um gás 
pressurizado. 

O radiôrnetro de Angstrorn [5] , desenvolvido em 
1905, utiliza o princÍpio da compensação elétrica. O 
sensor consiste de duas fitas de rnanganês polidas e 
duas fitas de rnanganês pintadas de preto. A baixa 
emissividade da fita polida faz com que tenha urna 
temperatura igual à do ar. As fitas pintadas de preto, 
com alta emissividade, trocam radiação livremente com a 
atmosfera e irão sofrer um resfriamento no perÍodo 
noturno. A perda lÍquida de energia é compensada por um 
aquecimento elétrico das fitas pintadas de preto e a 
igualdade de temperatura dos dois tipos de fita é 
determinada por termopares colocados na parte inferior 
das mesmas. 

O radiôrnetro de Giei-Dunkle [6], desenvolvido em 
1951, utiliza um medidor de fluxo de calor como trans
dutor. O transdutor é composto de tres placas de baque
lite com lados de 115 mm e espessura de 0,4 mm. A placa 
central é ranhurada para alojar os fios dos terrnopares 
e as outras duas placas fornecem resistência rnecan1ca 
ao conjunto e proteção aos terrnopares. Os terrnopares em 
série formam urna terrnopilha, que é construÍda enrolan
do-se o fio de constantan no. 40 na placa de baquelite 
em 180 voltas; posteriormente, metade da placa é reves
tida com prata, produzindo urna série de terrnojunçÕes em 
lados opostos da placa. 

No radiôrnetro de troca lÍquida de Suorni-Franssila 
[3], o sensor é construÍdo enrolando-se um fio de 
constantan com 0,2 mm de diâmetro em torno de urna 
lâmina de vidro de dimensões 10 x 25 x 75 mm; o vidro é 
utilizado por suas características estáveis. As junções 
dos terrnopares são obtidas por eletro-deposição de 
cobre sobre o fio de constantan, com a placa sendo 
imersa na solução eletrolítica de tal maneira que me-



Figura 1. Vista esquemática do radiômetro. 

tade de cada volta do fio é recoberta por uma camada 
de cobre duas vezes mais espessa que seu diâmetro. 

ASPECTOS CONSTRUTIVOS 

Ex~stem duas maneiras de se dispor o sensor na 
construçao de um radiômetro. A opção pelo instrumento 
com sensor protegido esbarra na utilização do material 
da cobertura, isto é, na dificuldade de se obter o KRS-
5 ou o polietileno. Do primeiro, não se tem conhecimen
to de que_seja disponível no Brasil; quanto ao segundo, 
a obtençao de coberturas com pequena espessura é bas
tante difÍcil, além da necessidade de se inflar a 
cÚpula, devido à sua pequena rigidez. 

Optou-se pela construção de um transdutor com 
sensor ~ão protegido (ou sensor ventilado) por ser de 
con~truçao mais simples e por não haver nenhuma indi
caçao de que os resultados obtidos com esse tipo de 
aparelho sejam menos confiáveis. O transdutor é mostra
do esquematicamente na figura 1. O duto de ventilação é 
construÍdo em chapa de alumÍnio de 1 5 mm de espessura 
A escolh~ d? alum~nio deve-se à sua durabilidade quand~ 
exposto as 1ntemper1es, baixo custo e à facilidade de 
ser trabalhado. O aço inox também é uma opção possível 
apesar do custo mais elevado e da maior dificuldade e~ 
ser trabalhado, 

As dimensões do duto de ventilação foram defini
das em função das dimensões do ventilador e da veloci
dade do jato de ar sobre a superfÍcie sensora. 

As superfÍcies sensoras apresentam dimensões de 
40 x 40 mm e espessura de 0,1 mm, com base em trabalhos 
já desenvolvidos [2],- [7], e tendo a mesma largura do 
material isolante. A seção transversal para cada canal 
de ventilação foi fixada em 40 x 10 mm a fim de forne
cer o valor desejado da velocidade do jato de ar, Para 
ventilação das superfÍcies sensoras escolheu-se o Mini
Ventilador Axial Sprite SU3E1, fabricado pela ARNO
ROTRON. 

Tendo-se em vista que para medir as temperaturas 
das superfÍcies sensoras serão utilizados dispositivos 
eletrônicos, o material que as separa deve ser um 
isolante elétrico. O material usado foi uma espuma de 
nylon, que apresenta as seguintes propriedades: isolan
te térmico, barato, fácil de se obter e conformar . 

Uma superfÍcie metálica, como é o caso do cobre, 
apresenta alta refletividade à radiação incidente; além 
disso,as caracterÍsticas radiantes variam em função do 
estado da superfície. Por esses motivos, existe a ne
cessidade de recobri-la com uma tinta que tenha pro
priedades constantes na faixa de comprimento de onda 
apropriada, isto é, de 4 a 50 ~. pois dentro dessa 
faixa ocorre quase que a totalidade da radição emitida 
por corpos com temperaturas prÓximas às do ambiente. 
Desse modo, a superfÍcie de cobre é recoberta com a 
tinta 3M ECP-2200, fabricada nos Estados Unidos pela 
indÚstria 3M e obtida junto ao Instituto de Pesquisas 
Espaciais (INPE), na Divisão de Satélites, depois de 
muitas dificuldades em encontrá-la no Brasil, mesmo 
junto à 3M. Sua estrutura consiste de partÍculas de 
sÍlica num aglutinante de silicone com uma tintura 
preta especial. 

BALANÇO DE ENERGIA 

Usando os subscritos 1 e 2 para as superfÍcies 
sensoras superior e inferior respectivamente, e repre-
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Figura 2. Balanço de energia no sensor. 

sentando a emissividade por ~ . 
temperatura por T e o fluxo de 
por R, o balanço de energia 
figura 2, é representado por: 

a absortância por a , a 
radiação em ondas longas 

nas superfÍcies sensoras, 

a1R1 

a2R2 

~ 1aT~ + hCT1 

~ 2aT~ + h CT2 

Ta) 

Ta) 

(1) 

(2) 

onde Ta é a temperatura do ar, h é o coeficiente con
vectivo e a é a constante de Stefan-Boltzmann. 

Nas · equaçÕes acima, a troca de calor por condução 
entre as superfÍcies sensoras é desprezada e os coefi
cientes convectivos são assumidos iguais uma vez que o 
fluxo de ar é o mesmo sobre cada uma das superfÍcies. 
Também é possível se considerar ~l = ~2 = ~ e a1 = a2 = 
a, porque as duas superfÍcies sensoras são recobertas 
com a mesma tinta. Além disso, tem-se ~=a na faixa de 
comprimentos de onda investigada, devido à lei de 
Kirchoff. Desta maneira, o fluxo lÍquido de radiação em 
ondas longas ( RL ) é dado por 

RL = R1 - R2 = a(T~ - T~) + E_(T1 - T2). (3) 
~ 

Admitindo-se que T1 ; T2 

RL [ 4a[T
1

; T2
)

3 

+ %] (T1 - T2 ). (4) 

Verifica-se facilmente que uma variação na tempe
ratura das superfÍcies sensoras irá provocar apenas um 
efeito de segunda ordem no termo entre colchetes da 
equação acima. Isto permite concluir que RL é uma 
função linear da diferença de temperaturas ( T1 - T2 ), 
isto é, 

R1 = constante x (T1 - T2). (5) 

Desse modo, é necessário utilizar transdutores de 
temperatura para avaliar RL, A grande maioria dos ins
trumentos utiliza termojunçÕes para esse fim [6). No 
presente tipo de aplicação, é conveniente que o trans
dutor tenha alta sensibilidade, resposta rápida, alto 
sinal de saída e capacidade de medir pequenas diferen
ças de temperatura. Termistores serão usados como 
transdutores de temperatura por apresentarem as carac
terísticas requeridas, embora necessitem de uma fonte 
de alimentação e a relação entre sua resistência e a 
temperatura seja não linear [8). No radiômetro cons
truÍdo, termistores em forma de disco, com 1 mm de 
espessura e 6 mm de diâmetro foram soldados às super
fÍcies internas das pl~cas sensoras. 

CIRCUITO ELETR0NICO 

Broughton [9) desenvolveu vários circuitos ele
tronícos que linearizam o sinal de saÍda dos termis
tores para uma dada faixa de temperatura. A figura 3 
mostra o circuito utilizado no radiômetro, composto por 
quatro resistores e um amplificador operacional. A 
escolha dos resistores é função das características do 
termistor e da faixa de temperatura. 
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Figura 3. Circuito condicionador de sinal completo. 

A tensão de referência Vi é obtida introduzindo
se um "buffer" antes do circuito de linearização. O 
"buffer" fornece um sinal de saÍda constante qualquer 
que seja a carga resistiva colocada adiante, sendo 
constituído de um amplificador operacional, de um re
sistor de 12 kn e um potenciômetro de precisão de 1 kO. 

A figura 3 mostra o esquema completo do circuito 
de linearização utilizado no radiômetro, exceto a fonte 
de tensão constante +12V e -12V. Dois circuitos de 
linearização são utilizados em paralelo, um para cada 
termistor. Os sinais de saÍda dos dois circuitos sao 
comparados e o sinal resultante é amplificado. Também 
se encontra na figura 3 um divisor resistivo, formado 
por um resistor e um potenciômetro, com a função de 
zerar o sinal de saÍda quando os termistores se encon
tram à mesma temperatura. 

CALIBRAÇÃO DOS TERMISTORES 

A situação ideal para o circuito eletrônico do 
radiômetro consiste em que os dois termistores tenham a 
mesma relação resistência-temperatura. Para a calibra
ção dos termistores utilizam-se banhos isotérmicas. 

A relação entre a resistência (R) e a temperatura 
(T) de um termistor, 

R A exp(B/T) (6) 

pode também ser escrita como 

Ln R (7) 

A relação Ln R : f(T- 1
) foi ajustada, para cada 

termistor, por meio do método dos mínimos quadrados, 
sendo os resultados obtidos mostrados na figura 4, para 
7 termistores. Os termistores que mais se aproximam 
entre si são os termistores 1 e 3. Uma vez escolhidos 
os dois termistores que comporão o sensor do radiômetro 
de troca lÍquida, foram realizados os testes para a 
verificação da condição de linearidade do circuito 
eletrônico. O procedimento do ensaio consiste em se 
conectar o termistor ao circuito eletrônico e colocá-lo 
num banho, que inicialmente é resfriado até uma tempe
ratura próxima ao limite inferior da faixa de lineari
zação. A temperatura do banho é então gradualmente ele
vada com o auxílio de resistências de aquecimento. 

Os resultados obtidos para a tensão de saÍda não 
amplificada, considerando uma tensão de referência de 
O,SV, foram ajustados por uma reta através do método 
dos m1n1mos quadrados,obtendo-se o valor de 0,9999392 
para o coeficiente de correlação, valor este considera
do muito bom. Observou-se um pequeno desvio dos pontos 
medidos em relação à reta ajustada, na parte inferior 
da faixa de linearização c soe a 33CCl principalmente 
para temperaturas inferiores a 7CC. Houve o cuidado de 
se reproduzir o procedimento e as condições reinantes 
em experimentos subsequentes e o sinal de saída do 
circuito eletrônico mostrou-se estável, isto e, nao 
apresentou variaçÕes com o tempo. 

~ 4,3 
N! DOS TERMISTORES 

a: 
~ 4,2 

4,1 

4,0 

3,9 

3,8 

0,0035 
f'(K-1

} 

Figura 4. Relação resistência-temperatura. 

0,0032 0,0034 0,0033 

ApÓs demonstrar-se que o circuito acima descrito 
promove efetivamente uma linearização do sinal de saí
da, passou-se a investigar o efeito de linearização do 
circuito completo da figura 3, que condiciona o sinal 
correspondente a uma diferença de temperaturas. O pro
cedimento do experimento consiste em colocar um dos 
termistores num banho isotérmico e o outro em um banho 
com temperatura variável. Dessa maneira, para se medir 
uma diferença de temperatura entre os dois termistores, 
varia-se a temperatura de apenas um dos banhos. A 
figura 5 mostra o resultado obtido para um ensaio com a 
tensão de referência igual a 0,5 v. O ajuste da reta 
foi feito através do método dos mÍnimos quadrados e 
apresentou um coeficiente de correlação de 0,9999803. 

Outros testes foram realizados quando observou-se 
a estabilidade nos resultados obtidos. ApÓs a confirma
ção dos resultados com o circuito eletrônico de linea
rização, os termistores foram soldados às placas senso
ras a fim de comporem o conjunto do sensor. 

CALIBRAÇÃO DO RADIÔMETRO 

A calibração do radiômetro de troca lÍquida foi 
feita com o método proposto por Idso [lO], que utiliza 
uma fonte de radiação em ondas longas, como mostra a 
figura 6. A fonte é composta por uma caixa de acrÍlico 
com seção transversal de 194 x 194 mm, contendo água à 
uma temperatura controlada. Uma placa fina de cobre, de 
espessura 0,1 mm, pintada com a tinta 3M ECP-2200, 
constitui a superfÍcie superior da caixa. A temperatura 
da placa de cobre é medida através de um termistor em 
forma de disco, previamente calibrado, soldado no cen
tro da superfÍcie interna da placa. O método de cali
bração é muito simples e de baixo custo. O sensor do 
radiômetro é colocado acima da fonte de radiação, mos
trada na figura 6, numa sala mantida a temperatura 
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Figura 6. Calibração do Radiômetro. 

constante. A temperatura da fonte é aumentada continua
mente. O fluxo lÍquido de energia radiante através do 
sensor é dado pela soma das parcelas provenientes das 
fontes constantes de radiação distribuídas pela sala e 
da fonte de radiação variável, isto é, 

RL R 1 - Rz = Rc - F 12 E OT 4 

p (8) 

onde RL é o fluxo lÍquido de energia radiante através 
do sensor, dado pela diferença entre o fluxo lÍquido de 
energia radiante proveniente das fontes constantes, Rc, 
e o fluxo de radiação em ondas longas incidente na 
superfÍcie sensora proveniente da placa de cobre à 
temperatura Tp, sendo r a emissividade da placa e F1z o 
fator de forma entre o sensor e a fonte de radiação . 

O sinal de saÍda V do radiÔmetro pode ser esc rito 
como 

v 4 
K 1Rc - KzF12 E OTP (9) 

onde K1 é a constante associada ao fluxo de radiação em 
ondas longas proveniente das fontes constantes e Kz é a 
constante relacionada ao fluxo de calor em ondas longas 
proveniente da placa de cobre. Então, é possÍvel se 
relacionar o fluxo de energia radiante em ondas longas, 
em Wm-', ao sinal de saÍda do radiÔmetro, em mV, calcu
lando-se o coeficiente angular da reta 

V = f(Fl2 E OT~) ( 1 O) 

isto é, K2 é a constante de calibração do instrumento . 
O resultado da calibração, figura 7, apresentou o valor 
de Kz = 3,736 mV/Wm-2, com um coeficiente de correlação 
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Figura 7. Obtenção da constante de calibração 
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de 0,999. 

CONCLUSÕES 

Esse artigo descreve alguns aspectos relacionados 
com o desenvolvimento de um transdutor de radiação em 
ondas longas, concebido para a análise térmica das 
edificaçÕes. 

Uma das contribuiçÕes mais importantes do presen
te trabalho foi mostrar que é possível utilizar termis
tores como transdutores de temperatura em radiômetros, 
quando usados em conjunção com circuitos eletrônicos de 
linearização : obtém-se um instrumento com alta sensibi
lidade, cujo sinal de saÍda pode ser medido com um 
simples vo ltÍmetro, de baixo custo, apropriado para 
aplicaçÕes "in situ". 
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ABSTRACT 
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pMo.me.teM depe11d-i.119 011 011e o 6 the c.oo.ltd-i.M.tu • FoJtma..t -1> otu.t-i.ort6 Me ob.to.-i.11ed 60.1t o. 
.6u66-i_c-i.el1.tty ge11e.Jto.t p.ltobtem, -i.11ctud-i.11g .the compte.te, exa.c.t .60.e.u.ti.o11 bMed 011 .the 
utimo.tio11 of, coe~6-i_c-i.ei'L.t6 ~Jtom o. de11ume.Jto.b!e .6f!.6.tem o6 .6-i.mu.e..to.11eoU.6 .U11eM o.tgebJto.-i.c. 
e.q uo.tiOI1.6, M weU M o. c.oup.[e. o 6 a..Ue.Jti1Cltive 0.11d mO.Ite .6W.gh.t6oJtWMd llplt.OJÚmo..te aruie!fti.c.o.t 
.60futWYI.6. A 6.[11-.type app.Uc.o.tio11 wi..th UVLÚ:lbte Bi..o.t rwnbe.Jt i.1, noJte cLo.be.ty c.ol1.6-i.de.Jted. 

INTRODUCTION 

The analysis of steady-state, multidimensional 
diffusion problems in orthogonal coordinate systems is 
of major interest in both the physical sciences and 
applied mathematics contexts. The analytical solution of 
such linear problems has been recently considered and 
reviewed [1,2], through the use of the integral transform 
technique. However, this and related approachesare not 
directly applicable to problems involving boundary 
condition coefficients that depend on one of the 
coordinates. In this work, the ideas in the generalized 
integral transform technique [3-6]are utilized to provide 
analytical solutions to steady-state, multidimensional 
·diffusion problems with space-dependent boundary 
condition coefficients. First, formal solutions are 
provided from the formulation of a reasonably general 
problem. The attempt to integral transform the original 
problem brings a coupled system of ordinary differential 
equations that can be handled through the solution of an 
infinite system of linear algebric equations, providing 
,a complete solution to the problem if a sufficiently 
large system is considered instead and solved by 
,conventional methods for the related coefficients. In 
addition, approximate analytical solutions are readily 
obtained for more straightforward evaluation in the 
realm of applications, through simplifications on the 
resulting denumerable system. This lowest arder solution 
and it once analytically iterated forro are then shown as 
explicit and simple expressions for the desired 
potential. Second, the proposed solutions are illustrated 
by considering an application dealing with a fin-type 
heat conduction problem with space-dependent heat 
transfer coefficient at the boundary. A couple of 
engineering-type solutions are also considered, namely, 
an cne-dimensional fin-type solution and an average heat 
transfer coefficient solution, for critica! comparisons 
with the alternative approximate solutions here 
introduced. The relative accuracy and suitability of 
each solution is examined through parametric variations 
on geometry and boundary conditions. 

ANALYSIS 

For the sake of simplicity we consider a yet 
sufficiently general two-dimensional, steady-state 
diffusion problem, where t is the space variable that 
will not be transformed through the application of the 
finite integral transform, and x is the space variable 
to be eliminated. Also, we let Lt and L be the linear 
differential operatornassociated, respectively,with the 
variables t and x, while Bt,k (x) is the x dependent 
operator on t=tk• k=O,l. Then the problem formulation 
is written as: 
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Bx,kT(x,t) = O, at x=xk' k•O,l (l.b,c) 

where the operators in the differential equation are 
given by: 

Lt :-a(t) ãt [b(t) aatl (l.f) 

a 
L - - ax [K(x) axl + d(x) (l.g) 

and the boundary condition operators are: 

s - [ok - C-l)k Y ~l x,k k ax 
(1. h) 

(1. i) 

The appropriate eigenvalue problem that shall 
allow for the analytical solution of system (l)is taken 
as: 

(2.a) 
with boundary conditions 

(2.b,c) 

and the solution of this auxiliary problem is assumed 
to be known at this point. 

The integral transform pair, with a symmetric 
kernel, is then defined as: 

TRANSFORM: 

INVERSION: 

(x) 
'!'()Ji'x) 
--1-/2-

Ni 

T(x,t) dx 

= í _1_ -T(x,t) L '1'(\li,x) Ti (t) 
i=l N 112 

i 

where the normalization integral is given by: 

(3.a) 

(3 . h) 



xl 

Ni = J w(x) [ '!'(]Ji,x)] 2 dx (3 . c) 

X o 
xl 

Sys tem (1) is now operated on by to f 
'!'().li ,x) 

___ 1_12_ dx' 
xo Ni 

yield the following second order ordinary 
system fo r the transform Ti (t): 

differential 

L T.(t) + ]Ji2 T.(t) = gi(t)' t 1 1 t
0

<t<t
1 

L A. 
j=l 1 j,k 

Tj (t) _ (-l)k 8 d Ti (t) k _d_t. 

(4.a) 

fi,k 

at t=tk , k=O,l and i=l,2, ... (4 .b, c) 

where, 

gi(t) 

f. 
1,k 

A. 
lj,k 

( '!'(]Ji'x) 

---rrz 
Ni 

P(x,t) dx 

J
xl 

w(x) 

xo 

1 
Il2 N 112 

Ni j 

'!'(]Ji,x) 

-::-Tl2 
Ni 

fk(x) dx 

xl I w(>) "k (>) •C,, '>) 

X o 

(4.d) 

(4.e) 

'I'(J.L.,X) dx 
J 

(4.f) 

System (4) above defines a denumerable system of 
linear ordinary differential equations coupled at the 
boundaries only . It is clear that for ak x-independent , 
the system is decoupled, with Aij k = ak' and the 
solution reduces to that considereà in references [1,2]. 
ln the present situation, however, since the coupling is 
not in the differential equation itself, the solution for 
each transformed potential, Ti(t),is constructed as 
follows: 

Ti(t) Ciu(]Ji,t) +Di v(]Ji,t) + Wi(t) (S.a) 

where u(]J.,t) and v(]Ji,t) are two linearly independent 
solutions1 of the homogeneous part of equation (4.a) and 
the particular solution Wi(t) is given by: 

J
t g.(t l ) 

Wi(t) = a(t~) b(tl) 

to 

u(]Ji,t) v(]Ji,t 1
)- v(]Ji,t) u(]Ji,t

1
) dt

1 

u(]Ji,t 1
) v(]Ji,t 1

)- Ü(]Ji,t 1
) v(]Ji,t 1

) 

(S.b) 

where (.) denotes differentiation with respect to t. 
Then, the coefficients Ci 1

S and Di 1
S should be so 

determined as to satisfy the coupling at the boundary 
conditions (4 . b,c). Therefore, the substitution of 
equation (S . a) into the boundary conditions yields: 

L [[Aij,k 
j=l 

k 
u( 11 j,tk)- ôi,j(-1) Bk Ü(IJj,tk)] Cj+ 

k . -* 
+[Ai. k V(]J.,tk)- Ôi.(-1) BkV(]J.,tk)] 0 . = f. k, 

J, J J J J 1 , 

i=l,2 , .. . , k=O,l (6.a) 

where, 

f* -- ~ k . i k - f . k - L [A . . kw . ( t k) - ô . . ( -1 J B w . ( t k)] (6 . b) 
' 1, j=l 1], J 1J 1< J 
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and, 

ôij = 
~-0 , for i:<j 

1 , for i=j 
(6 . c) 

The infinite system (6) of linear algebraic equations 
in the infinite set of unknowns Ci 1 s and Di 1 s is then 
solved, allthough approximately, by considering a 
sufficiently large finite system instead, for the 
determination of the first N coefficients. Such systems 
have been closely reviewed in [7], and the conditions 
under which the above replacement is valid were clearly 
establis hed. For our purposes here, and also due to 
space limita t ions, we assume these conditions are met a 
priori, inasmuch as convergence can be investiga ted by 
increasing the order N in successive evaluations of the 
coefficients. 

The complete solution of the problem is then 
cons tructed as: 

N 1 
T(x,t) = L 1!2 'I'(]Ji , x) [Ci u()Ji,t) +Di v(]Ji,t) + 

i=l Ni 

+ Wi(t)] (7) 

where elementary solutions u()Ji,t) and v()J t) for 
several cases of practical interest are readily obtainable 
from reference [2]. 

In the realm of applications.a more straighforward, 
explicit solution might be of interest. One possible 
approxímate solution can be readily constructed, 
provided the diagonal elements of the coefficients 
matrix are sufficiently dominant over non-diagonal 
elements, by neglecting, therefore, the terms for i:<j 
in equation (6.a) . Such lowest order solution, still 
given in the form of equation (S.a~has its coefficients 
determined from the much simpler 2x2 system.In addition, 
a still explicit and quite straightforward iterated 
lowest order solution can be obtained through one 
analytical iteration over the complete system, ta king 
the lowest order solution coefficients as an approximation 
for non-diagonal elements. These approximate solutions 
are more closely studied in the application that 
follows . 

APPLICATION 

We consider an application related to a Jongitudinal 
rectangular fin with variable heat transfer coefficient 
along its length, formulated, in dimensionless form,as : 

where, 

a2T(x,t) + 32T(x,t) = O , in O<x<l , O<t<r 
at 2 ax 2 

(B.a) 

aT 

at 
O, t=O 

aT 
-- + Bi(x) T = O , t=r (b . b,c) 
at 

at 
= O , x=O T=l , x=l (b.d,e) 

ax 

Bi(x) Bi * x-l/2 (8. f) 

The boundary conditions in the x-coordinate canbe 
made homogeneous by letting 6=1-T, and the appropriate 
eigenvalue problem is taken as: 

d
2 

'I'(]J,x) + ]J2'1'()J,X) = O , O<x<l (9 .a) 
dx 2 

d'!'(]J,X) • O , x=O 'I'{]J,X) =0 , x=l (9.b,c) 

dx 



and the integral transform pair is given by: 

1 

I 
'1'(\li, x ) 

ãi(t) = ~ e(x,t) dx 

o i 

9(x,t) =I 
1 

'1'(\li,x) ãi(t) 
i=l N
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i 

(lO . a) 

(lO.b) 

The solution of the auxiliary problem (9) is 
indeed a quite straightforward matter. Also,from direct 
inspection of system (4), the resulting transformed 
system for this case is given by: 

where, 

which 

d2 ãi(t) 
----=---- \1~ ãi(t) • O , in O<t<r 

dt 2 

dãi(t) 
• O , at t•O 

dt 

dãi (t) 
---+ 

dt 

1 
A =----
ij Nl/2 N 1/2 

i j 

r Bi(x) 

o 

fi 
1 

rBi(x) '1'(\li,x) dx 
tf!2 

i o 
is readily solved to yield: 

ãi (t) = ci cosh(lli t) 

, at t•r 

(ll.a) 

(ll.b) 

(ll.c) 

(11. e) 

(12.a) 

where the coefficients Ci ' s are obtained from the 
solution of the sufficiently large system: 

i=l,2 , . . • N (12.b) 

The complete solution is then approximately given 
by: 

N 
T(x,t) = 1 -12' L Cj cos(\li x) cosh(\li r} (13 . a) 

i•l 

with quantities of practical interest such as 
sectional average temperature and dimensionless 
flux at the base beill! given by: 

Also, the lowest order solution is obtained 
letting j= ) in equation (ll . c), or: 

, at t•r 

cross 
heat 

(13 . b) 

(13. c) 

after 

(14.a) 

Wich allows an explicit evaluation of the unk~own 
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coefficients ci, i as: 

and 

1 
ci, t = -------------------------

lli sinh(\lir) +A11 cosh(IJir) 
(14.b) 

c os h (\li t) 

(14.c) 

On the other hand, f or the iterated lowest order 
solution, equation (ll.c) is approximated by : 

(lS . a) 

where, 

y Ai. ãj i (t) 
j=l J • . 

at t=r (lS . b) 

j>' i 

or, 

(lS.c) 

where the correction term is given by : 

cosh(\li t) 

For comparison purposes, we also consider 
alternative approximate solutions to the 

two 
problem 

from t he proposed, namely, a fin-type solution obtained 
one-dimensional generalized fin equation, and a 
dimensional solution with an average, uniform 
number at the boundary t=r. The fin-type solution 

two
Biot 

is 
obtained as: 

L 2/3 ( ~ !Bi*'_i_* X 3/4 ) 

T (t) = x1/2 ____ 3_V'--=r=r=---
fin 4 (Bi*' 

1_ 2/3 <?:J--r> 

4 j ii"" '/4.. 
dTfin (x) I • jBi*' x1/4 I 1/3 (3 -r- x i 

dx x=l V --;--- 4/+i 
1_2/3 (- -) 

3 r 

(16.a) 

(16.b) 

where l v is the modified Bessel function of order v of 
the first kind. 

The average Biot number , for the functional form 
here considered, equals 2Bi*, and the solution for such 
a simplified version of the problem is givem by: 

* .fi y -* T (x,t)=l- COS(IJiX) fi 
i=l 

-IJ (r-t) -\li (r+t) 
(e i + e ) 

(17 . a) 
-2\l r -2\l r 

\li (1 - e i ) + 2Bi * (l+e i ) 

and 

(17 . b) 



RESULTS AND DISCUSSION 

Results were obtained for the fin-type problem 
under consideration, for typical values of the limiting 
Biot number, Bi*, and the aspect ratio, r, in this class 
of problems. The complete solution , with N=40, is used 
as benchmark to investigate the relative accuracy of the 
various approximate solutions. ln table I, results for 
the dimensionless heat flux at the fin base (x=l .O) are 
showP , for the values of Bi*=O.Ol, 0.02, 0.05 and 
r=O.l, 0.2,0.4. From inspection of the relative errors 
it can be observed, as expected,that the fin-type solution 
becomes less accurate for both increasing limiting Biot 
number ans aspect ratio, and in the range covere4 typical 
of fin-type problems, is more accurate than the lowest 
order solution, which becomes worse for increasing Bi* 
but apparently improves considerably for increasing aspect 
ratio. On the other hand, the iterated lowest order 
solution is in general quite accurate, correcting well 
for the influence of non-diagonal elements. Even for 
Bi*=0 .05 and r=O.l, whem the lowest order solution wasin 
error for about 11 %, the analytical iteration corrected 
the result to only 0 .6% relative error. The average 
Biot solution was, indeed, the most unsatisfactory 
approximation, despite the fact that it is a two-
dimensional solution . However, it can be noticed that 
the lowe s t order solution is actually equivalent to a 
certain weighted average Biot number solution, 
characterized by the expression of the coefficients 
Aii's. 

ln table q :, results are s hown for the dimensionless 
average temperature profiles, along the x-axis, with 
Bi*=0.5 and r=0.2. Besides the trends previously 
discussed, it can be noticedthat all the approximate 
solutions are increasingly ~ccurate for larger x, away 
frcm the fin tip where temperature profiles are less 
uniform along the t-variable and the behavior of the x
dependent Biot number is steeper . 

Finally, it is worth mentioning that the 
analysis, besides being applicable to fin 
such as the one here considered, might prove 
useful inaclass of conjugated heat transfer 
[8, 9]. 

present 
problems 

to be 
problems 

Table I. Dimensionless Heat Flux at the Fin Base (x=l.O):-
Compa~ison of Various Solutions for Different Values 
of Bi and r 

-----
H N-TYI'E AVEIL\GE KltlT .,. r 

LO\.'EST OltDE!l. I TFIU\TEO I.OWEST CCI~1\'LF.l E 

SOLUTlON SOLUTlON SOI.UTION OlUJ~;R 50LUTION ~0\.Ul l ON 

0.01 0.1 0.1820 0.1865 0.1795 o. 1812 o. 1813 

o .o1 o. 2 0.0953 0.0962 0 . 0943 0.0948 o. 0948 

0.02 0.1 0 .3349 0.3516 0.3264 0.3326 0.331 

0.02 o. 2 o. 1820 0.1862 0.1790 0.1807 0.1808 

0.05 0.1 0.6814 o . 7546 0.6428 0.6722 0.6763 

0.0) o. 2 o. 40?7 0 . 4257 0.3884 0.3970 0.3981 

0 . 05 0.4 o. 2227 0.2273 o. 2158 o. 2179 o. 2182 
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and r •O . 2 

I ~~~~~~~~ AVERACE BIOT LO~EST OH.DER ITERATF.Il I.Olo.'F.ST COHPLETE 
X 

SOI.UTION SOI.Ul"I.ON ORDF.R $0LUT ION SOLUTl Ol\ 

0 . 0 o. 7421 0. 79ftll o. 7377 o. 7459 o. 7450 

0.1 o. 7500 o. 7961! o. 7472 o. 7534 o . 7526 

o. 2 o . 7644 0.8023 o. 7638 o. 7675 o. 7667 

0. 3 o. 7831 0 . 8 122 o. 78ft3 o . 7858 o. 7852 

I o.4 o . 8054 0.8262 o. 8079 o . 6078 0.8072 

~ 
o. 8309 O.M42 0.8342 o. 8329 o.sn4 

0.6 o. 8594 0.8665 0.8628 0.8610 o. 8606 

o. 7 o. 8906 0 . 89ll 0.8937 0.8918 0.8915 

0.8 0.9245 o. 9240 o . 9268 0 .9253 o. 9 25 1 
I--· 

o. 9 o. 96 10 o. 9596 0.96 22 o. 9614 o. 961 3 
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RESUMO 
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1 . INTRODUÇÃO 

O trabalho aqui descrito ê parte de uma linha 
extensg de pesquisa desenvolvida na Companhia Siderúr
gica Nacional (CSN) na modelação dos fenômenos de 
transferência de calor que ocorrem nos processos side
rúrgicos. O programa vem envolvendo estudos de perdas 
têrmicas em panelas de transferência de aço lÍquido[!] 
e solidificação do aço no lingotamento continuo [2] . O 
Último serviu de base para o projeto de reforma da má
quina de lingotamento continuo de placas n9 1 da CSN 
cujo projeto foi inteiramente realizado com tecnologia 
nacional [3] . 

tudados, o cálculo pode se confinar a quarta parte 
do volume. Portanto foi considerada uma condição de 
contorno de fluxo nulo atravês dos dois planos de 
simetria. A Fig . 1 apresenta um esquema do volume 
de estudo. 

Em todos os sistemas atê então estudados , uma 
simplificação no número de dimensÕes pÔde ser realiza
da, permitindo uma abordagem bi-dimensional do proble
ma. Porem em diversas outras situaçÕes, tal procedimen 
to não pode ser adotado. No presente trabalho, as in= 
formaçÕes obtidas nos estudos anteriores foram incorpo 
radas no desenvolvimento de um modelo de transferência 
de calor tri-dimensional por diferenças finitas. O mo
delo apresenta flexibilidade suficiente para utilizar 
condiçÕes de contorno diversas e outras consideraçÕes 
tais como mudanças de fase que venham a ocorrer no ma
terial. 

O mêtodo será empregado na simulação da solidifi 
cação de lingotes de aço e, numa aplicação previa , do 
resfriamento de pilhas de placa oriundas do lingotamen 
to continuo e armazenadas no pátio com o objetivo de 
enfornamento a quente para a laminação . 

2 . MODELO MATEMÁTICO DE TRANSFER~NCIA DE CALOR 

O modelo ê baseado na condução de calor em regi
me transitório no interior do materif~ sendo simulado. 
Matematicamente , o fluxo de calor em três dimensÕes ê 
descrito por : 

ClT a ClT 
. Cp • (K .ay) + p -ãt ----ax-

+ a 
(K.-ª!.....) +-a- (K . _E_) (1) 

Cly Cly Clz Clz 

onde p ê a densidade, Cp o calor específico e K a con
dutividade têrmica. 

De forma a solucionar esta equaçao diferencial 
parcial, condiçÕes iniciais e de contorno necessitam 
ser consideradas: 

a) Devido a simetria encontrada em relação aos dois 
planos centrais na vertical nos sistemas a serem es 

z .'SIMETRIA • 

Figura 1 ·• Esquema do Volume de Estudo Considerado 
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b) Na região lÍquida, o fluxo de calor é descrito por 
uma condutividade térmica efetiva, Kef, a qual in
clui o efeito de convecção no lÍquido. 

c) A liberação do calor latente de fusão foi simulada 
pelo met0do da modificação do calor específico (Cp). 
Na região de mudança de fase, o valor do Cp é aumen 
tado artificialmente para levar em consideração Õ 
calor latente de solidificação. No passado, diver
sas abordagens foram empregadas para este procedi -
menta, por exemplo: o calor latente foi liberado; 
1) totalmente numa faixa de 1 C; 2) uniformemente 
distribuído entre a temperatura liquidus e solidus; 
3) usando uma função triangular e 4) em função da 
fração solidificada considerando a teoria de solidi 
ficação. Tem sido demonstrado [4], porém, que a a= 
bordagem utilizada possui pouca influência no resul 
tado e é totalmente desprezível quando comparadã 
com as outras incertezas do processo. Assim, no pre 
sente trabalho, utilizou-se um aumento uniforme dÕ 
valor de Cp ao longo da faixa de temperatura de so
lidificação. 

d) As condiçÕes de contorno na superfície são descritas 
como um coeficiente de transferência de calor con
vectivo e uma temperatura ambiente: 

3T 
h. (Ts - Ta) (2) 

dX 

onde h é o coeficiente de transferência de calor 
Ts e Ta as temperaturas na superfície e ambiente 
respectivamente. 

e 

Devido a complexidade das condiçÕes de contorno e a ne 
cessidade de se variar as propriedades termofísicas 
dos materiais com a temperatura, um método numérico 
foi escolhido para resolver a equação diferencial par
cial. A necessidade de se simular os processos por pe
rÍodos de tempo elevado e com o grau de detalhamento 
adequado significa a repetida execução de lonp,os progra 
mas de computador. Portanto, um custo tolerável de com 
putação foi um fator preponderante na escolha do meto= 
do numérico. Um esquema implícito alternado de dife -
renças finitas mostrou-se adequado a este propÓsito. 

3. FORMULAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE DIFERENÇAS FINITAS 

Ao utilizar a técnica das diferenças finitas pa
ra resolver uma equação diferencial assume-se que a re 
gião de interesse é dividida numa série de pequenos e= 
lementos discretos. A derivadas parciáis da equação 
original são então aproximadas pelas requeridas expres 
sÕes de diferenças finitas. Como a condutividade têrmi 
ca é uma função da temperatura, a Eq. (1) é não linear. 
Porém esta equação necessita ser aproximada por uma e
q~ação algébrica que set"a linear. A seguinte aproxima
çao sugerida por Myers 4] foi utilizada no modelo: 

-ª.- (K • .E_ )= 
dX dX 

T (i+ 1, j) -T (i, j) 
= Kl. 

/:; X 

_ K2 . T(i,j)-T(i-l,j) ... (3) 
6 X 

onde as condutividades térmicas Kl e K2 são calculadas 
achando-se o valor médio de K nos nodos adjacentes. 

A aprox1mação da Eq. (3) e utilizável apenas num 
método explícito de diferenças finitas no qual a tempe 
ratura futura em um determinado nodo é simplesmente cãl 
culada em função das temperaturas atuais dos nodos ad~ 
jacentes, conhecidas. Embora o método seja simples e 
muito conveniente para uso em computador, ele possui 
séria desvantagem. De forma a assegurar a estabilidade 
do método numérico~ existem restriçÕes ao intervalo de 
tempo utilizado [SJ . Estas restriçÕes Óbviamente onera 
riam demasiadamente o custo computacional. 
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e possível eliminar estas restrições utilizan
do-se um método implÍcito de diferenças finitas. Essen 
cialmente, a temperatura futura em um determinado nodo 
é expressa em função das temperaturas futuras nos no
dos adjacentes. Entretanto este procedimento leva a 
dois novos problemas: 

a) Os valores das propriedades termofísicas são agora 
uma função de valores futuros, desconhecidos, de 
temperatura e, 

b) Na equação existe agora sete valores de temperatura 
desconhecidos. A aplicação da equação a toda a ma
lha leva a um sistema simultâneo de equaçÕes cuja 
solução pode ser dispendiosa em termos de custos 
computacionais. 

A solução mais elegante para o primeiro proble
ma seria adaptar uma técnica iterativa, isto é, aproxi 
mar K e Cp usando os valores de temperatura atuais, cal;u 
lar a nova distribuição de temperaturas, achar novos
valores de K e Cp e recalcular a distribuição de tempera 
turas . Isto porém iria indubitavelmente aumentar o nú-
mero de interações. Como a dependência de K e Cp na 
temperatura não é muito forte e a diferença de tempera 
tura entre dois intervalos de tempo sucessivos não e 
grande, somente o primeiro passo foi utilizado. Este 
procedimento limita o tamanho do intervalo de tempo 
já que a precisão dos valores das propriedades termo -
físicas é uma função do t utilizado. Porém, a restri
ção imposta é menos severa que no caso de se utilizar 
um método explÍcito. 

O segundo problema pode ser vencido utilizan
do-se um esquema implÍcito alternado de diferenças fi
nitas. No presente trabalho foi utilizado o método su
gerido por Brian [s]. Este método envolve a subdivisão 
do intervalo de tempo em dois. No primeiro meio-inter
valo de tempo, as equaçÕes são feitas implícitas some~ 
te na direção X gerando um resultado intermediário T* 
e somente na direção Y gerando um segundo resultado i~ 
termediário T**· No segundo meio-intervalo de tempo as 
equaçÕes são feitas implÍcitas na direção Z usando pa
ra X e Y os valores intermediários. Assim sendo, as e
quaçoes ficam reduzidas a três valores de temperatura 
desconhecidos em cada vez e o sistema de equações tor
na-se tri-diagonal o qual pode ser resolvido facilmen
te por um método de eliminação Gaussiana. 

De forma a introduzir as condiçÕes de contorno, 
o termo apropriado da equação descrevendo o fluxo de 
calor por condução deverá ser substituído por um termo 
descrevendo a troca de calor com o ambiente. Para um 
nodo na superfície, a simples aplicação da condição de 
contorno na equação de diferenças finitas levaria a 
(considerando apenas a direção X) : 

p. Cp. T' (l,j) - T(l , j) 

6 t 

= Kl . T(2,j) - T(l , j) . +h . (Ta - T(l,j) •.. (4 ) 

2 
6x 6x 

porém esta substituição direta não é totalmente satis
fatória já que as aproximaçÕes para as derivadas não 
casam, sendo o erro para um nodo na superfície uma fun 
ção de X (ou y OU z) e para um nodo no interior uma 
função de x2 (y2 ou z2). Esta diferença nos erros pode 
ser corrigida imaginando-se a existência de um nodo 
fictício a uma distância x (ou y ou z) da superfície 
[6]. Considera-se então o calor trocado entre o siste
ma e o ambiente como sendo equivalente ao calor troca
do por condução entre o nodo do interior imediatamente 
adjacente à superfície e o nodo imaginário. Isto leva 
as seguintes equaçÕes (apenas considerando-se a dire -
ção X): 



T' (l,j) - T(l,j) 
p .Cp . 

/). t 

= Kl • .! ... J~.l..iL..::..!.Q.lj_) + K2 
2 

T(l,j) - Tj 
2 

(5) 

/).X /). X 

onde Tj (temperatura no nodo fictício) pode ser calcu
lada da expressão da condição de contorno: 

K . T(2,j) - Tj 

2 • /).X 

(T(l,j) -Ta) •••••• ( 6) 

3. DEFINIÇÃO DAS CONDIÇÕES DE TROCA DE CALOR NA SUPER
F!CIE 

O uso de valores confiáveis para as condiçÕes de 
contorno e as propriedades termofisicas representa, de 
longe, o problema mais difícil no modelamento dos sis
temas desejados. Dados para as propriedades termofisi
cas a altas temperaturas de aços comerciais são difí
ceis de se obter e variáveis tais como a contutividade 
térmica efetiva do metal no nÚcleo lÍquido e a libera
ção do calor latente durante a solidificação apresen -
tam grande dificuldade na determinação experimental. 

Na situação aqui estudada, refe~ente ao resfria
mento de pilhas de placas do lingotamento continuo no 
pãtio da laminação da CSN, considerou-se que a retira
da de calor na superfície das pilhas ocorresse por ra
diação e convecção natural e não houvesse resistência 
de cantata entre as placas formadoras das pilhas. As
sim sendo, para manter uma condição de contorno por 
convecção, definiu-se um coeficiente de transferência 
de calor por radiação, hr, a partir da equação de 
Stefan-Boltzmann: 

o • 
hr ~ 

(Ts - Ta) 

onde o ê a constante de Stefan-Boltzmann e E 
vidade e um coeficiente de transferência de 
convecção , hc, oõtido de dados experimentais 
perf1cies planas verticais e horizontais: 

(7) 

a emissi
calor de 
sobre su-

hc = Co • (Ts ~ Ta) 0 •25 
•...•.•.•.• (8) 

onde Co ê uma constante dependente da posição da face 
considerada. 

O coeficiente total de transferência rle calor, 
ht, ê então obtido por: 

ht = hr + hc (9) 

4. SIMULAÇÃO DO RESFRIAME~TO DA PILHA DF. PLACAS 

A .. fase ·do processo de resfriamento de placas em 
pilhas simulada pelo modelo foi precedida da simulação 
da perda de calor no manuseio de placas individuais uti 
lizando o modelo oe-dimensional já citado [2] . Destã 
forma, o lingotamento das placas foi simulado, desde o 
metal lÍquido, de forma a se obtPr a temperatura exis
tente nas placas antes do empilhamento. No caso de pl~ 
cas individuais, a transferência de calor pode ser con 
siderada bi-dimensional e o perfil obtido para uma se= 
ção foi considerado vâlido para todo o seu comprimento. 
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Considerou-se que, na pilha, todas as placas possuem 
inicialmente o mesmo perfil de temperatura. 

Deste modo, conforme mostra a Fi~. 2, as placas 
foram empilhadas com calor contido de 447 MJ/t (pon
to 3) o que corresponde a uma temperatura média de 
736QC. Foram consideradas placas de 250 mm de espessu 
ra, 1000 mm de largura e 10 m de comprimento num to= 
tal de 12 placas por pilha. 

CAL.OR CONTIDO 
I N.J/t l 

------1' 
:- RECUPERÁVEL 

15pl.ANENTO 
I 
I -------r---- .:1. URNICO 

I 
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PANELA 

1 
I 
I 

I 
SAÍDA INÍCIO 

OE 

TENPO lhrl 

DA 
NÁOUINA ENPILHAMENTO 
OE LINOOTA· 
MENTO CONTÍNUO 

POR 

Figura 2 • Queda do Calor Contido na Placa Individual 
na primeira Fase do Processo 

Para avaliar a resposta do modelo, foram utiliz~ 
dos dados de temperatura superficiais de placas medi
das quando do desempilhamento para o processamento se
guinte, ou seja o reaquecimento para laminação a quen
te. Nota-se pela Fig. 3 que as temperaturas obtidas pa 
ra um mesmo tempo de residência possuem uma variaçãO 
sensível. Estas variaçÕes são decorrentes das várias 
dimensões existentes nas pilhas e, principalmente, da 
variação das condiçÕes em que uma determinada placa ê 
submetida no pátio (tempo exato de empilhamento, trân
sito atê a mesa de entrada do forno de reaquecimento on 
de as temperaturas são medidas, etc.). Portanto foi 
considerado como referência as temperaturas medianas 
para cada tempo. A Fig. 4 mostra a curva mediana das 
temperaturas experimentais observadas comparadas com 
as previstas pelo modelo nas seguintes condições: 

a) centro da face superior da pilha, 

b) centro da face superior da sexta placa da pilha (i~ 
terior e, 

c) temperatura media equivalente das placas. 

A curva c) se refere à temperatura uniforme que 
as placas teriam para conterem a mesma energia térmica 
prevista pelo modelo e cuja variação com o tempo e mos 
trada na Fig . S. 
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S. CONCLUSÕES 

Um modelo matemático de diferenças finitas, ba
seado no fluxo de calor tri-dimensional, foi desenvol
vido e empregado para prever o campo de temperaturas e, 
portanto, a perda de energia contida, de urna pilha de 
placas de aço provenientes do lingotarnento contínuo e 
aguardando no pátio enfornamento para laminação a quen 
te. Para validação do modelo as temperaturas superfi ~ 
ciais das placas ao serem retiradas das pilhas foram 
confrontadas com as previsÕes do modelo apresentando 
boa concordáncia • 

Considera-se que o modelo permite simular o res
friawento das pilhas e pode ser aplicado: 

a) na obtenção de dados para otirnização da pratica do 
enfornarnento a quente e, 

b) no estudo das alternativas de proteção térmica para 
escolha da melhor relação investimento X economia de 
combustível no processo de reaquecimento rle placas. 

O modelo apresenta grande flexibilidade na repre 
presentação de condições de contorno diversas e serã 
empregado para simular diversos processos metalÚrgicos 
nos quais uma situação basicamente tri-dimensional de 
fluxo de calor é característica, tais como na produção 
de lingotes de aço. Neste caso específico o modelo pe~ 
mite considerar as mudanças de fase que ocorrem duran
te o processo . 
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6eve~a1 metafRWt.g~cai 6y6tem6. An exten6(on o6 the 
~,f.(~ aRteltrlrunn-d.útection method /mown a.ó 8JÚa.n'6 
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be U6ed to oot-ú>leu the eneJtpy 6a.v~ng ~n the 6!f6tem. 
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INTRODUÇÃO 

O aquecimento ou o resfriamento rápido de mate 
r1a1s provoca gradientes de temperatura que dão origem 
a tensÕes térmicas que podem até, se excessivas, compr~ 
meter a integridade fÍsica do material. Problemas desse 
tipo ocorrem em processos de grande importância, tais 
como, tratamentos térmicos de materiais, resfriamento 
de emergência de reatares nucleares, etc .. 

No caso de aplicação de um transiente térmico p~ 
ra o resfriamento de um corpo, a determinação da distri 
buição de tensÕes térmicas, provenientes do gradiente 
de temperaturas, pode ser feita, sem muitos problemas, 
quando as condiçÕes de resfriamento são pré-estabeleci 
das e são mantidas com valores constantes durante o de 
correr de todo o transiente térmico. Assim, para cadã 
condição de resfriamento estipulada tem-se um perfil de 
temperaturas diferente e, consequentemente, uma distri 
buição de tensÕes térmicas também diferente. 

Já para o caso de condiçÕes de resfriamento var1~ 
veis durante o prÓprio processo transitório, mesmo a d~ 
terminação do perfil de temperaturas já se to!"a basta~ 
te difÍcil. Simplificando-se o tipo de variaçao das co~ 
diçÕes de re~friame~to pode-se, !ventualmente, ch~gar ~ 
uma formulaçao pass1vel de soluçao. Um exemplo d1sso e 
o caso da variação linear com o tempo da condição de 
resfriamento, que permite que seja obtida, por meio de 
uma formulação numérica apropriada [1], as distribui 
çÕes em espaço e tempo, ~anto da temperatura como das 
decorrentes tensÕes térmicas. 

Em qualquer caso, entretanto, a distribuição de 
tensÕes térmicas, resultante do transiente de temperatu 
ras, é uma consequência das condiçÕes de resfriamentÕ 
impostas. Pode-se ter, então, um comportamento indesej~ 
do das tensÕes térmicas em função do tempo, ou seja, em 
certos instantes do processo transitório elas podem su 
perar valores limites aceitáveis. Assim, o que se pr~ 
tende, neste trabalho, é demonstrar a viabilidade de se 
impor, a priori, limites para a variação das tensÕes 
térmicas e determinar, então, qual deve ser a variação, 
no tempo e durante o prÓprio transiente, da condição de 
resfriamento para que esse objetivo seja atingido. Em 
suma, o que se deseja é controlar o transiente térmico 
para se obter uma distribuição de tensÕes térmicas apr~ 
priada. 

Para simplificar as manipulaçÕes matemáticas e al 
gébricas optou-se por estudar um problema empregando-se 
geometria plana. Assim, neste trabalho, é feita uma an~ 
lise, por teoria de controle Ótimo, do resfriamento 
transitório de uma placa plana, de tal modo que as tem 
peraturas nessa placa decresçam o mais possível num in 
tervalo de tempo fixado (Índice de Desempenho), mas sem 
que as tensÕes térmicas geradas ultrapassem, em qual 
quer instante do transiente, um valor limite pré-fixado 
(VÍnculos de Estado). Para que isto seja possível consi 
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dera-se variável durante o transiente, mas também den 
tro de limites pré-fixados, o coeficiente de troca de 
calor na interface placa/meio de resfriamento (VÍnculos 
de Controle). A solução do problema de controle Ótimo, 
assim formulado e discretizado em espaço e tempo, é en 
tão obtida com o emprego do método do gradiente projetã 
do, que fornece o controle para resfriar eficientemente 
a placa sem o aparecimento de tensÕes térmicas excessi 
vas. 

FORMULAÇÃO 

O problema em estudo consiste, portanto, em se 
analisar, sob o ponto de vista de controle Ótimo, a tro 
ca de calor transiente entre uma placa plana e o meio 
fluÍdo que a envolve, observando-se a distribuição de 
tensÕes térmicas resultante. 

I 
FLUIDO DE 

PLACA RESFRIAMENTO 

T ( x• ,t• Tf 

• X 

l -CONVECÇÃO -
C/ h(t•) 

Figura 1. Notação para análise de transiente térmico em 
placa plana. 

Usando Tr e tr• respectivamente, como te~eratura 
de referência e tempo de referência, e a notaçao da Fi 
gura 1, tem-se que a distribuição transiente de temper~ 
turas na placa, na forma adimensional, é dada pela solu 
ção de (1), sujeita ãs condiçÕes (2), (3) e (4). 

(1) 

9 (x, O) • 1 (2) 



~I 
X 

o 
o 

~, 
élKX 1 

- Bi (t) elx 1 

onde e(x ,t) = temperatura adimensional da placa 
= (T (x,t) - Tf)/(Tr- Tf) 

x = variável espacial adimensional = x*/x1 
t = variável tempo adimensional = t*/tr 

Fo = adimensional n~mero de Fourier 
Bi = adimensional nÚmero de Biot 

( 3) 

( 4) 

Em função do gradiente de temperaturas observado 
na placa, tem-se, para a tensão térmica resultante [2], 
representada por a, a expressão: 

onde E 

a(x* t*) = ~ T(x* t*) + 
' 1-v ' 

Ea 1 
1-v <x;-

XI 

f T(x*,t*) dx*) 

o 

módulo de elasticidade 
a = coeficiente de expansão térmica 
\! = coeficiente de Poisson 

Tornando (5) adimensional e rearranjando 
chega-se a um Fator de Tensão Térmica, Ftt• 
por : 

a(l-v) . 
F (x,t) = Ea(T -Tf) tt r 

I 

- e + J e dx 

o 

(5) 

termos 
definido 

(6) 

Nestas condiçÕes, o problema de controle Õtimo 
proposto consiste em obter, na placa, por meio do con 
trole do coeficiente de troca de calor na interface plã 
ca/meio, que pode variar entre um limite inferior hroi~ 
e um limite superior hmax• durante um intervalo de tem 
po pré-determinado (= tf), uma distribuição de tensÕes 
tal que, em qualquer instante desse intervalo: 

Ftt (l, t) ~ Cmax (7) 

onde Cmax = limite de tensão adimensional 
A limitação de tensÕes representada por (7) (~VÍN 

CULO DE ESTADO) deve ser, então, satisfeita juntamente 
com a condição de mínimo do funcional (=ÍNDICE DE DESEM 
NHO): -

ID 
1 .!. e2(l ,tf) + 2 

2 

tf 

J e 2(l,t) dt 

o 
(8) 

Isto deve ser obtido, por meio da variação de 
Bi(t) = U(t), que deve satisfazer a desigualdade (•VÍN 
CULO DE CONTROLE): -

U1 ~ U(t) ~ U2 para O < t < t 
- - f 

(9) 

Entretanto, uma solução analÍtica do problema for 
mulado, ou seja, a determinação da função U(t) que, uti 
lizada na condição (4) conduza, juntamente com (2) e 
(3), a uma solução de (1), satisfazendo (7) e minimizan 
do (8), ê virtualmente impossível de ser conseguida. Õ 
que se pode fazer ê buscar uma solução numérica, discr~ 
tizando em espaço e tempo, o problema proposto. 

A Figura 2 esquematiza a discretização em espaço 
utilizada para a determinação da distribuição Õtima de 
tensÕes térmicas, considerando, na placa, condução de 

calor unidirecional. 

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 

Is 14 
I I 

9 9 ~ I I I I I X I I I I 
I I 

L~ x lt.x I r t.x I rt.x I I I I 
I I I I 

X= 0 x•l 

Figura 2. Discretização em espaço para analise numérica 

Assumindo agora que o intervalo de tempo conside 
rado para a analise do transiente térmico, tf, seja sub 
dividido em kf intervalos de duração ÔT, tem-se para a 
versão discretizada do problema formulado: 

EQUAÇÃO DE' ESTADO 

~(k+l) A~(k) + ~(k)~T~(k) 1 < k ~ kf (lO) 

onde 
f (1-Fo) (2Fo) o o o 

o (l-2Fo) o o o 

=I 
o (2Fo) (r-2Fo) 

A 
l+r r 

o o Fo 
?" 

(2Fo).!_ o l+r r I {11) 
r 2-2Fo Fo <---;r-> ?" 

o o 2Fo (r 2 ~2Fo) 
T o 

bT = (-2Fo, O, O, O, O) (12) 

~T (k) (Bi(k), O, O, O, O) (13) 

e o vetor S(k) contêm as temperaturas adimensionais nos 
pontos 1 a-5, de tal modo que: 
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eT Ck) (S(l,k), 9(2,k), e(3,k), e(4,k), e(5,k)) (14) 

ÍNDICE DE DESEMPENHO 

ID = t 92(l,kf+l) (15) 
1 kf T 

+ 2 ÔT L ~ (k)Qe(k) 
k•l 

onde Q ê matriz diagonal cujos elementos sao 1/2, 1, 
(l+r)/2, r e r/2. 

VÍNCULO DE ESTADO 

~T~(k) ~ cmax (16) 

T ôx l+r rôx 
onde e = (-1 + :r• ôx, (--2-)ôx, rôx, --2-) 

VÍNCULO DE CONTROLE 

U1~U(k)~U2 1 ~ k ~ kf (17) 

A solução numérica do problema de controle Õtimo 



formulado e discretizado em espaço e tempo é, então, ob 
tida com o emprego do método do gradiente projetado 
[3] . Entretanto, como a equação de estado não é linear 
no controle, torna-se necessário, antes da aplicação do 
gradiente projetado, linearizá-la. Assim, consideran 
do-se um processo iterativo com N e N+l representando 
duas iteraçÕes consecutivas, tem-se para a Equação de 
Estado linearizada: 

(18) 

onde N~(k) é um vetor que representa a parcela do ve 
tor temperatura que não depende do controle, e Ndk+l(j) 
é um vetor que repr~senta a contribui2ão do controle no 
instante j e iteraçao N para a formaçao do vetor tempe 
ratura no instante k+l, iteração N+l. -

Para o Índice de Desempenho correspondente tem-
-se: 

(19) 

Os vÍnculos de controle devem ser respeitados, is 
to é, qualquer que seja a iteração devem ser satisfei 
tas as desigualdades: -

- N+lU(k) + U2~0 
N+lU(k) + U1~0 

para k a 1, 2, 3, •••• kf (20) 

para k = 1, 2, 3, ... , kf (21) 

Usando, também, no VÍnculo de Estado, a forma li 
nearizada da Equação de Estado, chega-se ã desiguald~ 
de: 

(22) 

para k = 2, 3, ••. , kf 
O controle 3timo procurado, ou seja, as condiçÕes 

de resfriamento em função do tempo, que produzem um per 
fil de temperaturas, solução de (18), que minimiza (19) 
e satisfaz, simultaneamente, todas as L • 3kf-l desi 
gualdades representadas por (20), (21) e (22) pode, ag~ 
ra, ser determinado. 

RESULTADOS NUMJ!RICOS E COMENTÃRIOS 

Para uma aplicação numerica considera-se que: 
a) a placa está inicialmente a uma temperatura unifor 

me e igual a Tr• portanto a condição inicial para a 
integração da Equação de Estado (18) é ~(1) = ~(1) 
= 1; 

b) as condiçÕes de resfriamento durante o transiente 
térmico vão variar de tal modo que U1 a 0,1 e U2=l; 

c) em função do material que constitue a placa e da tem 
peratura do fluido de resfriamento, o Fator de Ten 
são Térmica não pode superar o valor Cmax= 0,5; 

d) o transiente deve ser analisado durante o intervalo 
de tempo tf a 0,2. 

As figuras 3 e 4 mostram o comportamento, em fun 
ção do tempo, da temperatura na superfície da placa e 
do Fator de Tensão Térmica resultante, respectivamente, 
para os casos de resfriamento no limite mÍnimo, e de 
resfriamento no limite máximo. 

A Figura 3 mostra que, se a condição de resfria 

mento foi mantida sempre no limite mÍnimo, a tensão ter 
mica resultante na placa estará sempre bem abaixo do va 
lor máximo admissível, mas, em compensação, a temperat~ 
ra na placa cairá muito lentamente; neste caso, o In 
dice de Desempenho assumirá um valor alto (ID~ 
5,726.10-2). 
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1,0 ....... --------------------. 

RESFRIAMENTO MÍNIMO 

u ( t ) • u 1 = o. 1 
0,8 

0,6 

______ ....:.,. ______ - ----~ffi_9!__ 

0,4 

0,1 
t 

0,2 

Figura 3. Temperatura e Fator de Tensão Térmica durante 
transiente com resfriamento mÍnimo. 

1,0 ....... -------------------. 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

RESFRIAMENTO MÁXIMO 

U(t)=U2=1,0 

0~~--~--~~--~--~~--~---.--~ 
0,1 0,2 

t 

Figura 4. Temperatura e Fator de Tensão Térmica durante 
transiente com resfriamento máximo. 

Se, por outro lado, o resfriamento for mantido, 
durante todo o transcorrer do transiente, n~ valor máxi 
mo possível, as temperaturas na placa cairao rapidame~ 
te, ou seja, o valor do Índice de Desempenh~~ tal como 
ele foi definido, será baixo (ID=0,606 x 10 ), mas is 



to, às custas de uma tensão térmica ultrapassando o va 
lor limite admissível, como está evidenciado na Figura 
4. 

1,0 

U(t) 

0,8 

0,6 

CONTROLE OTIMO 

0,4 
o 0,1 0,2 

Figura S. Condição de resfriamento Ótima. 

Evidentemente, existe uma solução intermediária, 
que minimiza ID sem que Ftt ultrapasse Cmax; esta seria 
a solução Ótima para o problema proposto. Na Figura 5 
tem-se a variação, obtida pelo método do gradiente pro 
jetado, que deve ser seguida pelo controle, ou seja, pe 
la condição de resfriamento, para que as temperaturas 
na placa decresçam o mais possível, no intervalo de tem 
po considerado (lDótimo= 1,676 x 10-2

) sem, no entanto~ 
gerar tensÕes térmicas excessivas, como mostra claramen 
te a Figura 6. 

1,0 r-----------------. 

RESFRIAMENTO O TIMO 

0,8 
u1 !ii: U!tl o;; u2 

0,6 
Ftt (1, t) 

/ Cmax 

0.4 

0,2 

o~-.-.--,r--.-.--.--.-.-~-~ 
o 0,1 0,2 

Figura 6. Temperatura e Fator de Tensão Térmica durante 
transiente com resfriamento Ótimo. 

CONCLUSÃO 

O estudo apresentado mostrou, portanto, a viabili 
dade da otimização de um problema de transferência de 
calor em regime transitório, sujeito ã restriçÕes de ca 
ráter tecnolÓgico, no caso, tensÕes térmicas não pode~ 

do ultrapassar valores máximos, compatíveis com o 
rial empregado, usando como parâmetro de controle 
condição de contorno variável, no caso, a taxa de 
friamente. 

mate 
uma 
res 
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that the. tempeJLatwte. Me.id .i.rt the. piate. goe.ll down lll> 
much M po!>ll.i.bie. .i.rt a Mxe.d .túne. .i.rtte~tval ( Pe~tnoJtmartce. 
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(CorttJLoi CoY!lltM.i.rttll). The. l>Oiut.i.ort on the. op.túnal 
corttJLoi ~obtem, !>tate.d .i.rt th.iA wa.y artd d.úMe.t.i.ze.d .i.rt 
.túne. artd llpace. , .ú the.rt obta.i.rte.d by Ul>.i.rtg the. g~e.rtt 
p~je.ct.i.ort te.chrt.i.que. , that g.i.ve.ll the. ap~~e. 
coYlt!Loi (cooi.i.rtg conc:U.t.i.oY!ll) to cooi the. piate. 
e.nMc.i.e.rtily wUh no e.xce.llll.i.ve. th~a.t l>~e.lllle.ll. 
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ABSTRACT 

It'& ~opo&ed the app~cation o6 an h~n 6onmutation to &otve the 6uli 
Nav.ieJt-stok.u equation&, WIÚ.tten .<.n the b.ihakmon.<.c 6onm, coupted to az.únu.th.a.e. 
momentum equation and/o~ eneJtgy equation. The geneJtal. concept& ~e du~bed and 
~u~ 6~om anal.yUcal. tut ca&u ~e &hown . F.<.naily, ~u~ 6Mm a comptex pMbtern 
~e btie6ty &hown , 6M 6MtheJt .in&.<.ght on the 6onmutation. 

INTRODUCTION 

Although several methods could be applied to the 
problems to be investigate, here it was decided to 
analise an alternative method capable of solving the 
generalized hiharmonic equation formulated for buoyancy 
driven flows of large Prandtl numb er fluids. The 
proposed method is based on the Hermitian formulation 
that has been used in simulation of low Rayleigh number 
range thermal problems. This method is later coupled 
with an extended version of the compact method proposed 
by Adam [1,2] to solve parabolic equations. 

ln the present paper, initially the numerical 
formulation of the methods are presented and then, few 
results of the applications of the concepts to a complex 
problem are discussed. Further results are available in 
Braga [3]. 

FORMULATION FOR THE BIHARMONIC SOLVER 

At steady-state, the generalized biharmonic 
equation for a Newtonian fluid may be written as [3]: 

( 1) 

where the coefficients R1 and R2 of the inertia terms 
and the driving force terms, respectively, depend on 
the problem: 

i) R1 = O = R2, for a creeping flow. 

ii) R1 = 1/Pr and R2 Ra, for a natural conyection 
flow. 

iii) R1 = Re and R2 = O, for an isothermal flow. 

Here, Pr , Ra, Re and GF are the Prandtl number, the 
Rayleigh number, the Reynolds number and the temperature 
gradient perpendicular to the gravity field. 

Recently, Schreiber and Keller [4] proposed a 
combination of numerical techniques for solving this 
equation . Using finite-difference relations involving 
thirteen unknowns, they obtained a very efficient 
method, using continuation methods, Newton's method and 
Ricardson extrapolation . Although the continuation 
procedure used to generate the data assumed at the 
initial step presented some difficulties in a few case~ 
the main problem was very likely associated with the 
large storage requirements for solving the large 
bandwidth matrix. 

Here a Hermitian formulation is preferred in 
order to eliminate the fourth order derivatives and 
therefore, to replace the original equation by a series 
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of algebraic relations among the unknowns. The method 
was initially proposed for the solution of case i) above 
in [5] and was later extended to case iii). Here, the 
presentation is limited to case ii). As it is known, the 
original Hermitian formulation proposed by Kreiss [6] 
consists of handling the function and its first and 
second derivatives at each node as unknowns. Assuming M 
nodes, the closure of a system of equations with 3M 
unknowns is obtained through the use of two additional 
involving the unknowns at three adjacent nodes, as 
discussed by Hirsh [7]. The disadvantage of increasing 
computational effort is more than compensated by the 
higher accuracy generally obtained with the method. 

ln order to reduce the computational effort, the 
fourth order derivatives are eliminated by the use of a 
tri-diagonal relation involving only the second 
derivative, S. This derivative and the stream function 
constitute the unknowns. Therefore, the velocities can 
be eliminated from the governing equation by using tri
diagonal relations involving the (stream) function and 
the second derivative. 

Boundary Conditions. As there are two unknowns, 
the function and the second derivative, boundary 
conditions are needed for them. ln fluid dynamics 
problems, the second derivative of the stream function 
is related to the vorticity and in most cases no 
information is available about it. Fortunately, because 
the velocity at the boundaries is usually known, due to 
the no-slip condi t ion , the closure of the system of 
equations may be obtained through the use of an 
auxiliary relation involving the function and the first 
and second derivatives. For instance, it has been shown 
[5, 7] that, using a forward difference approximation : 

-hF' 
w 

(2) 

where Fw is the first derivative of IJ!, i.e. the velocity 
evaluated at the wall. 

ADI Formulation. The velocity profile isobtained 
after solving the biharmonic equation at each timestep. 
Although several direct method s are available for its 
solution, they are restricted to special geometries and 
simple boundary conditions, so it is usually preferable 
to use iterative methods. Also, for problems where only 
the steady state solutions are needed, iterativemethods 
become even more atractive because they involve much 
less computational effort. Although strongly implicit 
procedures have been used recently, the alternating 
direction implicit procedure (ADI) seems to be more 
suitable for handling the Hermitian formulation,because 



Lhe algebraic system remains tri-diagonal. 
The solution of the biharmonic equat ion is 

obtained iteratively with the advancement in "time" 
being achieved after two s t eps of a specia lized ADI 
scheme. Several formulations are possible but the 
following two steps are more suitable for fluid dynamics 
problems to assure diagonal dominance of the matrix of 
cocff i c i en t s : 

i) intermediate step , * : 

pljJ * + '741/J'' 
X 

4 s*c . . ) -,,,n n4,,,n 2 (( n( o o ) 

- l, J = p., - v 'f' -- s ~ ,J + 1 + 
h2 X Z h 2 X 

z z 

n( .. )) n + Sx ~.J-1 + R2GF + R1 

ii) r inal step, n+1: 

pljJn+l + V41jJn+1 
z 

where we defined R~ as: 

- * 2pljJ 

Rn 
1 R1 {~X ( í/ 2~ ) 

_ pljJn + í/41/Jn 
z 

a 
- ãZ (v2~)r 

(3a) 

(3b) 

(4) 

The are several ways to discretize the convective 
term, but convergence rate and stabi lity considerations 
indicate that for high Prandtl numbe r flows, a more 
efficient code results if the non-linear term is 
. onsidered explicitly. Another advantage is that the 
l.PU time per iteration is reduced significantly. 

ln [3], the stability analysis of the present 
formulation is discussed. The analysis is based on an 
Jmplification factor and stability is achieved provided 
it remains bounded, which in the present case is 
r•qu i valent to: 

c 

nd D - O. 25C 1
• 

1 

where C is the Courant number, defined as: 

c= max clul + lwl) Rl/Ph 

·wd 

D = 1/ph 2 

with p meaning thc accLieration coef ficient and h the 
grÍd SIZC. 

(5) 

(6) 

(7) 

Dueto the explicit handling of the convective 
Lerm, a restrictive stabilily cri terion is found, 
imposing a maximum valuc for the parameter R1 that 
t>nsures converg<•nct', Other formulations have more 
rcstrictive critt·ria. Becausc R1 = 1/Pr is a small 
quantity in the prescnt case , the influence of the con
vective term is small and the stabil ity requirements are 
relaxed. For simulations in the l ow Prandtl number 
range, different and more complicated discretizing 
schemcs result (however, see Braga [8]). 

During the development of this method, it was 
~pplied to obtain the solution of several equations with 
known analytical solutions . Accuracy , convergence rate 
<1nd stability were studied further . The results, which 
are available in [3] and [ 5] , are consistente with those 
obtained by other methods, but the present storage 
requircments are much lower. The method is second order 
accurate and , due to the use of cent ral difference 
schemcs for the convcctivc terms, at least in steady 
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state no numerical viscosity is introduced . 
Before proceeding further , the most effective way 

of obtaining the velocity profiles is discussed. The 
most obvious way is by using an equation like (2) abNe, 
relating the stream function and the second derivative. 
If this is done, the radial velocity is obtained from 
the data generated at the final stage (n+1 ) of the ADI 
method and the axial velocity is generated from the 
results of the intermediate step , (*) . After conver
gence, the continuity equation is automatically 
satisfied . However , in the problem under investigation, 
only the steady state is needed, so at each step of the 
outer iteration (i . e. the itera tion of both energy and 
azimuthal momentum equations) only a n update of the bi
harmonic equation is necessary. Consequently, the 
prev iou sly mentioned way of computing the veloci ty 
distribution does not cons erve mass in the cell, at each 
step of the outer loop. ln the long iterative process, 
this causes phase errors that lead to oscillation and 
an increase in the number of iterations for convergence. 

lt can be seen that mass is conserved at each step 
if the velocity profile is computed at the final step, 
n+1, of the ADI method using a simple central dif
ferences scheme and involving only the stream function. 
Although less accurate , this formulation is preferred 
for the study. 

ENERGY AND/OR AZIMUTHAL MOMENTUM EQUATIONS 

Once the generalized biharmonic equation has been 
solved to convergence (or near it) , the velocity 
profiles are known and updates to the energy and 
azimuthal momentum equations can be generated . ln the 
present section, the discretizing scheme is discussed 
together with the numerical analysis related to these 
equations. For simplicity, these two equations are 
represented as : 

.~! + íl(uF) + íl(wF) + a uF = R
1
{ íl

2
F +..!._ aF _g+ a

2
F} (8) 

a t ar az r ar2 r ar r az2 

Choice of Solution Method. The solution fo the 
equations r epresented above could be obtained using 
either a standard finite difference scheme of lower order 
(in a procedure essent ialy similiar to the combined 
method dis cussed in [ 9] or a more sophisticated 
Hermitian formulation. Although the simpler approachhas 
some advantages, it was decided to employ an extension 
of a standard compact method initially proposed by Adam 
[1] and modified during the initial stages of the 
present. A lengthful discussion on this is presented in 
[3]. 

Super Compact Method. ln the initial stages of 
this work, the original compact method, as proposed by 
Kreiss in [6] and used by Hirsh [7], was applied to 
solve several simple equations with analytical 
solutions. Although highly accurate results of O(h 4) 
were then obtained, it was noted that this formulation 
uses excessive storage and, therefore, large CPU time. 
ln order to reduce this need, Adam [1,2] proposed the 
elimination of the second derivative and Rubin et al 
(eg. in [10])indicated how the first derivative could 
be eliminated from the governing equation . 

ln thermal problems, the information one usually 
seeks is related to first derivatives (velocity and 
temperature gradien ts). Therefore, Adam's approach 
seemed more direct . However, in the present study, 
different conclusions were reached and confirmed 
emp irically. ln what follows , these aspects are dis
cus sed. 

ln the present analysis , the second derivative, 
represented by S, is elimina ted from the governing 
equation using the following tri-diagonal relation 
(assuming a non uniform mesh): 



2cr 2 (30+5) F. 2(30 2-40+3) F. 
s ~-1 ~ 

(O+ 1 )3 h2 02 h2 

2(50+3) F. +2(~r F~ (t-o ) Fi ~+1 ~-1 
+ -4--

cr 2(o+ t) 3 h2 0+1 h a h 

2 
F~ 02 él 6F ~+1 h' (9) -----

0(0+ 1) 2 h 360 ax 6 

with F' indicating the first derivative and O=h. /h. 
the mesh size ratio. For an uniform mesh 0•1, ~+~nd~ 
the above relation reduces to the one given by Adam [2]: 

F~ - F'. 
s 1+1 ~-1 ( 1 O) 

2h 

However, equation (9) indicates that fourth order of 
accuracy is always achieved, even for a non-uniform grid 
which contradicts Adam. 

Figure 1 indicates the error for the numerical 
solution of the l-dimensional non-linear Burger's equa
tion. Two methods are compared: T1, indicating the 
original formulation by Kreiss and used by Hirsh (CM-K) 
and T2, indicating the one developed using Adam's 
modified formulation (hereafter called super compact 
method- SCM). From the results of this simple problem, 
the error profile using CM-K is 1.7 greater than the 
error profile from SCM (analytical consideration of 
truncation errors indicates a ratio of 1.8). Therefore, 
SCM seems to be superior to CM-K not only regarding 
errors but also regarding computational effort. This is 
again inopposition to Adam's conclusion. 

1vl 
I 

I 

0 .1 

1- Standard Central 
Differences 

2- CMK (T1 l 

3 - SCM (Tzl 

0 .2 0 .3 h 

Fig. 1 Error for Burger's equation. 
Uniform Mesh size 

Figure 2 shows some results for the solution of a 
2-dimensional Poisson equation obtained using a non 
uniform grid and SCM. The use of a finer grid close to 
the boundaries gave the sarne accuracy with half the 
number of points of a coarse grid, still keeping 4-th 
order of accuracy. 

Because two unknowns per node are to be evaluated, 
a relation between them is necessary for the closure of 
the system . It may be seen that a tridiagonal equation 
involving nodes i and i ± 1 is written as: 

2o2 (o+2) F. 2(1-cr) Fi (4o +2) Fi+1 ~-1 
+ -----

(0+ 1) 3 h o h 0(0+1) 3 h 

+ (~r F~ + F~ F~ 
cr 2h' él 5F o (11 ) +--- + ----

~-1 ~ (0+1)2 1+1 120 élx 5 0+1 

Following the previous reasoning, two conditions 
are needed at each boundary. Due to the previous 
elimination of the second derivative, the highly 
acurate types of relation normally used, involving 3 
unknowns per node and two nodes, generally can not be 
used. The equations that Adam [2] used were of lower 
order or involved increased programming and processing 
efforts and a deterioration of the global accuracy was 
noted with their use. Therefore, two other approaches 
were preferred, giving better results. 

The first one, based on the study of integral 
methods, uses the original differential equation in 
order to obtain an auxiliary expression for the second 
derivative at the boundaries. With this, a higher order 
relation may again be considered (results from T2 in 
figure 1 were obtained this way). 
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Fig. 2 Error for 2-D Poisson Equation. 
Effect of Non-uniform mesh size. 

Whenever the above formulation was inadequate, 
deferred corrections were used. ln the predictor step, 
a lower order relation (similar to the one used by Adam) 
is used and after convergence (or near it), the boundary 
relation is refined, and the computation is re-started 
(coorector step). As noted by Roache [tt], the more 
classical refinement is very sensitive to round-off 
errors, therefore strong under-relaxation must be 
applied. Here, the use of another relation, involving 
the function and its first derivatives at two adjacent 
nodes and the function only at a third node,is suggested: 

(12) 

Here, F will be a fluctuating potential and 
this procedur~+ 2 is clearly much less sensitive to errors 
than the one suggested by Roache. The results were 
generally better and only two correction steps were 
generally needed before convergence. As shown in Figure 
3, the refinement used by Roache did not result in an 
increase in the order of the solution, and it caused 
divergence after the first iteration, unlike the approach 
suggested here. Tests were made for one and two-dimen
sional linear and non-linear differential equations and 
the principles discussed were extended to model the 
problem under investigation. 

ln summary, the solution of these two equations is 
obtained using a bi-tridiagonal method after application 
of an ADI method. Three unknowns (the function and its 
two first derivatives) are considered at each node. 
Missing boundary conditions are obtained using the 
governing equation itself and specialized def erred 
corrections are applied when necessary (see [3] for 
further details on the numerical boundary conditions). 
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Fig . 3 Error for 2-D Poisson Equation. 
Effect of deferred corrections . 

FORMULATION 

Figure 4 is a diagram illustrating the formula
tion. ln the beginning of a new time step, say n + 1, 
the biharmonic equation is solved iteratively using 
information already available for the gradients of 
temperature and azimuthal velocity (data from the last 
time step, n). This constitutes an inner loop. After 
convergence following any suitable criteria new 
information on the velocity distribution is available 
and with this, the energy equation and then theazimuth~ 
momentum equations are solved to generate updates on the 
previously mentioned gradients. This constitutes the 
outer loop. ln essence, the overall procedure consists 
in a sequence of iterative steps of the innerloopbeing 
made after each outer iterative step. Convenient initial 
data are always available (from the last interation, for 
instance) and convergence of the inner loop is rapid. 

-Z-' I ~ 
[ 

I 
g ~: 

~-c;m~ 
' _j G:· •.•• ,. , 

~J 
' -Q.··~~~·, ... Y;J 

Fig. 4 Flow Diagram for numerical code 

CONCLUDlNG REMARKS 

The ideas developed here were implemented on a 
computer code and used to simulate internal mixed 
convection shear flows [3]. A description of that 
problem is beyond the scope of this paper but it may be 
briefly seen on figure 5, where the stream function 
contour lines for a typical situation are shown. 
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RESUMO 

Nu.te. .tltabalho é u.tu.da.do o plt.Ob.f.ema. da. .&l./>.ta.bilida.de. de. uma. u.te..Vta. .tWtb.U.ho 
na.A e.m 6.f.~do pe.~6eito e ~ncomp~M./>~ve.f.. A ./>o.f.u.ção num~ca., ~e~za.da. a.Vtavé-6 da. di6 
~za.ção da. u.te..Vta. e.m ./>egmen.to-6 de. de.núda.de .tWtb.U.hona.A con./>.tan.te, ê. vâL<.da além 
daqu.e..f.a nMma.f.men.te obtida. pe..f.a. Une.a~za.ção da. 6Mma. da u.te..Vta.. I~ua.f.men.te. 6az-J..e 
uma aná.U.6e. do./> mitodo-6 m~ u.tiüzado-6, em ./>eg~da .6ão ~cu.tidM M e.qu.a.çÕe.-6 qu.e. de.-6 
~eve.m a evo.f.u.ção da u.te..Vta. e o mitodo de ./>O.f.u.ção num~ca, 6~na.f.men.te. a.p~eAentam-.6~ 
~uu..e..tado-6 obtido./> pa.Aa um plt.Ob.f.ema. .tlp~co. 

_INTRODUÇÃO 

Neste trabalho é proposto um método de discretiza 
çao para o estudo numérico, válido além do caso clãS 
sico de pequenas perturbaçÕes, da instabilidade de 
Kelvin-Helmholtz da interface y • O que separa os dois 
escoamentos 

u(x,y) u v(x,y) = O y > o 

u(x,y) = -u v (x,y) o y < o (l) 

U = constante 

onde u e v sao componentes da velocidade do fluido ao 
longo do sistema de coordenadas x e y respectivamen 
te. Nos dois lados da interface o fluido é considera 
do perfeito e incompressível. 

Matematicamente a interface y • O pode ser conside 
rada como uma esteira turbilhonar de densidade superfi 
cial de circulação 

y(x) = 2U (2) 

de Biot Através de aplicação simples da lei 
-Savart, ou, por consideraçÕes de simetria, 
-se facilmente que a velocidade em qualquer 

mostra
ponto da 

esteira turbilhonar é nula. 
No entanto, é bastante conhecido, 

por exemplo, que esta configuração é 
qualquer perturbação que modifique a 
r a. 

refs. l ll 
instável 
forma da 

e 121 
para 

este i 

O estudo numérico deste ~roblema foi efetuado pe 
la primeira vez por Rosenhead 131 a partir da substitui 
ção da esteira turbilhonar por um conjunto de pontos 
turbilhão de mesma intensidade, cada um deles repre 
sentando uma pequena porção da esteira cuja forma inT 
cial, após a perturbação, era uma senóide. Rosenhead 
trata então da "resposta" da esteira a uma perturbação 
de amplitude e comprimento de onda fixados e mostra, 
numericamente, a instabilidade, inferindo, para gra~ 

des valores do tempo, o enrolamento da esteira sobre 
ela mesma. Este fato permaneceu por muito tempo como 
caracterÍstico do comportamento das superfícies de des 
continuidade de velocidade, 141. 

No entanto, Birkhoff and Fisher lsl levantaram 
a questão sobre a validade destes enrolamentos, de uma 
parte, porque atê então não havia disponível nenhuma 
demonstração baseada nas equaçÕes de Helmholtz e, de 
outra parte, porque os mesmos cálculos que foram feitos 
por Rosenhead, refeitos desta vez através de computa 
dor, levaram a movimentos desordenados dos pontos tur 
bilhão nas vizinhanças dos centros de enrolamento 
Aos mesmos resultados chegou também Takami 161 . 
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O comportamento aleatório foi explicado por 
Birkhoff tendo em conta o fato que urna distribuição 
de pontos turbilhão no plano é um sistema dinâmico ha 
miltoniano lsl . Em conseqUência, a partir dos invarian 
tes do sistema, pode ser mostrado que se dois turbT 
lhÕes se aproximam indefinidamente, outros devem se 
afastar indefinidamente, e, deste modo, o conjunto deve 
tender a uma distribuição estocástica, ou, se há enrola 
mente deve existir um desenrolamento equiprovãvel. -

O caso foi abordado pouco tempo depois por van 
de Vooren 171 que, apesar de manter a mesma discretiza 
ção por pontos, introduz um termo suplementar o qual re 
presenta o efeito da vizinhança próxima do ponto onde 
a velocidade é calculada, ou seja, reconhecendo o fato 
que a esteira turbilhonar é continua. Os cálculos de 
Rosenhead e Birkhoff e Fisher foram refeitos e o 
processo de enrolamento foi desta feita claramente de 
monstrado. 

Finalmente, Fink e Soh IBI observaram que o meto 
do de discretização por pontos contem um erro de princi 
pio~ Na realidade os pontos constituem urna boa aproxT 
maçao quando se trata de calcular as velocidade fora da 
esteira, a partir de urna distância que depend e da dis 
cretização 191. ConsideraçÕes sobre o valor principal 
de Cauchy para o cálculo da velocidade da esteira, 

q*(z) u - iv l 
21Ti 1 

(C) 

y (s) ds 
z - z(s) 

(3) 

onde s é medido sobre a esteira, (C), z = x +i y e q* é 
a velocidade complexa conjugada, levaram Fink e Soh a 
um termo suplementar que se anula se o ponto turbilhão 
é colocado no meio do segmento que representa a porção 
de esteira. No inicio do cálculo este procedimento é 
adotado por todos os autores já citados, mas nos ins 
tantes posteriores os pontos mudam suas posiçoes rela 
tivas e o termo suplementar pode crescer arbitrariarnen 
te. o método da referência IBI consiste, então, em re 
discretizar a esteira turbilhonar de modo que os pontos 
turbilhão estejam sempre no meio dos segmentos que r~ 
presentam a esteira a cado passo de cálculo. 

Outros autores, 110 1 e 111 1, também es tudaram n~ 
mericarnente os enrolamentos de esteiras turbilhonares e 
urna análise bibliográfica detalhada 113 1, 114 1, mostra 
claramente que, em todos os esquemas numéricos que ob 
tiveram resultados satisfatórios, o fato essencial con 
siste em controlar os erros de discretização. 

Neste trabalho, é proposta uma alternativa par~ 
a resolução numérica; a densidade turbilhonar nao e 
mais concentrada em pontos, nem permanece distribuída 
ao longo de cada segmento que representa a esteira . 



EQUAÇÕES DA ESTEIRA TURBILHONAR 

Sendo dada uma curva (C) no tempo t =O sobre a 
qual a densidade turbilhonar y (s) e conhecida, a velo 
cidade em qualquer ponto do plano pode ser calculadã 
através da equação (3). 

Ao se atravessar (C) a velocidade sofre uma des 
continuidade tangencial de módulo y (s). 

O potencial complexo, W, resultante da distribui 
ção turbilhonar em qualquer ponto z do plano é da for 
ma 

W(z) 4> + i ljJ 
2rr i J y (s)log(z- z(s))ds 

(C) 

(4) 

onde 4> e ljJ representam o potencial de velocidade e a 
função de corrente. 

O potencial 4> é também descontinuo ao se atraves 
sar (C), sendo que o salto 

+ 
ô<j> = 4> - 4> (5) 

se relaciona à densidade turbilhonar através de 

d( ô<j> ) = y ds (6) 

onde ds é um elemento da esteira. 

(C) • 
A equação+de BeJnoul~i escrita nos dois lados de 

chamando q = u 1 + v J, fornece 

+ 1-:!"+ 12 + - 1:!'-1 2 
L + ~ + -ª..P_ = L + .L9.......L + -ª..P_ 
P 2 at P 2 at (7) 

e como a pressao é continua através da esteira chega-se 
a 

aô q, + + + + at + (q+ + q-) . (q+ - q-)/2 o (8) 

Definindo, segundo Helmholtz, a velocidade da es 
teira como a media das velocidades de um lado e de ou 
tro, 

qm (q+ + "Cj-)/2, (9) 

chega-se finalmente à equaçao de conservaçao que descre 
ve o escoamento estudado: 

Dô<j> 
Dt 

aô q, + at + qm · grad ô<j> o (lO) 

Portanto, para uma dada forma inicial perturbada 
(C), cuja densidade turbilhonar é y (s), o problema con 
siste em calcular as formas numéricas de (C) compati 
veis com a definição da velocidade da esteira (9) e ã 
lei de conservação (10). Assim sendo, 

q: (z) 
2rr i f 

(C ) 

y (s) ds 
~)' (11) 

onde a integral deve ser tomada em seu valor principal 

DISCRETIZAÇÃO DA ESTEIRA TURBILHONAR 

A forma inicial da esteira é representada por um 
certo número de pontos. Trata-se então de calcular as 
velocidades destes pontos bem como seus deslocamentos. 

À cada elemento j da esteira, referenciado por 
dois pontos, Zj e Zj+l• _é associada uma densidade con~ 
tante, Yj, de circulaíao, que é caracteristica do se~ 
mento, ou seja, a funçao y (s) e aproximada por um co~ 
junto de funçÕes constantes em cada elemento de discre 
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tização. 
De modo a satisfazer a equação de conservação(lO) 

o salto de potencial médio, 

ô<j> . = y . lz. 1 - z.l (12) 
J J J+ J 

se conserva em cada segmento durante a evolução da es 
teira, ou seja, se o segmento aumenta de comprimentosüã 
densidade diminui e vice-versa. 

o calculo da velocidade dos pontos, equação (11), 
pode ser feito, diretamente, a partir de um conjunto de 
segmentos retilineos, em função de variáveis complexas. 
Deste modo, um segmento cujo ângulo com o eixo das 
abscissas é e . limitado pelos pontos zj e Zj+l cuja 
densidade é YjJinduz no ponto Zk uma velocidade compl~ 
xa conjugada dada por 

l -is · z .+l- zk 
llq* (z ) • -. e J y · log --~..J-=.._-=.:. 

m k 2rr 1 J z j - zk (13) 

A velocidade total induzida no ponto zk se obtem 
então somando-se as velocidades induzidas por todos os 
segmentos (soma sobre o Indice j). 

de 

* * ~(zk) = L ll~(zk) (13. a) 

O calculo da evolução da esteira consiste então 
duas partes fundamentais. 

i) Cálculo das velocidades dos pontos e seus des 
locamentos. 

ii) Cálculo da densidade de cada segmento . 

EXEMPLO NUM!RICO 

No caso da esteira infinita é efetuada a seguinte 
decomposição: A função y = y (x) que representa a for 
ma da esteira é uma função periódica de periodo À ~ 
y(x + À) = y(x) em todos os instantes de tempo. A cur 
va é aproximada por um contorno poligonal com N faces ~ 
Deste modo tem-se um conjunto de N filas periódicas ca 
da uma constituída por uma infinidade de segmentos ele 
mentares cuja densidade e y .. -

~s N.filas periódicasJinfin~tas de segmentos zj, 
Zj+l• 1ncl1nadas de angulos Sj 1nduzem em um ponto 
zk uma velocidade dada por 1131 

* ( i y ~ zk) = L _j 
j 2rr 

e -iSj log 

" (Zk
sin - ---À 

zi+ll 

Zj) (14) 

A figura l mostra a evolução da esteira turbilho 
nar para 

. 2rrx 
y = y

0 
s1n -À-

y = l 
o 

N = 75 elementos por periodo 

O cálculo efetuado através da discretização por 
pontos turbilhão mostra o mesmo comportamento somente 
nos primeiros instantes de tempo 1131. O enrolamento da 
esteira turbilhonar e compativel com os invariantes do 
sistema, e assim sendo encontra-se sobre um periodo 
dois pontos fixos que correspondem ao máximo e ao mí 
nimo da densidade turbilhonar. A intensidade turbilhÕ 
nar total sobre um periodo, -

J Y(s) ds 

(C) 



é conservada pelo princ1p1o do cálculo, no ~ntanto o 
comprimento , ~ . da esteira cresce continuamente confor 
me é mostrado na figura 2. 

Figura 1. Evolução temporal da esteira turbilhonar 

Figura 2. Comprimento total de um período 

181 

Por esta razao o enrolamento degenera se o cálcu 
lo se prolonga por muito tempo. Visto que o número de 
pontos que representa a esteira é constante e que a mes 
ma cresce indefinidamente, a medida que se enr ola, che 
ga-se necessariamente a um tempo a partir do qual a dis 
cretização não é mais aceitável. Deste modo, para ob 
servar-se um enrolamento por mais tempo é suficiente 
tomar um número maior de elementos de discretização. 

Para finalizar, a figura 3 representa a evolução 
da amplitude máxima da deformação da esteira onde pode 
-se observar que aquela difere rapidamente do valor da 
do pela teoria linearizada. 
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Figura 3. Amplitude máxima da deformação da esteira 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O método de cálculo proposto neste trabalho pos 
sui vantagens em relação ao método dos pontos turbilh;,J 
que devem ser ressaltadas: Em primeiro lugar,notou-se 
pouca influência da discretização e do passo de tempo 
na forma geral dos enrolamentos da este ira turbilhonar. 
Evidentemente quanto menor o número de segmentos de 
discretização menor é o intervalo de tempo observável 
mas em qualquer caso a esteira permanece organizada . 
Tal comportamento não ocorre com a discretização por 
pontos tendo sido constatada, ref. ll4 luma estreitadepe~ 
dência entre o número de pontos por período e o passo 
de tempo. Finalmente, o método de cálculo proposto não 
introduz quaisquer artifícios, seguidamente ligados ã 
viscosidade do fluido, de modo a obter os enrolamentos, 
um fato que é característico de todos os métodos, bem 
sucedidos, que utilizam a discretização através de po~ 
tos. 
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ABSTRACT 

I n -thA-.6 woJtil, -the pMb.f.em o 6 a vo!t-tex .~>heu .<.n.~>.t:a 
b.<..e.dy .<.n a pe.Jt6ec.t and .<.nc.omp!te.~>úb.f.e 6.f.!Ud .<..6 .6-tudi.eá. 
The nume!t.<.c.a.f. .&o.f.u..ti.on, ob-ta.<.ned by d.<.v.<.d.<.ng -the .~>heu 
.<.n-to .~> egmertú o6 c.on.l>.t:an-t vo!ttic.ily deYl.l>dy, .<..6 va.f..<.d 
beyond the .e..<.nea!t.<.zed !tange. In~y a d.<..6cU.6.6.<.on 
.<..~> made o6 the mo.~>t 6Jtequent.e.y U.6ed me.-thod-6, and -then 
-the. equatioYl.6 that de.~>c.Jt.<.b e -the .~>heu evo.f.u..ti.on and 
-the nume!t.<.c.a.f. me.-thod o6 .&o.f.u..ti.on .<..6 p!te.~> en-ted. F.<.naUy, 
Jte.~>uU-6 Me p!te.~>ert-ted 6oJt a -typ.<.c.a.t p!tob.f.em. 
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do nu t e. c.onte.uo , . e. o m~ e. 6.(ue.nte. e.rwt.e. o<> llYl~ada<>. 

INTRODUÇÃO 

Neste trabalho estaremos interessados na resolu
çao, via eliminação gaussiana, de sistemas lineares 

( 1) 

provenientes da discretização de modelos que descrevem 
processos de recuperação secundária de petróleo, ou se
ja, de escoamentos de fluÍdos multifásicos em meios po
rosos. 

Neste caso A e uma matriz nxn por blocos, esparsa 
e com estrutura simétrica (a .. ! O a . . !O). A elimina 
ção de Gauss de A provoca um

1
Jelevado gt~u de enchimen= 

to em seus fatores LeU. 
Um modo usual de minimizar este enchimento e atra 

ves do reordenamento das (bloco) linhas e (bloco) colu= 
nas de A. Várias técnicas de modificação do ordenamento 
natural (ON) original são conhecidas, dentre as quais 
citamos o minimum degree (MO), nested dissection (NO) e 
Cuthill- McKee reverso (CMR) (ver [2 ) ) . No contexto 
de problemas em prospecção petrolífera, o ordenamento 
04, introduzido em [3) • e tido como o mais eficiente . 

Em [ 3] , ON, 04 e MO são comparados para probl~ 
mas em duas (três) dimensÕes, em domínios retangulares 
(paralelepipeoidais) e provenientes de discretizaçÕes 
via diferenças finitas com esquemas de 5 pontos (7 pon
tos) . Nesse trabalho estudamos o desempe nho de ON, 04, 
MO, NO e CMR quando outros parâmetros de interesse prá
tico são introduzidos: 
- domínios não regJlares 
- outros esquemas de discretização (9 ou 11 pon tos) 
-presença de poços, no easo 3D. _ 

Salientamos que, ent re outras conclusoes , observa 
mos que MO teve um desempenho global superior a 04 . -

Foi também desenvolvido e testado um novo algo
ritmo MD, que leva em conta o fato que, na presença de 
poços, os blocos de A podem ter diferent es dime nsÕes . 
Este novo algoritmo, a ser descrito adiante , no entanto 
pouco diferiu de MD ori ginal. 

CARACTER1STICAS DO PROBLEI~ 

Ao leitor interes sado em modelos relacionados ao 
fluxo de fluÍdos multifás i cos em meios porosos , recame~ 
damos a leitura de [1 ] . Nos limitaremos aqui a ressa.!, 
tar certas car ac t erísti cas do problema relevantes ao 
que se segue . _ 

O fluxo de fluÍdos em mei os porosos s ao modelados 
por sistemas não lineares de equaçÕes difer enciais par
ciais de evolução . A discretização , via diferença ou e
lementos finitos , de tais sistemas conduz, a cada pass o 
de tempo, a um si s tema não-line ar de equaçÕes . ~ usual 
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a utilização do método de Newton para a resolução das 
equaçÕes discretizadas . Portanto, a cada passo de tempo 
(1) deverá se r resolvido um certo número de vezes (3 ou 
4, tipicamente), cada qual para uma matriz A diferente . 

No entanto , as matrizes a serem invertidas têm a 
mesma estrutura de esparsidade, o que significa que a 
busca de um melhor ordenamento e feita apenas uma vez 
em cada simulação, anterior ao primeiro passo de tempo 
do problema discretizado. 

Tais matrizes têm estrutura simétrica e são (blo
co) diagonal dominantes . Portanto, podemos reordenar os 
nós da malha de discretização sem preocupação quanto à 
es t abilidade da eliminação gaussiana . 

Seja A uma matriz a ser invertida . Consideremos a 
seguinte partição de A: 

J R 

A= I ( 2) 

S 1 W 

As matrizes R, S , W compÕe o bordo de A e indi cam 
a presença de poços no reservatório . A matriz J é usual 
na discretização de sistemas de equações linear es : e uma 
matriz por blocos com um pequeno número NO de diagonais 
não-nulas (simétricas em relação à diagonal principal) . 
NO e fun~ão do esquema de discretização espacial usado 
(1~ ou 2- ordem) e do grau de liberdade do fluxo (pro
blemas bi ou tri-dimensionais), como indi cado na tabe la 
abaixo. Os blocos de J tem dimensão N: xNV, onde NV é o 
número de variáveis por nó. 

NO 1~ ordem 2~ ordem 

20 5 9 

3D 7 11 

A seguir representamos a estrutura de esparsidade 
de J para NO=ll e para uma malha de parti çÕes NX ' NY ' 
' NZ . 



~I. . ;w 

í -.J>o 

~ :.iZ ~y 

A 

A matriz S tem no máximo NZ blocos nao nulos por 
coluna. Cada bloco de S tem dimensão lxNZ. R tem estru
tura simétrica em relação a S. W é uma matriz diagonal. 

DESCRIÇÃO DOS M~TODOS DE ORDENAMENTO 

Daremos aqui uma descrição muito suscinta dos al
goritmos de ordenamento que foram testados neste traba
lho. Para mais detalhes, ver (2] . 

Ordenamento Natural. Ordenamento obtido enumeran
do-se os nos cont1guos de uma direção em uma ordem cres 
cente. Prioridade deve ser dada às direçÕes com menor 
número de nós. 

Nested Dissection. Seja P o conj unto de nõs da 
malha de discretizaçao. Procura~se S tal que P - S se 
. f d d d . b . d. .o p o o -Ja orma o e o1s su conJuntos 1SJuntos, 1 e P

2
, com 

aproximadamente a mesma cardinalidade, e tais que i 
P ,j P

1
implica ai. =O. Enumera-se os nós de S

0 
por Úl 

t1mÓ. Revete-se o prÓcesso para P
1 

e P
2

. 

Cuthill-McKee Reverso. Este é um ordenamento que 
procura minimizar a largura de banda da matriz A. Consi 
dera-se um nÓ arbitrário (preferencialmente com poucas 
conexÕes) como primeiro nó. Enumera-se a seguir os nós 
a ele conectados . A seguir enumera-se todos os nós co
nectados ao nÚmero 2 e assim sucessivamente . Este é o 
ordenamento Cuthill-McKee. Seu reverso é obtido rever
tendo-se esta ordem . 

Minimum Degree. Definimos o grau de um no como o 
número de conexoes deste nó. Considera-se um nó com 
grau mínimo como o primeiro nó a ser enumerado .A seguir 
computa-se o novo grJu dos nós restantes de acordo com 
o seguinte critério : se os nós i e j estão conectados a 

então eles estão conectados entre si. 
Em cada etapa, enumer a- se o nó com grau mínimo. 

~ Minimu~ De~ree Modificado. Em reservató:ios ~etr~ 
l1feros, dev1do a presença de poços, a cada no esta as
sociado um nÚmero de variáveis NV(i) distinto. Portan
to, a contagem do enchimento devido à eliminação gaus
siana dada por MO usual não é realista. Propomos aqui 
duas modificaçÕes de MO mais adequadas às nossas neces
sidades. Seja G(i) o grau do nó i computado em uma eta
pa qualquer e C. o conjunto de nós conectados a i nesta 

- 1 etapa . Entao, 

(i) G(i) = L, NV(j) 
j ~ c. 

1 

(3) 
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(ii) G(i) = 'E.. NV(k) . NV(j) 
kjl.j 

k ,j E c i 

A alternativa (i) foi implementada e 
observando-se poucas alteraçÕes em relação ao 
original. Desta forma, a alternativa (ii) não 
mentada. 

( 4) 

testada, 
algoritmo 
foi impl~ 

D4. O ordenamento D4 busca colocar a matriz A na 
forma de uma matriz 2-ciclo (ver [4) ) . Inicialmente 
são numerados os nós das diagonais Ímpares, a seguir os 
das diagonais pares. Em três dimensÕes, D4 é obtido var 
rendo-se o domínio por planos diagonais. Uma discussãõ 
exaustiva deste ordenamento encontra-se em [3) 

RESULTADOS 

Vários exemplos foram testados em problemas bi e 
tridimensionais, variando-se a região de escoamento, o 
número de poços no reservatório e o esquema de discreti 
zação espacial utilizado. Antes de discutí-las,gostariã 
mos de fazer uma observação. -

Cada .algoritmo de ordenamento requer uma memor1a 
auxiliar de apontadores, vetores de trabalho, etc., sen 
do esta mínima para ON e máxima para MO. Porém,mesmo pã 
raMO esta memória auxiliar é pequena frente à memóriã 
global necessária ao armazenamento dos fatores L e U de 
A. Além disso, esta memória auxiliar é composta essen
cialmente por vetores inteiros, podendo assim serem e
ventualmente armazenados em forma compactada. Deste mo
do, não consideramos esta contribuição no cômputo do 
espaço total necessário a ser alocado para a inversão 
de A. 

No que segue, NV=3. 

Desempenho Global. Inicialmente vamos considerar 
apenas o caso de discretização de 1! ordem. O quadro a
baixo indica o enchimento devido à eliminação gaussia
na em função da malha e do esquema de ordenamento, e é 
representativo do que ocorre em geral . 

Nos exemplos l, 2, 3 e 6 a malha é regular e nao 
há poços . No exemplo 3 doispoços são considerados, en
quanto que em 4 há 6 poços e a malha é irregular. Tal 
irregularidade é representada considerando-se blocos i
nativos, isto é, regiÕes onde não há escoamento de fluí 
dos. No exemplo 4 há 10 blocos inativos . 

ON D4 MD ND CMR 

1-- lO xl:,O 13122 6570 5958 8082 9450 

20xl5 67032 32994 29808 33660 53550 

25xl0 34992 22284 21276 25488 33750 

6x4x3 11090 7310 5994 8190 10464 

lOxlOxS 377628 177882 164586 185884 290914 

20xl5x3 653544 362754 262872 319644 538074 

Observamos que MO e D4, respectivamente, provocam 
os menores enchimentos . Em relação ao ordenamento natu
ral, definindo 

r= enchimento provocado por ON 
enchimento provocado por MO 

vemos que r aumenta com as dimensÕes do problema, va
riando de 1.6 a 2.48. 

Observamos também que o desempenho de ND é bas
tante satisfatório. Porém, tendo em vista o fato que 
04 é em geral o ordenamento apresentado em trabalhos 
ligados à prospe cção petrolÍfera, vamos procurar comp~ 



rã-lo com MO. Tal comparação será feita levando-se em 
consideração outros fatores relevantes que alteram o e~ 
chimento da matriz. 

Domínios Não Regulares. Como jã foi dito, os domí 
nios nao regulares sao representados introduzindo-se em 
domínios regulares blocos que não contribuem para o es
coamento do fluÍdo. Tais blocos são chamados inativos. 

Abaixo, indicamos o enchimento através de MO e D4 
para certas geometrias em função do número de blocos i
nativos (BI). No Último quadro p e dado por 

p= enchimento provocado por D4 
enchimento provocado por MO 

Em todos os exemplos o esquema de discretização~ 
s ado e de l~ ordem e não hã poços. 

BI D4 MO p 

lOxlO o 6570 5958 1.10 

lOxlO lO 5508 4536 1.21 

lOxlO 15 5166 3330 1.55 

20xl5 O 329!14 29808 1.10 

20xl5 14 30510 28494 1.07 
---- - --+------t-----+---

20xl5 26 27612 23454 1.18 
------ ----t-----t----+---1 
8x5x3 O 16364 13212 1.24 

8x5x3 6 15608 12366 l. 26 

8x5x3 12 13976 10368 l. 35 

8x5x3 24 10976 8442 l. 30 

8x5x3 36 8888 6408 1.38 

Vemos portanto que o desempenho de MO tende a me
lhorar em relação a D4 com o aumento do número de blo
cos inativos, ou seja, com o aumento de irregularidade 
da região de escoamento. 

Poços. Para problemas bidimensionais e possÍvel 
mostrar que o enchimento devido aos poços para os orde
namentos MO e D4 e nulo (em D4 isto ocorre se enumerar
mos as variáveis relativas aos poços em primeiro lugar). 
Assim, para estudarmos a sensibilidade dos algoritmos em 
relação ao número de poços, consideramos somente domí
nios tridimensionais. 

Os exemplos apresentados a seguir se referem a do 
mínios regulares (BI=O) e p tem o mesmo significadr que 
anteriormen t e. 

4x4x4 

4x4x4 

4x4x4 

l0xl0x3 

l0xl0x3 

l0xl0x3 

l0xl0x3 

20xl0x4 

20xl0x4 

Poços 

o 
4 

lO 

o 
5 

lO 

15 

3 

lO 

D4 

5706 

6300 

7374 

69516 

72494 

75732 

78732 

314214 

323460 

MD p 

5868 o. 97 

6768 0.93 -+---
7080 1.04 

59328 l. 17 

62262 l. 16 

6049 8 l. 25 

62262 l. 26 

263796 l. 19 

254472 l. 27 

Verifica-se portanto uma tendência (pouco acentu~ 
da) ao melhor desempenho relativo de MO com o aumento 
do número de poços. 

~ema de Discretização. E1n relação ao esquana 
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de discretização de 2a ordem, o comportamento relativo 
dos diferentes ordenamentos se altera drasticamente. ~ 
fácil verificar que neste caso a matriz A não é mais u
ma matriz 2-ciclo . Desta forma , D4 não se justifica, o 
que e confirmado pelos testes realizados. No quadro a
baixo não há blocos inativos nem poços. 

------
ON D4 MD ND CMR 

~--~~--~----+---~---

5x5 867 2232 504 900 900 
~---+----+-------~-----r-----~-

lOxlO 11664 46440 8784 9756 14040 
l----~--~-----t---~~-

25x25 238464 1834992 151920 147161 306360 
r----~--~~---t---~r--

20xl0 24624 183870 23598 26982 28296 
r----,_---+---r---+--

25x20 147744 1173222 106326 105336 185706 
l---,_ __ -+---r---+--

25xl0 31104 283392 32562 36954 39776 
------+----~----+----t--

3x3x3 2520 3663 1224 1710 1944 
l-----+---~~---+----~-

5x5x5 45792 46638 21906 29106 36720 
l----t----~---+----~-

lOxlOx4 255150 581832 180108 167131 286938 
r----+----~---+----~-
l5xl0x4 396090 1308042 313254 334044 439488 
L---~--~----L---~-

Ressaltamos ainda o desempenho satisfatório de 
ND, e também o de ON ã medida em que os quocientes en
tre as dimensÕes da região de escoamento vão se afastan 
do de l. 

Minimum Degree Modificado. Conforme já observa
mos, o algon tmo MD usado sob a identificação de 
cada bloco a um elemento pode não ser adequado quando 
as dimensÕes de cada bloco são variáve1s. ~o que se ve 
rifica no caso que estamos tratando. Por outro lado~ 
grande parte dos blocos, os correspondentes ã matriz J 
(ver (2)), têm a mesma dimensão. Isto explica porque a 
modificação proposta (3) acarretou em pequena altera
ção no enchimento, como. indica a tabela abaixo. 

I-----~P_o~ç~o_s-+-B_I-t-_MD __ -r __ MDM 
5x5x5 7 O 19170 18360 

----+--~-+----r---
5x5x5 4 6 17424 17136 

l----+--,_-+--~--
10xl0x5 6 35 150426 154002 

10xl0x5 6 O 164586 150900 

8x5x3 O 12 15896 15626 

Grau de Enchimento. A tabela que segue indica a 
percentagem de memoria adicional que deve ser reserva
da para os fatores L e U de A. 

Em todos os exemplos não há poços nem blocos ina 
tivos. A coluna A indica o nÚmero de elementos não nu
los da matriz A. As colunas MD e ON indicam os enchi 
mentos decorrente da eliminação gaussiana com os res
pectivos ordenamentos. Ordem refere-se ao esquema de 
discretização empregado . 

-----~O~r~d=e=m~-~A~t-----MD~~-~O~N-- I 
1~ 4140 5958 13122 lOxlO 

20xl5 

6x4x3 

20xl5x3 

20xl0 

25x25 

l5xl0x4 

Verificamos 
problema crescem, 
importante, mesmo 

---+-------1 
1~ 12870 2980::..8::..._+-_;6:....;7..;;0~3"'-12 
1 ~ 4 9 41 o 2 6 2 8-'-72--+-6_5_;3_5_4_41 

1~ 2912 4482 8102 
---1-----... 1 

2~ 14616 23598 24624 
--l----I 

2~ 47961 151920 238464 
--+----i 

51444 313254 396090 

que à medida que as dimensÕes do 
o enchimento torna-se cada vez mais 
para MO. ~ bem conhecido que para 



problemas de médio a grande porte os métodos iterativos 
devem ser utilizados na inversão de matrizes deste tipo. 

Conclusão. A utilização de sequemas apropriados 
de ordenamento faz com que os métodos diretos sejam com 
petitivos com métodos iterativos para uma classe maior 
de problema~. Noacaso de utilização indistinta de es
quemas de 1- e 2- ordem, D4 deve ser descartado. O orde 
namento MD mostrou ser o mais atraente, sendo ND u~ 
ma alternativa satisfatória. CMR é um esquema que não 
tem como finalidade ultima reduzir o enchimento da ma
triz. Para o tipo de problema que estamos interessados 
ele revelou-se uma alternativa sem atrativos. 

O aumento de número de blocos inativos e do núme 
ro de poços tende a favorecer MD. 
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ABSTRACT 

.Ra.c:üal. .a.r:d a.x..i.a..f. dyru:un-i.c. pJte.MWte. me.a.6Wteme.rt.á We.Jte. pe.Jt6oJtme.d .út a. 6M.t Jte.c..útc.u
.f.a.tútg ~.f.u..i.d..i.ze.~ be.d c.o.f.d mode..f.. The. We.Jt .ú O. 2 3 m IV a.n.d 6. O m .ta.U. A Jta.c:üal. 
.tJta.~06-<.rt~ ~.ta.:ti.C: pJtU~Wte. ~be. Wa..6 de.ve..f.ope.d 6oJt .the. me.a.6Wteme.rt.á. I n. the. 6M.t 
6.f.u.i.cüza..t<.on. Jte.~-<.me. the. ~~c. pJtU~Wte. de.c.Jte.Mu .Un.e.a.Jt.f.y 6JtOm the. wa.U .to .the. 
c.~rt.0-e. o6 the. ~ e.Jt. T~e. lúghe.Jt 6Jte.qc:e.n.c.y pJtU~Wte. 6.f.uc..tua..t<.o~ a.Jte. ~hown. .to be. 
~-<.9~6·tc.a.~y Jte.dc:c.e.d w.{;th e.ve.n. Jte..f.a..t<.ve..f.y ~ma.U M.Ud .f.oa.cün.g~ . Th e. pJtU~Wte. 6-f.uc.
ua..t<.on. lln!pU.tude. ~ hon. .to be. moJte. ~e~ .<..ti. v e .to the. a.c..tua..e. .f.oa.cün.g -<.n.c.Jte.M-in.g 
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INTRODUCTION. 

The measurement of static pressures has been 
extensively used in order to gain a better picture of 
the solids distribution in both bubbling and 
circulating fluidized beds ([1],[2],[3],[4],[5]). The 
vertical void fraction distribution (hold-up) in a fast 
circulating fluidized bed has been, extensively 
investigated, and can be correlated to the axial 
static pressure drop (Youchou and Kwauk [6]). The sarne 
cannot be said of the horizontal void fraction 
distribution. Yerushalmi and Cankurt [7) raised the 
important question: "what should be the radial density 
profile in a fast bed of larger diameter?". 

Several investigators have tried to measure the 
horizontal or radial void fraction distribution. Among 
others, Kramer and Depew [8] used light attenuation 
techniques for the radial void fraction distribution, 
while Hartge, Li and Werther [9] measured the radial 
void fraction distribution using both a fiber optic 
probe and a capacitance probe, their conclusion was 
that the capacitance probe measurements were unreliable 
due to its succeptibility to electrostatic charges, 
while the fiber optic probe seemed to give reliable 
results. Nevertheless, both the light attenuation and 
the fiber optic techniques require calibration. 

In the present investigation static pressures 
were measured in a 0.23m I.D. circulating fluidized bed 
in the axial and radial directions. The average 
values, the frequencies and the amplitudes of the 
dynamic measurements were evaluated and conclusions 
were drawn regarding their correlation with the void 
fraction distribution. At all times the loading and 
gas velocities were such that fast fluidization, as 
defined by Rhodes and Geldart [10], was maintained. 

EXPERIMENTAL SET UP. 

Figure 1 shows a schematic of the circulating 
fluidized bed assembly. A more detailed description 
of the experimetal set up can be found in Mohseni [13]. 
High velocity fluidization is maintained in the 0.23 m 
ID, 6 . 0 m high and 6.35 mm thick plexiglass column. The 
fluidization air is provided by a roots type blower 
which delivers 0.23 m3/s (485 cfm) at 20.7 kPa (3 psia) 
and 2440 rpm . The distributor plate in the riser is 
made from a 1.59 mm thick aluminium plate. The solids 
are fed into the vertical column from a rectangular 
(0.17 m x 0.32 m) 1.73 m high bubbling fluidized bed. 
The solids leaving the 0.23 m ID vertical column are 
collected by two cyclones and a bag filter. The solid 
particles were Fluid Cracking Catalist ( Exxon Model 4). 
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Figure 1 . Experimental set up. 

The main prop~rties of the solids employed were:density 
of 1160 kg/m3 ; average bulk density of 880 kg/m3; 
average particle size of 60 ~ with a weight 
distribution of 1% between O - 20 ~. 15% between 
O - 40 ~ and 85% between O - 80 ~-

INSTRUMENTATION ANO THE MEASUREMENT METHODOLOGY. 

Air flow and total pressure drop. The total air 
flow in the circulating bed was measured 0.7 m 
downstream of the exit of the roots blower in the .10 m 
ID pipe. Eleven velocity measurements were performed 
across the cross section with a Pitot tube. The static 
pressure reading of the Pitot tube, taken with a U tube 
filled with Hg,provided the total pressure drop through 
the circulating bed. 

Axial and radial static pressures. Figure 1 shows 
the location of the eight static pressure taps 
distributed along the wall of the 0.23 m ID riser. The 
pressure taps were connected to a pressure transducer 



with ranges of O - 10 mmHg and O - 100 mmHg. The 
accuracy of the pressure transducers at atmospheric 
conditions is given as 0.001 mmHg. The pressure 
transducer was connected to a Baratron pressure meter 
type 170 (including 170M-9, 170M-25, and 170M-34) . The 
output from the pressure meter was fed into three 
different instrurnents. A chart recorder Brush 220 was 
used to register the pressure fluctuations, an analog 
to digital converter Tecmar Lab Tender board inserted 
into an IMB PC compatible personal computer for 
recording the signal, and a 3582A Hewlett Packard 
spectrurn analyzer. Figure 2 shows the probe especially 

compression nut riser 

~0.32<• "''·'·''''!Otob• 
fi lter paper 

rubber o-ring 
Figure 2. Static pressure radial probe . 

developed by the authors for the radial static 
pressure measurements. Essentially, it is made 
from a 0.40 m, 0.0064 m ID copper tube, introduced into 
the flow through an orifice in the plexiglass riser. 
In arder to prevent leaks the tube was tightly fitted 
to the wall with rubber 0-rings. The outside extremity 
of the copper tube was fitted with a paper filter to 
prevent leak of solids . The diarneter of the probe is 
made small to minimize its effect on the measurements. 

Solids mass flow. The solids mass flow rate was 
deterrnined at the end of each run in arder to minimize 
its effect on the steadiness of the flow . The method 
employed , even though quite simple, produced 
reliable solids mass flow measurements . In arder 
to perforrn this measurement the dip leg, which returns 
the solids to the bubbling bed, is fitted with two 
manually operated 0.147 m flapper valves, as shown in 
Figure 1 . A stopwatch is activated sirnultaneously with 
the c1osing of the lower flapper valve. After a short 
period of time, tipically 8 seconds for a low so1ids 
flow rate (0 . 08 kg/s) and 2 seconds for a high solids 
flow rate (1.95 kg/s), the second flapper valve is 
closed and the unit is shut down. After the solids 
have settled between the two valves their height in the 
colurnn is measured, giving the desired flow rate. This 
process was repeated several times in arder to ensure 
the accuracy of the measurements. 

PRESENTATION OF THE RESULTS. 

Figure 3 presents two typical static pressure 
fluctuation versus time curves for two different 
loading conditions and an air velocity of 5.2 m/s. As 
it will become clearer in the following figures, 
typically the flow of air with solids in the dense flow 
regime presents larger amplitude and srnaller frequency 
pressure fluctuations when compared with the flow of 
air alone or air with solids in the dilute regime. 

Figure 4 presents the radial variation of the 
mean static pressure for two different loadings . It 
shows that there is a 5\ pressure decrease from the 
wall to the centre of the riser for high loading, while 
the pressure remains approximately constant for the 
flow of air alone. The syrnrnetry of the pressure 
distribution was verfied through several measurements 
across the whole diarneter of the riser, thus the non 
uniforrn radial pressure distribution cannot be 
attributed to the unsyrnrnetrical feeding opening. 
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Figure 3. Typical pressure fluctuations as a function 
of time for different loadings. 

Figure 5 presents the probability density 
function distribution of the radial static pressure 
fluctuations for high loading ( G = 46.0 kg/m2s) at y = 
5.50 m. The distribution is clearly normal. This 
trend was also observed by Satija et al. [5], when 
analysing the dilute flow in in a vertical pneurnatic 
conveyor ( U = 2.4 m/s and G = 9.8 kg/m2s ). As also 
seen in figure 4 the pressures decrease rnonotonically 
from the wall to t he centre of the column. 
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Figure 4. Variation of the mean pressure in the radial 
direction for different loadings. 

Figure 6 presents the variation of the standard 
deviation, SD, of the pressure fluctuations as a 
function of the solids loading. The standard deviation 
is directly proportional to the amplitude of the 
pressure fluctuations, increasing with the loading. 
The slope of the curve is reduced for loadings over 
approximatelly 10 kg/m2s. 

Figure 7 shows the standard deviation of the 
pressure fluctuations as a function of the radial 
position in the column for different loadings with an 
air velocity of 4.5 m/s. As in the previous figure the 
presence of solid particles significantly affects the 



amplitude of the fluctuations. While for the flow of 
air alone the standard deviation or the amplitude 
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Figure S. The probability density function distribution 
of the radial static pressure fluctuations. 
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Figure 6. Variation of the standard deviation of the 

pressure fluctuations with the solids mass 
flow rate. 

remains approximately constant, for a high solid 
loading ( G = 47.0 kg/m2s ) there is an overall 
amplitude increase with a m~nlmum value somewhere 
around 0.075m from the wall and a maximum on the axis 
of the riser. From figure 6 it was concluded that the 
presence of solids increases the amplitude of the 
fluctuations, thus it seems fair to conclude that there 
is a high concentration of solids at the wall 
(confirmed by visual observation) and the fact that all 
of the descending solids plus the net outward flow have 
to travel through the core of the riser the 
concentration of solids or the amplitude of the 
fluctuations must also be high in this region. The 
void fraction measured with a fiber optic probe by 
Hartge et al. [9) continuously increases from the 
wall to the centre. This is slightly different from 
the trend shown by the radial SD, and can probably be 
explained by the effect of the turbulent fluctuations 
on the pressure readings. Tsuji et al. [15], while 
studying the conveying of solids in a vertical pipe, 
observed that for particles with diameters between 0.2 
and 1 mm the turbulence intensity decreased 
monotonically from the wall to the centre of the pipe 
for no solid loading, however, with even relatively low 
loadings (dilute regime) this trend was changed and the 
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turbulence intensity reached a minimum and then 
increased reaching a value below that at the wall. 
This trend is quite similar to that observed for the 
radial variation of the amplitude of the pressure 
fluctuations. Thus indicating as expected that the 
amplitude of the pressure fluctuations is affected by 
the solids loading as well as by the turbulence 
intensity. 

Figure 8 presents the power spectrum function of 
the pressure signal as a function of the frequency of 
the pressure fluctuations for different loadings. The 
curve for air alone shows the presence of higher 
frequency pressure fluctuations ( > 25 Hz ), while the 
addition of solid particles seems to limit the 
freqyencies to values below 5Hz. The curve for G=47.0 
kg/m2s ha~ a smaller maximum frequency than that for 
G=2.4 kg/m s. These facts can be explained by the so 
called "turbulence modulation" phenomenon reported by 
Al Taweel and Landau [14], according to their theory 
the turbulence modulation results from the inability of 
the dispersed phase particles to completely follow the 
turbulent eddy fluctuations. Furthermore, they 
observed that the dispersed phase reduces spectral 
intensity, particularly at higher frequencies, and that 
the effect increases with solid concentration. 
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Figure 8. The power spectrum functions of the pressure 
signal as a function of the frequency. 

Figure 9 presents the pressure amplitude as a 



function ot frequency obtained with the HP 3582A 
apectrum analyaer. Aa in the case of figure 8 the 
preaence of aolida limits the maximum frequency of the 
prealute fluctuationa . The sarne measurements carried 
out for different radial positiona did not present any 
notice-»1• difference from those obtained at the wall. 
Thia ia in contrast to the amplitude of the 
fluctuationa, which thus saem more aensitive to the 
radial void fraction distribution. 
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Figure ~. Preaaure fluctuation amplitudes as a function 
of the frequency . 

CONCLUSIOHS. 

The main conclusions of the present i nvestigation 
are: 

1. The static pressure probe developed for this set of 
experimenta allows for reproducible, trouble free 
static pressure measurements in the axial and radial 
directions. The radial pressure was shown to decrease 
monotonically from the wall towards the centre of the 
riser, with a preaaure gradient of approximatelly 5\. 

2. The presence of even small amounts of solid 
particles significantly affected the frequency of the 
pressure fluctuations. The maximum frequency was 
reduced to approximately 5 Hz. However, there was 
little change in the frequen~y spectrum when the load 
was increaaed from 2 .4 kg/m s to 47 kg/m2s. Even 
though the radial void fraction distribution is not 
uniform no noticeable variation was observed in the 
power spectrum at different radial positions . 

3. The preeaure fluctuations amplitude or standard 
deviation ia directly related to the solida loading. It 
preeente a much greater sensitivity to the void 
fraction diatribution than the frequency. For 
inatance, there were amplitude variations of the order 
of almoat 20\ between the wall and ita minimum value in 
the radial direction. Thus the amplitude of the 
fluctuation is directly related to the void fraction, 
that is, an increase in loading is followed by an 
increaae in the SD of the fluctuations. 
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INTRODUÇÃO 

Mancais hidrodinâmicas representam uma classe im 
portante de mancais, largamente utilizados nos mais di 
ferentes tipos de máquinas e equipamentos. 

Em problemas de identificação de parâmetros de 
máquinas rotativas é sempre questão fundamental conhe 
ce~-se a participação dos mancais na resposta em regi 
me permanente. O filme de Óleo pode ser simulado por 
um sistema apresentando características elásticas e 
viscosas, permitindo o cálculo dos coeficientes de ri 
gidez e de amortecimento do mancal. 

Este trabalho apresenta a equação de Reynolds 
que é integrada através do método das diferenças fini 
tas, de forma a obter-se o campo de pressão que por 
sua vez é também integrado para a determinação da for 
ça hidrodinâmica. Impondo pequenas variaçÕes em torno 
~a posição de equilÍbrio da árvore, obtem-se expres 
sões que permitem o cálculo dos coeficientes de rigT 
dez e de amortecimento. É feita, finalmente, uma análi 
se da estabilidade do sistema mancal-árvore usando 
o critério de Routh-Hurwitz, sendo apresentada a ·cur 
va limite de estabilidade. Para a obtenção de todos os 
resultados apresentados, foram desenvolvidas rotinas 
computacionais, visando sua utilização como ferramenta 
a nÍvel do projeto e construção de mancais hidrodinâmi 
cos. Comprovações experimentais dos resultados teóri 
cos obtidos são assunto para um próximo trabalho. 

EQUAÇÃO DE REYNOLDS 

A equação de Reynolds [1], deduzida 
das equações de Navier-Stokes, para mancais 
micos cilÍndricos, apresenta-se na seguinte 

onde: 

p(e,z) 
h( e ,z) 
w ..;n 

a 
ll 

1 [ 1 a ( h
3 ..1E.) -6- 7 as -~~- ae + 

ôh --+ a e 

pressao do fluido 
espessura do filme de lubrificante 
rotação do mancal 
rotação da árvore 
viscosidade dinâmica do fluido 

a partir 
hidrodinâ 

forma: 

(1) 

O segundo membro da equação (1), corresponde a 
dois efeitos simultâneos: ôh 
- Ef e ito de Arrastamento (Wm + Wa) ~ 
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- Efeito de Escorregamento: 2 ~~ 
A equação de Reynolds (1) descreve um escoamento 

em regime laminar no qual: 
- as forças de inércia são desprezadas 

o número de Reynolds, característico do escoamento é 
inferior a 2.000 

A espessura do filme do fluido é dada por: 

h C - X COS e - y Sen e (2) 

onde c é a fol ga radial e na sua dedução considera-se 
c . . --R- mu1to pequeno e o s1stema mancal-arvore perfeit~ 

meWte alinhado. 
A equação (1) pode ser escrita na forma adimen 

sional. 

4 ( +) 2 +a ( H3 ~~ ) + a"z ( H3 ~~ ) • 

onde: 
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SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE REYNOLDS 

- 2a(i cose + Y sene~(3) 

( -f-) 2 
, H=l-Xcose-YsenE 

z X X y =...i_ 
L 

, 
= ----cw-' cW · a a 

,w = 2~ N' (4) 
a m m 

Neste trabalho é utilizado o método das diferen
ças finitas e relaxação sucessiva [2] para resolver a 
equação (3), para a qual foram fixadas as seguintes con 
diçÕes de contorno: 

- p (e,O) = p ce ,l) =o 
- P (e,Z) < O=>P (e ,z) = O 

A integr~ção desta :quaçao leva ã determinação do 
campo de pressao, e este e integrado de forma a obter
se os componentes da força hidrodinâmica através das 
seguintes equaçÕes: 



2n L F = - 10 10 p Ra cos e de dz Hx 

2n L F = -
Hy 10 10 p Ra sen e de dz } (5) 

POSI~O DE EQUILÍBRIO DA ÁRVORE NO MANCAL 

Características Geométricas do Mancal . Considera~ 
do o sistema de eixos OM XY, no centro do mancal, como 
mostra ~ figura 1, s endo OM o centro do mancal,Oa o cen 
tro da arvore, com: 

- Excentricidade e ; distância OM Oa 

- Razão de excentricidade E ou E = ~ ; sendo O < E~ l 
c -

~ ou FIA - ângulo medido a partir de X positivo 
a linha de centros 

- H(9) = l - E cos (e-~) 

até 

A posição do centro da árvore, bem como a espes 
sura do filme de lubrificante é ~eterminada em qualquer 
ponto do mancal. 

'i 

" 

X 

Figura 1. Geometria do Sistema Mancal-Árvore 

Posição de EquilÍbrio da Árvore. As componentes 
dadas pe!a equa~ao (5) levam a determinação da força 
h~drodinamic~ FH aplica~a no centro.oa, como i~d~ca.a 
F~gura 2 . A arvore estara em sua pos~çao de equ~l~br~o, 
definida ~or_ E e~. quando a força PH for equilibrant7 
da carga W a qual se submete o mancal. Para determ~ 

nar tal posição, considera-se, na a~quação de Reyn~lds 
(l) a veloci~ade d7 esm~gamento --ri-- nula~ atravesde 
um processo ~terat~vo t~po Newton ~Rapnson [3] , chega 
se à conaição desejada. -

y 

jw 
" 

X 

Figura 2. Forças atuantes no Sistema Mancal-Á~ 
vare 

Nas figuras 3 e 4 tem-se a variaçao do numero 
Sammerfeld (S) [4] e o ângulo ~ em função de E, para 
___L_ - . .-D = 1, onde L e o co~prRIDfnto do mancal e Da o d~a 

a - ~ a a Ra 2 
metro da arvore e 5 ( ----) . 

nW c 
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DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ E DE AMORTE-
CIMENTO 

Deslocando-se o centro da ãrvore de sua posição 
de equilÍbrio, a espessura do filme de fluido é modi 
ficada, resultando na variação do campo de pressão ; 
consequentemente alteração da força hidrodinâmica 
que também ocorrerá quando for aplicada uma velocida 
de de deslocamento no centro da árvore. Essas varia 
ções da força hidrodinâmica podem ser linearizadas 
por pequenos movimentos do centro da árvore em torno 
de sua posição de equilÍbrio , ou seja: 

{ 
óFHx} 
óFHy 

[~XX 
yx 

~xy ]{ :xa} 
yy Ya 

{ 
óx } 
6)•: 

onde: 

K . . = coeficiente de Rigidez , C . . 
~J ~J 

- [ c XX 
c yx 

~xy] 
yy 

(6) 

coeficiente de A 
mortecimento 



Os coeficientes de rigidez e amortecimento podem 
ser obtidos na forma adimensional: 

c w 
KIJ Kij(+)• CIJ = Cij(~) (7) 

Calculo dos Coeficientes de Rigidez. Para deter 
minaçao dos coeficientes de rigidez, usa-se o método 
de diferenças finitas centradas [s], deslocando o cen 
tro ~a arvore paralelamente aos eixos OMX_e OMY, res 
pect1vamente de LIX e LIY . Com a alteraçao dos com 
ponentes da força ahidrodfnâmica, deduz-se os coefici~ 
entes: 

f\x= 

onde: 

Fl !
211 1 -
0 10 p cose dedz, F2 

) 
) 
) 
) (8) 

! 211 11 li sene ded z o o 
(9) 

Para uma relação 
ta os coeficientes de 

L --D-- = 1,0, a figura 5, represen 
a rigidez na forma adimensio--

nal, ~·Kyx•Kxy e Kyy· 

10 . 0 

6.0 

2.0 

- 2.0 

- 6.0 

-10.0 

\ 
KYY 

\ 

KYX 

. 2 .4 .8 .8 1.0 
E 

Figura S. Variação do~ Coeficientes de Rigidez 
em função de E . 

Calculo dos Coeficientes de Amortecimento. Os 
coeficientes de amortecimento sao determinados da 
mesma forma que os de rigidez, sendo que no centro da 
arvore aplica-se agora velocidade paralelamente aos ei 
xos O~ e OMY , respectivamente de LIXa e LIYa 

,.'remos portanto: 

( Fl (LIXa) -Fl (- Ú) 

~·~f cxx 
a 

2 Vn 2 + F2 2 
. âa 

- ( Fl (LIYa) -Fl (-Ú ) 
CXY 

a 

2 Vn 2 + F2 2 LIY a 
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( F2 <úa> - F2 (~Úa) ) 
CYX 

2Vn 2 + F2 2. LIX a 

- ( F2 (LIYa) - F2 (-ll'ia) 

) cYY 
2 Vn 2 F2 2. 

(lO) 
+ LIY a 

L Com a relação D = 1 . 0, a figura 6 representa 
os coeficientes de a amortecimento na forma adi 
mensional, CXX' CXY' CYX' Cyy · 

20 . 0 

15.4 

10.8 

8.2 

1.8 

-3.0 

CXY•CYX 

.2 .4 .8 .8 1.0 
E 

Figura 6. Variação dos Coeficientes de Amorteci 
menta em função de E . 

Analise de Estabilidade de Mancal Hidrodinâmico. 
Na analise de estabilidade a equaçao matricial adimen
sional a ser examinada é a seguinte: 

al ~J {·i} + [ CXX CXY l {n + o CYX Cyy 

[ Kxx 

Kyx 
~yl 
Kyy 

{ ~} { ~ } (11) 

c 
2 w 

onde: a1 
a 

=---
g 

Admitindo-se, X = A h e Y B 
Àt solu-e e como 

çao da equaçao (11), tem-se: 

o (12) 

onde: A ,A
1

,A
2

,A
3 

e A
4 

são constantes determinadas em 
função gos coeficientes de rigidez e amortecimento. ~ 
plicando-se o critério de Routh-Hurwitz [6], na equa
ção (12), chega-se ã condição de estabilidade : 

(13) 

A partir da equaçao (13), no limite estabilida
de/instabilidade, tem-se: 

1 

t
-,---;o-A_l_·_A_2 __ · _A_3_;;-:--]_2_ 

WL = ( A 2 -A A A + A. A 2) 
1 1 ' 3 ' 4 o 3 

(14) 



onde: 

w = w ,/C 
L a V g 

Ainda para a relação~= 1.0, a figura 7, re 
presenta a curva de estabilid~de de um mancal hidrodi 
nâmico, determinada a partir da posição de equilÍbrio~ 
em função de c. 

4.0 
WL 

I 
3. 6 
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2 . 6 
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-~ 

I 
i 
I 

I 
i 

I 

2 . 4 
ESTAVEL 

2 . 0 
.2 .4 . 6 .B 1.0 

E 

Figura 7 . Estabilidade para o sistema mancal-ar 
vore 

CONCLUSÃO 

Os métodos numéricos utilizados (diferenças fini 
tas, processo iterativo tipo Newton-Raphson) mostraram 
se plenamente adequados para o tratamento dos probl~ 
mas propostos . Os resultados obtidos, sempre na forma 
adimensional, constituem um conjunto de informaçÕes im 
portantes sobre o comportamento dinâmico de mancais hi 
drodinâmicos cilÍndricos . A nÍvel do projeto e constr~ 
ção de mancais, os programas computacionais desenvolvi 
dos são ferramentas de fundamental importância , pela 
facilidade de, simulando as condiçÕes de trabalho e as 
características geométricas do sistema árvore-mancal , 
obter resultados preliminares que contribuam para um 
projeto final confiável . 
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RESUMO 

.-A p~ d~-~~ulacão n~~ca ~e ~a bomba c~~6uga e de uma tinha de tubo~ 
de cüi:ime.Vto~ vaJuave,u, a ei.a tigada, e 6e..i..ta uma a~e do compoM:a.mento dute ~.U.te
m~ dUkant~ o ~eg~e ~~~ente d~ p~da.e p~da da bomba, 6~gUka 1. A ~~ulacão p~e 
ve o 6~t:tu.o~ame~o da bof!!ba em MveMM ~.{;tuacou, ~nc..f.u.úve no ~eg~e coMupondente 
a t~b.{.na, ~to e, '7otacao e ucoamento ~~v~dM. PMa o cMo de p~dM !tÓ.p~dM,co 
mu~ pMa ~omb~ au.onadM po~ moto~u el~co~, o~ ~uuttado~ ~nMcam a necu~~dade 
de p~~caucou upee,..i.a,U, a ~~em tomadM, dev~do ao e6e..i..to de ampti6~cacão dM ondM de 
p~u~ao no~ ponto~ de v~cão de Mãme.Vto do~ tubo~. 

Figura 1. Bomba e tubulação utilizada 
numérica 

INTRODUÇÃO 

na simulação 

A análise de problemas envolvendo fenômenos de 
transientes em fluídos é de grande importância em vã
rios campos da engenharia. Este fenômeno ocorre em ope
ração de abertura e fechamento de válvulas em sistemas 
hidráulicos, partida e parada de bombas, operaçao de 
sistemas urbanos de distribuição d'água, sistemas hi
dráulicos de aviões e submarinos, operação de oleodutos 
e gasodutos, sistemas de refrigeração de usinas nuclea
res, deslocamento de trens em túneis ou sistema de 
controle de robôs industriais. 

Normalmente, os fabricantes de bombas só apresen 
tam diagramas de altura manométrica ou pressão para a 
faixa de funcionamento normal da máquina, onde ela tra
balha com vazões e rotações positivas. Todavia existe a 
possibilidade da bomba operar com vazões negativas ou 
rotaçÕes negativas, figura 2 [1]. Se isto ocorrer, uma 
dificuldade extra é introduzida no problema devido a 
maior complexidade de obtenção do comportamento exato 
da máquina nessa região. Os poucos diagrams de opera
ção de bombas completos existentes não se adaptam, em 
geral, de maneira justa a maior parte das bombas exis 
tentes no mercado. Dessa maneira, caso se tenha a neces 
sidade de uma previsão da operação da bomba, quando pos 
sível, deve-se realizar um ensaio completo da máquina~ 
Contudo, isto é em geral dispendioso em termos de tem
po e capi tal. Por esse motivo, usualmente, adapta-se o 
diagrama de operação normal da bomba a um dos existen
tes na literatura para uma bomba análoga. Como dificil
mente a bomba escolhida é semelhante a uma cujo compor
tamento se conhece, tal procedimento conduz a erros que 
o projetista deve ter sempre em mente. Sua experiênc~a, 
bom julgamento, e conhecimentos do problema, serão es
senciais nas decisões que tomará ao analisar essas si
mulações. 
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Figura 2. Diagrama Karman-Knapppara operação completa de 
bomba 

Neste trabalho é feita a simulação numérica do fun 
cionamento de uma bomba alimentando uma linha de tubos 
de diâmetros variáveis. A partida e a parada da bomba 
são analisadas, observando-se os efeitos do aumento ou 
diminuição repentina da pressão na linha, causados pe
las aceleração e desaceleração da bomba, e as reduções 
de diâmetro. Os resultados indicam que as sobrepressões 
em determinados pontos da linha podem ser significati
vas, merecedoras de cuidados especiais na análise de 
tensões durante a fase de projeto. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Formulação do problema transiente em tubulações . 
Adotando-se as hipoteses comuns neste tipo de problema , 
qual sejam: o escoamento é considerado unidimensional 
no espaço (velocidades são admitidas uniformes nas se 
ções transversais); tensões nos tubos são proporcionais 
as deformaçÕes; o atrito é constante e não é considera
da a interação tubo-fluido. 



PIEZOMÉTRICA 

H 

Figura 3. Volume de controle para aplicação das equaçÕes 
de movimento 

Assim, as equações para o modelo são: [2] 

- Equação da continuidade 

Cl p 2 a v 
ãt + pa a x + v ~ ~ - p g v sen e o ( 1) 

- Equação de balanço de quantidade de Movimento 

dp + p V dV 
dX dX 

av fv I I + p at + p 2D v o (2) 

A equação da continuidade e momento representam um 
sistema de equaçÕes diferenciais parciais hiperbólicas 
quase-lineares e podem ser transformadas em quatro equa
ções ordinárias através de um balanço de variáveis pelo 
método das características. 

Admitindo-se escoamento com baixos números de Mach 
e Froude, a contribuição dos termos convectivos e gravi
tacional são desprezíveis e essas equaçÕes transforma~ 
se num sistema equivalente a: 

C+: 

C-: 

1 dp dv .. 1 •• 1 
adt+ P -+ P f~ dt 2D 

dx 
dt 

a 

1 dp dv .. 1 •. 1 a dt + P - + P f ~ dt 2D 

dx 
dt -a 

o (3) 

(4) 

o (5) 

(6) 

Onde as equações (4) e (6) representam as equações 
das características do sistema - linha reta para o caso 
de velocidade de onda, a, constante, e as expressões (3) 
e (5) as equaçÕes de compatibilidade para as pressões e 
velocidade do fluido. 

Condição de transiente causado por bomba centrifu
ga. O comportamento d~namico da bomba durante o per~odo 
transiente será modelado tendo em vista as equações que 
estabelecem as relaçÕes entre pressões e vazões em fun
ção da ve locidade angular . Relações homólogas podem se r 

utilizadas para este fim e a equação de equilíbrio entre 
momento e quantidade de movimento angular, quando inte
gradas, fornecerão os valores da velocidade da bomba em 
função do tempo. 

Para máquinas geometricamente similares,podemos es 
crever as seguintes relaçÕes homóloga [2]: 

- p~ 
(Wl Dl) 2 

Ql 
W1 D1! 

Pz 
(wz DzJ2 

- Qz 
w~ 

{7) 

(8) 

Onde P, w, D e Q representam pressão, velocidade 
angular, diâmetro e vazão e os índices são relativos a 
dois estados de máquina. 

~ conveniente trabalhar-se com as relações adimen
sionalizadas; assim, definindo-se os parâmetros: 

p 
p 

PN 
• 8 

T 

TN 
• v 

_g_ 
QN ' a 

w 

~ 
(9) 

Onde as variáveis, pressão, torque, vazão e rota
ção são adimensionalizadas através dos seus respectivos 
valores, correspondentes ao "ponto normal" de funciona
mento da bomba, isto é, ao ponto de rendimento máximo . 

Estas variáveis são apresentadas em forma de dia
gramas, como o da figura 2, e mostram os possíveis regi
mes que uma bomba centrifuga pode operar. Esses diagra
mas podem ser convertidos em tabelas ou escritos em for
ma de função polinomial, de modo a facilitar a resolução 
de problemas através da utilização de rotinas computaci~ 
nais. 
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A solução do problema é então obtida pela resolu -
ção de duas equações: a equação de momento, que acopla 

a pres
fornece 

bomba, 
bomba 

as equaçÕes de compatibilidade na tubulação com 
são causada pela bomba - obtida do gráfico que 
esta pressão como função das vazões e rotações na 
e a equação de quantidade de movimento angular na 
[ 2]: 

T - T = I dw 
m h dt (10) 

Onde as variáveis T , T , I e dW/dt representam o 
torque motor, o torque hi~ráu~ico, o momento de inércia 
das partes girantes e do liquido contido no rotor da bom 
ba e a aceleração angular da bomba . -

Integrando-se as equações (10) entre dois interva
los de t empo : 

t 
W(t) = W +1 

0 to 

(T - Th) 
m dt 

I 

Para partida da bomba, tem-se uma variação 
da rotação com o tempo até o regime permanente 
rada da bomba, tem-se Tm = O e Th é obtido do 
que fornece o torque como função das vazões e 
na bomba. 

RESULTADOS 

( 11) 

linear 
Para pa 

diagrama 
rotações 

Procedimento para simulação numérica. Para aqu~s~
ção de dados na simulaçao numerica, escolheu-se a bomba 
Worthington modelo- D1011 - 8x6x11, 1770 RPM, com NS=61 
(SI) e momento de inércia = 0,21 kg m2

; que em "ponto 
normal" apresenta QN = 0,139 m3 /s, HN = 23,8 m, nN=0,81. 
A curva de funcionamento para faixa de operação normal 
desta bomba ajustou-se bem ao diagrama apresentado por 
Donsky [3] para bomba de Ns próximo ao da utilizado para 
simulação. Para mesma faixa de operação as duas curvas 
apresentam um afastamento máximo de 5%. 

Para acionamento da bomba foi escolhido um motor 



elétrico de 50 HP, e esse motor em conjunto com o eixo, 
liquido que entra na bomba e as partes girantes da bom
ba apresentou um momento de inércia de 0,84 kg.m2 • Devi 
do a influência deste momento de inércia em outros parã 
metros do sistema, há possibilidade de aumentá-lo atra~ 
vés do acoplamento de volantes de massa variável ao con 
junto bomba motor . 

Aquisição de dados . O momento de inércia das par 
tes girantes 1nfluenc1a fortemente a operação do siste~ 
ma, de forma que a utilização de motores mais pesados 
ou o acoplamento de volantes estão relacionados com o 
maior tempo que a bomba leva para atingir o regime per
manente, como pode ser visto na figura 4. 
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1 , o 

0,5 

o 

Direção de maiores 
momentos de inércia 

5 10 1 5 
t(s) 

p 

1, o 

l 

o 5 

Direção de maiores 
momentos de inércia 

I 
L. J . ~ 

10 15 
t(s) 

Figura 6. Pressão na bomba em função da variação do 
momento de inércia (Para Parada). 

A operação de parada mais suave também resulta na 
ocorrência de menores oscilaçÕes e evita a formação de 
cavidades ou abertura de colunas nos pontos mais cr1t1-
cos da tubulação como pode ser observado pela figura 7. 

p 

2,0 
I 

-1 ,SI 
- 2,0I 

Figura 4. Relação entre tempo de partida da bomba e 1 ,O 
momento de inércia do conjunto . 

O tempo necessário para a bomba atingir o regime 
permanente de operação, por sua vez, está relacionado 
diretamente com as pressões nos pontos críticos da li
nha. Partidas realizadas em tempo mais longo produzem 
menores picos e oscilaçÕes de pressão na linha, como p~ 
de ser observado na figura 5. 
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(\ 

~ ~~ ~ r; 
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, __ 
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Figura 5. Pressão no ponto crítico da linha para vários 
tempos de partida. 

Para parada da bomba o momento de inércia também 
influencia de maneira marcante a operação do sistema,co 
mo pode ser visto pelo gráfico de pressão na bomba em 
função da variação do momento de inércia das partes gi
rantes (figura 6) . 
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Figura 7. Pressão no ponto critico 
variação do momento de 
girantes (para parada). 

~- __]_ __ . 
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da linha para uma 
inércia das partes 

Outro ponto de observação é a influência da altura 
(pressão) do reservatório na partida e na parada da bom
ba e a relação entre as pressões que ocorrem nos pontos 
críticos da linha. Como pode ser visto na figura 8, a o
peração da bomba em sistema de reservatórios de maiores 
alturas propicia menores oscilaçÕes e pressões nos pon
tos críticos da linha, para a partida da bomba. 

Para a parada de bomba, a utilização de reservató
rios com maiores cotas também leva a ocorrência de meno
res oscilações na linha, evitando a abertura de 
cavidades em seus pontos críticos, conforme pode ser ob
servado pela figura 9. 

Também foi observada a influência da variação do 
diâmetro da tubulação em pontos críticos de pressão. No
tou-se que a utilização de tubulação de diâmetros decres 
centes a medida que se afasta da bomba propicia a ocor
rência de pressões mais elevadas durante o regime de par 
tida, proporcionando maiores tensões a tubulação. Embora 
essas pressões elevadas possam eventualmente ser preju
diciais, para o caso de parada, tais pressões evitam a 
formação de cavidades ou ocorrência de vácuo na tubula
çao. 
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Figura 8. Pressão no ponto crítico da linha para uma 
variação da altura do reservatório (partida). 
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Figura 9. Pressão no ponto crítico da linha para uma 
variação de cota do reservatório (parada). 

CONCLUSÕES 

A solução do problema de tensões elevadas através 
do dimensionamento estrutural de tubulaçÕes sujeitas a 
regimes transientes causados por bombas centrífugas não 
é única, bem como pode não ser a melhor. Como visto, pr~ 

jeto de sistemas com reservator1o de maior cota resolve 
o problema das pressões elevadas, evitando a abertura de 
cavidades na linha, da mesma forma que a utilização de 
cotas menores leva a formação de vácuo, e proporciona 
maiores pressões nos pontos críticos da tubulação. A uti 
lização de volantes que permitem o aumento do momento de 
inércia do conjunto bomba-motor mostrou ser uma boa al
ternativa, pois tais dispositivos suavizam a operação do 
sistema, proporcionando o não aparecimento de pressões 
elevadas ou ocorrência de vácuo nos pontos críticos da 
tubulação. 

Outras soluçÕes para problemas de transientes cau
sados por bombas centrífugas poderiam ser apresentadQs, 
contudo a experiência e o bom julgamento dos projetis -
tas envolvidos nestas situações serão mais uma vez es
senciais nas decisões que tornará ao se defrontar com 
tais problemas. 
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ABSTRACT 

A ce.n.Vú6ugai. pump conne.cte.d to a .Une. o6 ducth o6 
vaJÚa.ble. cUame.tvr.. -L6 numvúcai..ey .6.únul.a.te.d. Tlúll .6 ylltem 
-L6 ana.lylle.d dwúng the. .tlta.núe.nt Jte.g.úne.ll o6 lltaltt-up and 
lltoppage.. The. .6.únu.f.a;ti.on 6o!te.lle.e.6 the. pump opvr..a.:t..<.on .<.n 
many .6.<..tua.t.<.o n.6 , .<.nclud.<.ng the. tUJtb.<.ne. Jte.g.úne., whe.n 
e.Uhvr.. pump 6.f.ow olt Jtotat.<.on Jte.ve.lt.6e..6 . The. Jte.llulú 6o!t 
the. cMe. o6 qu.<.ck. lltaltt-up .<.nd.<.cate. the. ne.ce..6.6Uy o6 
e.llpe.c.<.ai. caut.<.on due. the. e.66e.ct o6 amp.U6.(.caüon o6 
p!te.lll>Uite. wave.ll i.n po.<.nú o6 cUame.tvr.. Jte.duct.<.on. Re.llulú 
6o!t .6.<..tua.t.<.on.6 o6 .6udde.n powvr.. .<.ntVtJtUption Me. ai.llo 
llhown. The. papvr.. .<.nclude.ll the. .6tudy o6 the. e.66e.cth o6 
the. pump/motolt mome.nt o6 .<.nvr..tia i.n p!te..6.6Uite. vM.<.aüon. 
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INTRODUÇÃO (ii) o escoamento é laminar, estacionário e plenamente 
desenvolvido; 

O problema da determinação do comportamento tér
mico de trocadores de calor aletados tem recebido esp~ 
cial atençao de inúmeros pesquisadores, devido a sua 
grande aplicação na indústria atual. Trocadores de ca 
lor· em regime de fluxo laminar e escoamento forçado 
tem seu emprego assegurado em reatores nucleares refri 
gerados a metal liquido, na indÚstria alimenticia -
quando se deseja resfriar ou aquecer alimentos liqui
des de alta viscosidade. Outro importante campo de 
aplicação do trocador de calor em questão é em coleto
res solares planos, principalmente aqueles que funcio
nam ã termossifão. 

. O método numérico utilizado na solução do proble 
ma é o método das equaçÕes integrais definido sobre a 
fronteira. Este método foi aplicado por Hu e Chang 
~] na determinação da solução analitica para dutos a
letados internamente e fluxo prescrito na secção trans 
~ersal e uniforme axialmente. A solução para tubos -
com ale tas externas foi apresentada por Colle [2], ta E_ 
to para fluxo quanto para temperatura prescritos na 
secção transversal e fluxo uniforme axialmente. 

Neste estudo propÕ~se apresentar uma solução 
para o problema de transferência de calor em regime 
estacionário em um trocador de calor duplo
tubo aletado isolado externamente e com igual capadida
de térmica horária O desempenho térmico é avalia
do em termos do número de Nusselt dos dutos interno e 
externo em função do número e comprimento das aletas. 

COLOCAÇÃO DO PROBLEMA 

O problema investigado consiste de um trocador 
de calor duplo-tubo duplo-aletado, conforme a Fig. 1, 
onde a simetria é utilizada na resolução do problema. 
A condução de calor nas superficies sólidas é também 
considerada. As seguintes hipÓteses são admitidas 
na análise do problema: 
(i) o fluido é newtoniano, incompressivel de propried~ 
des fisicas constantes; 

Figura 1. Trocador de calor duplo
-tubo-duplo-aletado. 
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(iii) o duto é retilineo de paredes perfeitamente poli
das com eletas triangulares de pequena espessura e 
(iv) escoamento contracorrente de iguais capacidades 
térmicas horárias. 

O problema é estabelecido pelo seguinte problema 
a valor de contarno: 

Problema hidrodinâmico: 

-1 ~- 1 =o 
<ln a~ 

(1) 

?nl = o (2) 
n aod 

Problema térmico: 

l,=ED 1 TI =Ts<s>; 
ao1 

V'T2 RaR]JRpRT =ED 2 e 

~~ -qn{s) 

ao2 

Aletas: 

~, =-q (5) 
<ln ao) n 

~T <!~~~ ~~) = - f(T) para TE [a,b] 

'aleta interna ou externa 

f(T) = 2~ , ~(T)s(T) 
ks on 

-~1 =o 
~T T=R.. 

1 

·superficie intermediária 

com Ti (T=O) 

f(T) = ~(~ + ~))(T) com T(T=O) 

{3) 

(4) 

(5) 

(6) 



T(.Q,i) TA (7) 

onde aol = aoa + aob e aol =· aoc + ao ; as rela
ções de difusibilidade térmica e viscosiàade dos dois 
fluidos são dadas por Ra e RIJ. Os gradientes axiais de 
pressão e temperatura entre os fluidos são dados por 
RI? e RT e determinados tal que satisfaçam a hipótese 
(w) [3]. , 

A solução do problema hidrodinâmico ê feita com o 
auxílio da solução fundamental de Green associada ao 
operador Laplaceano. 

g(z.z ') =- 2; ln lz-z ' I (8) 

Com a utilização do teorema da divergência ê fácil mos
trar que a solução dos problemas (1) 
ponto pertencente ao domÍnio D dos dutos e 

u (z) = b J 
0 

g(z ,z 1 ) dA(z 1 ) + J g(z ,z 1 ) ~u(z 1 )ds 1 -
ao on 

- J ao 
u(z 1 )~(z,z 1 )ds' (9) 

onde b = 1 para z(D 1 e b = 11>·RIJ para z E 0 2 • A i!!_ 
tegral de área pode ser reduzida a uma integral nocon
torno através de uma mudança de variáveis [3]. Para e
vitar os r contornos ê introduzida a condição de consis 
tência obtida pela aplicação do teorema de Gauss ã equa 
ção diferencial do problema. Uma equação semelhante e 
desenvolvida para z (ao, considerando o ponto z isola
do do domínio por um semicírculo de raio E tal que 
E -+-0. Deste modo a equação do problema hidrodinâmico 
equivalente ê escrita na forma: 

eu(z) - J (z'-z)n' 
ao I z-z, 12 u(z 1 )ds' + J (lnlz-z' I + 

ao 

+ !)au(z 1 )ds' 
2 an % J (z'-z).n' lnlz-z 1 lds' (10) 

ao 

onde e = 211 para z E D e e = 11 para z E ao. A veloci 
dade media em uma região D é expressa pela equação: 

Um(D) = A~D) JD u(z) dA(z) (11) 

Substituindo (10) em (11) e utilizando uma mudança 
de variável apropriada, ê possível transformar a equa
ção da velocidade media somente em termos de integrais 
de linha, conforme apresentado por [4]. 

A solução fundamental de Green para o operador bi
harmônico utilizada na construção da equação integral 
da temperatura ê obtida da integração da solução funda 
mental do operador de Laplace tal que, 

G(z,z') _..!._ lz-z'j2 Un lz-z'l -1) 811 
(12) 

O mesmo procedimento de obtenção da equação da ve
locidade é agora empregado,tendo sido obtida a seguinte 
integral 

T(z) =- t.J g(z.z 1 )dA + J [g(z.z')~T(z 1 ) 
D ao on 

ag aG 
T(z 1 )an(z.z') + bu(z')an(z.z') 

- b G ~~(z')] ds 1 

para o duto interno b=i=l e para o duto externo 
i=RpRIJRaRT , b=Rp.RIJ . 

(13) 
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As funçÕes de Green utilizadas na obtenção das e
quaçÕes integrais relativas às aletas são construídas a
través do método variacional de Ritz ISI. A equação in 
tegral ê obtida pelo uso da segunda identidade de Green 
aplicada ao problema ISI e das propriedades da distri
buição ô-Dirac tal que 

J
~· 

T(T) = 
1

gN(T,T 1 )f(T)dT + [T(0)-
0 

- T(~i)) ~ (~i,T) + T(O) 

para f(T) conforme Eqs.(6) e (7). 

(14) 

Deste modo o problema térmico fica estabelecido a 
traves das equações integrais dos dutos interno e ex-
terno e superfícies aletadas. Tais equaçÕes devem ser 
resolvidas simultaneamente por tratar-se de um problema 
conjugado. O método da colocação foi o método empregado 
na aprox1mação das equaçÕes integrais. Este método con 
siste na discretização das equaçÕes para z EaD por meio 
da aproximação das integrais por uma soma obtida pela 
aplicação do teorema do valor médio. 

VERIFICAÇÃO DA SOLUÇÃO 

A verificação da precisão da solução desen
volvida ê feita, em uma primeira etapa, através da com
paração dos resultados obtidos para f .Re do duto inter 
no e externo com as soluçÕes analíticas obtidas por Hu 
e Chang [1] e Colle [2] respectivamente. Em aml:as as 
verificações os resultados mostram-se satisfatórios, 
apresentando um pequeno erro, como mostrado pela Fig.2 
para o duto interno e Tab.l para o duto externo. 

f-.01tt,/llotl 

".~------~----~----~~----~ 

Figura 2. Fator de atrito relativo 
ao duto interno. 

A segunda etapa verifica a precisão da solução da 
equação da energia, comparando o numero de Nusselt obti 
do para kflks =o, ou seja temperatura prescrita, com a 
solução analÍtica apresentada em [2]. Os erros apre
sentados situam-se na faixa 0,5-1%. A Fig.3 mostra a 
comparação descrita acima. Maiores detalhes a respeito 

!!!!.& f ,O _ • , --
I Mui). 

I ,O C:OI.Ll(iJ - -- -

I,O ::';,:TI HTlJOO I ~ • :,0 .. ~~ 
l"valr." .. '' ,/ 

t-'----..,..---+----,,'"Lro.ro ,~ 
•.o ,~··-;.; ......... 

' 

::rr:-:lt:r~'-' 
l t•O.II ~~' ::f::~~~: 

,.L .. ~ .. t ... 
o,• o 

Figura 3. A relação Nu 2 /(Nu 2 ) 0 para tem
peratura prescrita ~ara R=0,60. 



da comparação das soluçoes analitica e numérica 
~er encontradas em [3] . 

podem 

R = 0,60 
L z - 0,25 M 4 8 12 16 
f.ReD 2 (Dz/ Numerico 158,75 170,30 182,64 195,15 
Dh z) AnaUJi- 159,50 170,98 183,28 195,60 

co 2 

R = 0,60 
L2 z 0,85 M 4 8 12 16 
.Ren

2 
(Dz/ Numerico 186,91 247,09 337,44 458,39 

Dh 2 ) Anayti- 187,06 247,63 338,58 co 2] 460,55 

Tabela 1. Comparação do f.ReD
2

(D 2 /Dh 2 ) para o duto 
externo e R = 0,60. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Os resultados aqui apresentados referem-se a uma 
relação de condutividade térmica kf/ks = 0,02 e uma re 
lação de raios R = 0,60. O comportamento do fluido no 
trocador de calor é verificado através das curvas de 
perfil de temperatura e distribuição de fluxo sobre as 
aletas internas e externas, e ainda a distribuição de 
temperatura entre o topo da aleta externa e o raio ex
terno e entre o topo da aleta interna e o centro do du
to interno. O desempenho do trocador de calor é avalia 
do através dos NÚmeros de Nusselt dos dutos interno e 
externo. 

A analise da variação da distribuição de tempera
tura ao longo de uma aleta, tanto interna, quanto exter 
na, mostra que quanto maior o comprimento da aleta 
maior será o gradiente médio de temperatura ClT/ClT ' ao 
longo da eleta. Este fato esta intimamente ligado com 
a_caracteristica condutiva da aleta ê portanto a rela
Íao kf /ks. Para kf /ks _.O a solução obtida corresponde 
a temperatura prescrita, proporcionando um gradiente 
ClT/ClT nulo. A Fig, 4 mostra a distribuição de tempera 
tura ao lon~o da aleta externa para L2 = 0,55 e para -
4, 8 e 12 aletas. 

Figura 4. 

... ...... 

Distribuição de temperatura ao lon
go da aleta externa para R=0,60 , 
L1 = 0,0 , Lz = 0,55. 

A variação do fluxo de calor ao longo da aleta ê 
avaliada através de ClTd<ln e a T2 /<ln, de onde se obser
va que o comportamento das curvas de distribuição ê se
melhante para os dois dutos, caracterizado por um fluxo 
pequeno junto à base da aleta,contrastando com o eleva
do fluxo junto à extremidade. Este comportamento se de 
ve às maiores velocidades do fluido desenvolvidas na re 
gião de extremidade das aletas. ~ verificado que o 
fluxo sobre a aleta diminui com o aumento do comprimen
to e número de aletas, pois, o aumento de tais parême
tros provoca a diminuição da velocidade media do fluido 
e consequentemente o valor total do fluxo, A fig. 5 
mostra a distribuição do fluxo ao longo da aleta ex
terna para R = 0,60, L1 = 0,0 e Lzz 0,55, para 4 e 12 
aletas. 

O número de Nusselt utilizado na avaliação do de
sempenho térmico ê definido pela equação: 
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Hlto' -..-

. -· 
· O ~~~ .• :-.---.:-<.,>--.---.+.,-.--.-1.,-.---•. l-,o-----l,_oo 

.... 
Figura S. Distribuição do fluxo de calor ao 

corpo da aleta externa para 
R = 0,60 L1 • 0,0 e L2 0,55. 

hD* Nu= _.l. 
kf 

Para o duto interno 
terno i=2 e b=Ra , onde L 
cie intermediaria. 

(15) 

i:l e b=l e para o duto ex
e o comprimento da superfi-

_ A analise de problemas deste tipo ê complexa pois 
o numero de Nusselt de um duto, interno ou externo ê 
influenciad~ tanto pela aleta situada no prÓprio d~to 
n~ qual esta sendo feita a analise, quanto pela aleta 
s1tuada_no duto oposto. Esta influencia ê expressa na 
alteraçao das distribuiçÕes de temperatura e fluxo nas 
superficies do duto em questão. Desta forma a analise 
ê dividida em duas partes, a primeira determina a 
influencia das aletas internas no escoamento através do 
duto interno p~ra L2 = 0,0, como mostrado na Fig. 6 , 
O aumento do numero de aletas internas provoca diferen
tes efeitos para cada comprimento L1 • Este fato esta 
rel~cionado com a formação de regiÕes de estagnação jun 
to as eletas,queimprimem uma tendência a diminuir Nu
contrastando com_ a tendência do aumento de Nu .t pelo au~ 
menta de troca termica. Para valores baixos de M ha 
a predominância deste Último .fator, enquanto que o au
ment~ de M imprime uma maior influência da presença das 
regioes de estagna!ão, determinando a diminuição de 
Nu 1 • Deste modo ha o aparecimento de pontos de Nu 1 má
ximo relativo a cada comprimento L1 • Estes mesmos efei 
tos estão relacionados quando se analiza a influência -
do aumento do comprimento de aleta L1 • O aumento de 
L1 provoca por um lado o aumento de Nu 1 devido ao au
menta da área de troca e por outro a d1minuição do Nu 1 

devido às regiÕes de estagnação, resultando no surgimen 
to de um comprimento L1 Ôtimo, o que Hu e Chang [1] de= 
terminaram para o fluxo prescrito nas aletas como sendo 
L1 = 0,795 . 

Figura 6. Ralação Nu 1 /(Nu 1 ) · para o du
to interno. 

A influência observada das ale tas externas sobre Nu 
foi pequena, tendo sido verificado que quanto maior ~ 1 

numero de aletas menor esta influência. Uma amostra do 
efeito causado pela presença da aleta no duto interno ê 



apresentado pela Fig . 7, onde ê mostrado o N~ em fun
ção de L2 para diferentes comprimentos d aleta inter
na. 

... 
~.. •• 0 ,00 :r- I I 

.... 
--~ 

:L-----
:v-r 
"-1 --...... v-

opo ... 

Lt•O,II 

Lt•O,U 

Lt• o;ro 

l..j• 1,00 

. ... 0,11 '·" 
,, 

Figura 7. Variação do número de Nusselt 
do duto interno com o compri 
menta da aleta externa para -
M=l2, R=0,60 e kf/ks=0,02. 

A segunda etapa de análise do trocador de calor ê 
referente ao comportamento do número de Nusselt do duto 
externo em função do número e comprimento das aletas in 
ternas e externas. Para um dado comprimento L2 , o au-
mento do nÚmero de aletas M provoca um aumento do Nu2 • 

sobressaindo o efeito do aumento da área de troca têrmi 
ca sobre a diminuição da velocidade media do fluido ' es 
ta Última tendendo a diminuir o número de Nusselt. Des 
se modo, não foi verificado a presença de pontos de mã 
ximo nas curvas de Nu l em função do número de aletas pa 
ra M~l6, como apresentado pela Fig. 8. A influência
da presença das aletas internas no escoamento do duto 
externo ê de modo geral pequena, sendo verificado que 
quanto maior o número de aletas menor a influência de 
L1 no comportamento térmico do duto externo. 

?,0 ..----..----r----r----, 
"ualt"ut'• 

1 , 0 

1 ,0 

4,0+----+----t----

1 , 0 j,.L 7"1 -l 

•.o I :::r-t== I 1·· -- I 

0 ,1 ~---+----+----1---~ 

" 
Figura 8. Relação Nu 2 /(Nu 2 ) 0 para o duto 

externo. 

E observado que os resultados obtidos para o número 
de Nusselt no presente trabalho apresentam valores in
termediários aos casos de temperatura e fluxo prescri
tos nas aletas, conforme Fig . 9 . Tal fato foi previs 
to por Eckert at al. [6] na ' análise do escoa-
mento no interior de um setor de círculo com condi
ção de temperatura ou fluxo prescrito na fronteira. 
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... 
IIIIUtl. 

. ...... ---1-----+----1----~ 

Figura 9. Relação Nu 2 (Nu2 ) 0 para k I 
k =0,02, temperatura e flu
xo prescritos para R=0,60, 
L1 =0,0 e L2=0,55. 

CONCLUSÃO 

De um modo geral, o aletamento de uma superfície 
possibilita o aumento do desempenho térmico. No presen 
te estudo es 'ta premissa ê observada atê o ponto em que
a diminuição da velocidade causada pela presença da ele 
ta acarreta uma diminuição do número de Nusselt do dutÕ 
interno. ~ · necessário ressaltar que a condição inicial 
de igualdade de capacidade calorífica horária dos dutos 
interno e externo, restringe a aplicação direta dos re 
sultados aqui apresentados, no entanto tal aproximação
oferece mm ponto de partida para uma análise mais 
geral. 
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RESUMO 
0..1 c.oe.Mc..i.e.ntu de. .tlr.a.n~>poJLte. (.tlr.a.n6 6e!Lé:ncút de. c.aloJt e. pe!Lda. de. c.a.Jtga.) 6oJtam de. 

.te/l!n.{.na.do1> e.xpe.M.me.nta.hne.nte. pa.Jta. uc.oame.nto .tWtbu.te.nto a..tJr.a.véA de.Jte.g.Wu a.nu.ta.Jtu. Fo 
Jtam u.tu.da.dM .tltu ge.omeVúM biü.-ic.M: 1>e.m a..R.e..tM (Wa.) e. dUM c.om 20 a..R.e..tM c.Wt.tM" 
pai!. c..i.Jtc.u.n6e!Lé:nc..i.a. (d-i.6e!Le.ntu a...e..tWtM) e. Mxa.dM de. 6oltma. de.6Ma.da. (e.ntlte. du.M 6.Uú
I!.M c.on~>e.c.u..t-i.vM) Mblte. o .tu.bo -inte!Lno da. Jte.gi..ã.o a.nu.ta.Jt. A6 c.ond-i.cõu de. c.ontoltno a.do
.ta.dM 1>ão: 1) .te.mpe!La..tWta. u.n-i6oltme. Mblte. a. 1>U.pe!L61c..i.e. e.x.te!Lna. do .tu.bo -inte!Lno; 2) a. 1>u. 
pe!L61c..i.e. inte!Lna. do .tu.bo e.x.te!Lno é a.d-i.a.biiti.c.a.. 01> JtUu.t.ta.dM úo a.pJtue.n.ta.do-6 na. 6aJt-: 
ma. de. a.d-i.me.n~>-i.ona.-ió. t l!.e.iliza.da. u.ma. c.ompa.Jta.cão e.ntlte. o due.mpe.nho .te.Jtmo-Mdltâ.uLi..c.o 
a.pl!.u e.nta.do pe.R.M .tltu 1> e.cõ u a.nu.ta.Jtu . 

INTRODUÇÃO 

Trocadores de calor do tipo bi-tubular concêntri
co são comumente utilizados. Eventualmente, sobre a su 
perficie externa do tubo interno são posicionados aletãS 
formando, portanto, uma região anular aletada. Em geral, 
o trocador de calor é isolado termicamente pelo lado ex 
terno ficando assim, caracterizada uma das condiçÕes de 
contorno da região anular: a superfície interna do tubo 
externo é adiabática. 

Uma análise da literatura relativa a coeficientes 
de transporte em trocadores de calor aletados mostra que 
os dados disponíveis são bastante restritos. Aindamais, 
para geometrias simples, como seçÕes anulares lisas com 
a superfície do tubo interno isotérmica, não obteve-se, 
na literatura, o coeficiente de transferência de calor. 
Leung et al.[1) e Isachenko et al.[2) fornecem tal coe
ficiente, porém para a condição de fluxo de calor uni
forme através da superfície do tubo interno da seção a
nular. Patankar et al.[3] analisaram os coeficientes de 
transporte associados a escoamento turbulento através de 
seções anulares aletadas de forma continua. Entretanto, 
novamente a condição de contorno adotada pelos autores 
é a de fluxo de calor uniforme. Jones [4) e Quarmby [5] 
fornecem somente o coeficiente de perda de carga para es 
coamento turbulento através de regiões anulares lisas.-

Deste modo, o principal objetivo do presente tra
balho é a obtenção e comparação dos coeficientes de trans 
porte de escoamentos turbulentos através de uma seção 
anular lisa e, posteriormente, aletada. Adotou-se ale
tas segmentadas posicionadas alternadamente entre duas 
fileiras consecutivas. Além disto, foram estudados dois 
casos quanto à altura das aletas. Para todas as geome
trias analisadas adotou-se as seguintes condições de con 
torno: 1) a superfície externa do tubo interno · é isotér 
mica; 2) a superfície interna do tubo externo é adiabá= 
tica. 

Montou-se um trocador de calor bi-tubular que de
vidamente monitorado (medição das vazões, temperaturas e 
pressões) permitiu a determinação dos coeficientes de 
transporte associados à região anular. Somente o terço 
central do trocador (seção de teste) foi aletado. Deste 
modo, havia a montante e a jusante da seção de teste um 
comprimento equivalente a trinta diâmetros hidráulicos 
correspondentes à região anular. Água foi utilizada co 
mo fluido quente escoando através do tubo interno, en
quanto ar escoando pela região anular era o fluido frio. 

A eficiência das aletas pode influenciar o coefi
ciente de transferência de calor [6). No entanto, uma 
vez que no presente trabalho adotou-se tubos e aletas de 
latão (alta condutividade térmica) tal eficiência é mui 
to prÓxima de 100%, conforme demonstrado por Braga e 
Saboya [7) em um modelo bi-dimensional para a aleta. 

Para obter-se a condição de superfície isotérmica 
operava-se o trocador de calor somente com elevados nú-
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meros de Reynolds, ou seja, altas vazões de água. Veri
ficou-se experimentalmente que para Reynolds pelo lado 
da água superior a 80000 era obtida tal condição de con 
torno. Este efeito do Reynolds da água sobre a condi-: 
ção de contorno está de acordo, sob o ponto de vis ta qua 
litativo, com a pesquisa apresentada por Sparrow e 
Patankar [8). 

SEÇÃO DE TESTES 

A Figura 1 apresenta esquematicamente a geometria 
analisada. Naturalmente, o lado esquerdo desta figura 
representa a região anular lisa, enquanto o direito uma 
das aletadas. Conforme pode-se observar há 20 aletas em 
cada fileira circunferencial de aletas. As aletas re
presentadas pelas linhas tracejadas pertencem a uma fi
leira imediatamente anterior ou posterior. O número to 
tal de fileiras de aletas ao longo da seção de testes 
é 37. 

Figura 1. Esquema geométrico das regiões anulares 
analisadas 

As Tabelas 1 e 2 fornecem a nomenclatura e as di
mensões geométricas dos parâmetros geométricos pertine~ 
tes ao problema. 

Uma vista esquemática do trocador de calor monta
do para a realização dos testes é apresentada na Figura 
2. Uma vez que a seção de testes ocupava o terço cen
tral do trocador de calor, somente o trecho do tubo in
terno correspondente a tal região era substituído (liso 
ou aletado). A medição da vazão de ar foi feita por um 
venturi ou placas de orifício (devidamente calibrados), 
conforme a faixa de vazão, posicionados a montante dare 
gião anular. o ar do próprio ambiente refrigerado era 
succionado por um ventilador escoando sucessivamente pe 
lo medidor de vazão, pela região anular (trocador de cã 
lar), passando, em seguida , por uma câmara plena e pelo 
ventilador, e, sendo, finalmente; descarregado no exte
rior. Com duas válvulas borboletas efetuava-se o con
trole da vazão. A temperatura do ar era medida na entra 
da e na saída da seção de teste através de termopares cã 
li brados. 



Tabela 1. Dados geométricos comuns às três 
seções de testes 

Diâmetro interno tubo interno I D1 l19,05mm(3/4") 

Diâmetro externo tubo externo I D2 l25,40mm ( 1") 

Diâmetro interno tubo externo I D3 l5o,somm (2") 

Comprimento da seção de testes I L I 740mm 
-

Comprimento de cada aleta I R. I 20mm 

Espessura das aletas I 2t I 1 ,10mm 

Diâmetro hidráulico (anular) IDh=D3-D 2I 25,40mm 

Relação de diâmetros I D3/D2 I 2 

Tabela 2. Dados geométricos específicos das 
seções aletadas 

Parâmetro I Al~ tas I Ale tas 
Ba1.xas Altas 

Altura das aletas I H I 5,omml1o,omm 

Relação comprimento/altura I R./ H I 4 I 2 

Relação espessura/altura I 2t/H 1 o,22 1 o, 11 

Relação diâmetro hidráulico/altura! Dh/H I 5,os I 2,54 
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~ 
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L_. lXJ .._... 
1 

REGISTROS 

Figura 2 . Vista esquemática do trocador de calor 
e periféricos 

Conforme mostrado na Figura 2, a água, que é manti 
da em ebulição no reservatório pela atuação de resistên= 
cias elétricas , é bombeada para o trocador de calor. A 
vazão e a temperatura da água (saída da seção de testes) 
eram medidas por uma placa de orifício e um termopar (am 
bos previamente calibrados), respectivamente. O circui= 
to da água foi projetado de tal forma que o trocador de 
calor podia operar tanto em correntes paralelas quanto 
opostas. O mesmo sistema de registres (não representado 
na Figura 2), que possibilitava tal operação, era utili
zado para o controle da vazão de água. 

Para a medição da perda de carga na seção deteste, 
dezesseis tomadas (oito a montante e oito a jusante da se 
ção de teste) de pressão estática foram utilizadas. Des 
te modo, foi possível estabelecer a distribuição de pres 
são na região anular antes e depois da seção de testes .-

REDUÇÃO DOS DADOS 

A efetividade do trocador de calor, E , pode ser de 
terminada por -

onde: 

E = 
Tfs- Tfe 

Tqe- Tfe 
(1) 

Tfe'Tfs - temperat;ura do fl'!ido frio (ar) naent7~ 
da e sa1.da da seçao de teste, respectl.-

T qe 

vamente; 
- temperatura do fluido quente (água) na 

entrada da seção de teste. 

A temperatura Tqe pode ser avaliada por um simples 
balanço de energia no trocador de calor. Assim, 

onde: 

T qe 

cf 

cf 
T +- (óf -T ) 

qs Cq fs fe 
(2) 

mf cf e cq = mq cq 

mf , mq - vazao e~ massa dos fluidos frio e quente, 
respectl.vamente; 

cf , cq· - calor espec~fico dos fluidos frio e que~ 
te, respect1.vamente. 

Por outro lado, o coeficiente global de transferên 
cia de calor, U, é dado por -
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u 
cf 

A 

-R.n[1-(1 +Cf/Cq)E) 

1 + Cf/Cq 
(3) 

para um trocador de calor operando em correntes parale
las. No caso de correntes opostas, tem-se: 

u 
Cf 
A (Cf/Cq)-1 

R.n . 
[ 

E -1 J 
(Cf/Cq)E- 1 

(4) 

Nas equações (3) e (4) o parâmetro A representa a 
area total de troca de calor. 

Considerando-se que a eficiência da região aletada 
é muito próximo de 100% [7), pode-se fazer: 

onde: 

u 

k 

(5) 
1 A 1 A R.n[DdD1J - + -- - + _ ___:c.....:.___::.: 
h 1T D1 L hi 2 1T k L 

condutividade térmica da parede do tubo in
terno (latão); 

hi,h- coeficiente de troca de calor associado ao 
escoamento turbulento através do tubo inter 
no e da região anular, respectivamente. -

O coeficiente hi é obtido através da correlação de 
Dittus-Boelter [9). Deste modo, combinando-se convenien 
te as equaçÕes (3) ou (4) com (5), é possível determinar 
-se o valor de h e, consequentemente, o número de Nusselt-;
Nu, como função do número de Reynolds, Re. Tais adimen
sionais são dados respectivamente por: 

e 

onde : 

h Dh 
Nu=~ 

R e 
4 mf Dh 

1l(D~ - D ~ )lJf 

kf - condutividade térmica do fluido frio; 

lJf - viscosidade dinâmica do fluido frio. 

(6) 

(7) 



de 
da 

A equação (8) permite determinar-se o coeficiente 
atrito, f, associado ao escoamento turbulento através 
região anular lisa. 

f 
liP 
L 

(8) 

onde: 
- coeficiente angular da distribuição de pres 

são no escoamento desenvolvido; -

- densidade do fluido frio. 

No caso da região anular aletada, o coeficiente de 
perda de carga por fileira de ~letas, Ka, é definido do 
seguinte modo: 

onde: 

K a 
(9) 

tiPa- perda de pressão devida somente as aletas; 

n - número de fileiras de aletas. 

O fator tiPa é dado pela distância vertical entre 
as duas linhas paralelas representativas da distribuição 
da pressão para o escoamento desenvolvido antes e depois 
da seção de teste . 

Assim, para as seçÕes aletadas a perda de pressão 
total, tiPt, no escoamento através da região anular pode 
ser determinada por: 

onde: 

Por outro lado, é usual fazer-se 

Dh 
ft = f + n- K L a 

( 1 O) 

( 11) 

ft - coeficiente de atrito do escoamento através da 
seção anular com n fileiras de aletas. 

Observa-se que o coeficiente ft é dependente do nú 
mero de fileiras de aletas. Deste modo, não é possível 
uma comparação direta entre o coeficiente f (região anu
lar lisa) e ft. 

RESULTADOS E COMENTÁRIOS 

A Figura 3 mostra a forte influência da co.ndição de 
contorno sobre o Nusselt da região anular lisa . Somente 
para elevados Reynolds da água (superiores a 80000) ob
serva-se a obtenção da condição de contorno pré-estabele 
cida, ou seja, a superfície do tubo interno é isotérmica~ 

100 
Nu 

(ar l 
90 

20 40 60 80 100 140 

R e x 10-3 ( Ógua l 

Figura 3. Influência do Reynolds da água sobre o Nusselt 
do ar estando fixado o Reynolds do ar em 55000 

Verifica-se ainda que o valor do Nusselt, para o 
trocador de calo r operando em correntes opostas, fica sem 

pre compreendido entre os valores do mesmo parâmetro pa 
ra as duas condições de contorno distintas . Tal fato não 
ocorre para o caso de correntes paralelas . O número de 
Nusselt verificado para esta condição sofre reduções sen 
síveis em baixos (menores que 40000) Reynolds do ar . -

A Tabela 3 apresenta suscintamente as expressões 
obtidas para o número de Nusselt. 
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Tabe l a 3. Nusselt do ar em função do Reynolds do ar 

Geometria Autor Expressão 

Anular lisa Isachenko I o 4 Nu/Pr' =0,193 Re0,8 

Anular lisa Presente I o 4 Re0,926 
trabalho Nu/Pr ' =O ,0044 

Anular com Presente I o 4 Re0,947 
ale tas altas trabalho Nu/Pr ' =O ,0055 

Anular com Presente I Nu/Pr0 •4 =o ,0084 Re0 •85 1 
ale tas baixas trabalho 

Todas as expressões apresentadas no presente tra
balho são baseadas no diâmetro hidráulico, Dh, da seção 
lisa (Tabela 1) e no número de Prandtl, Pr. As Figuras 
4 e 5 mostram graficamente as equaçÕes apresentadas na 
Tabela 3. O espalhamento dos pontos experimentais em to r 
no das expressões propostas está em torno apenas de 1% 
nos três casos. 

A Figura 4 compara os resultados obtidos pela pre 
sente pesquisa para a região anular lisa com os dados 
clássicos da literatura . Verifica-se que somente em e
levados regimes de turbulência há a tendência de coin
cidência de resultados para as duas condições de cantor 
no distintas. 

150 

100 

80 
Nu 
Pr0,4 

60 

4 0 

30 

2 0 

Figura 4. 

R e 

Comparação dos dados de Nusselt da literatura 
para fluxo de calor constante com os obtidos 
no presente trabalho (temperatura uniforme) 

Naturalmente, em ambos os casos das seções aleta
das, a taxa de troca de calor na seção de teste (compri 
menta constante), para um dado Reynolds, é maior do que 
na seção lisa. No entanto, para a região anular com 
as ale tas baixas, tal ganho deve-se exclusivamente ao a~ 
menta da área de troca de calor. Já para o caso da se
ção anular com as aletas altas, tal ganho é devido tan
to ao aumento de área, quanto ao do coeficiente de tro
ca de calor (Nusselt), conforme pode-se verificar atra 
ves da Figura S . 
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Figura S. Número de Nusselt do ar em função do numero 
de Reynolds do ar (tubo isotérmico) 

A Tabela 4 apresenta suscintamente os resultados ob 
tidos para a perda de carga . 

Tabela 4. Coeficientes de perda de carga 

!

Coeficiente de perda! 
Geometria de carga por fileira 

de aletas (Ka) 

Anular lisa I ---- I f 

Anular com I -0 077 
ale tas altas Ka = 0 ' 997 Re ' I 
Anular com I K _ -0, 138 I 
aletas baixas a - 0 •321 Re 

Coeficiente 
de 

Atrito (f) 

0,513 Re-0,291 

Eq. ( 11) 

Eq. (11) 

Em [7] pode-se encontrar a comparação entre o coe
ficiente de atrito para a secão anular lisa, f, apresen
tado no presente trabalho, com os dados de Brighton et 
al.[4] e Quarmby [5]. 

A falta de dados na literatura impossibilitou uma 
comparação dos resultados obtidos para as secões aletadas . 

COMPARAÇÃO DAS GEOMETRIAS 

Adotou-se o seguinte critério para efetuar-se a com 
paracão do desempenho termo-hidráulico entre as três geÕ 
metrias estudadas: fixou-se a potência de bombeamento (ar 
através da região anular) e a área de troca de calor. 

1,1 

1
' 0 1. 1------.. I 

R 
0.9r-~~--~-----1------~ 

o.e f ~ 1 

o . 7 .__ ____ __..__ ____ __. ______ ___J 

o 2•10
4 

4•10
4 

6•10
4 

R e 

Figura 6. Comparação entre a relação dos números 
de Nusselt (aletado/liso) em função do 
Reynolds 
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Assim, definiu-se o parâmetro R como sendo a rela 
cão entre o número de Nusselt da secão aletada pelo n~ 
mero de Nusselt da secão lisa. 

Os resultados obtidos para R, em função 
do número de Reynolds verificado na região anular sem a
le tas, são apresentados graficamente através da Figura 6. 

Uma análise da Figura 6 mostra claramente a vanta 
gem apresentada pela secão anular com as ale tas altas so 
bre as demais. Ressalta-se o fato de que este trocador 
de calor apresenta um comprimento equivalente somente a 
16% ao do trocador de calor sem aletas. 

CONCLUSOES 

Mostrou-se no presente trabalho a importância das 
condições de contorno sobre as características da trans 
ferência de calor em regiões anulares. O coeficiente de 
troca de calor verificado para a condição de tubo iso
térmico é consideravelmente menor do que o fornecido pe 
la literatura para fluxo de calor constante. -
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RESUMO 
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..úÕfl c.eiu c.om ãngul.o do v êlLUc.e de 120°. AI> me.cüdM 6oJtam e6e..tua.da.6 num tJtoc.a.doJt de c.a. 
ioJt de d!Ltofl .tM.a.ngul.a!tu Mb c.oruü.cõu de uc.oamen..tofl .f.anú.naJt e .tUJtbul.en..to. 01.> 6itú:
dofl ut.Ui.za.dM 6oJtam aJt e água. e M c.oe6-{.c.ien..tu mêd-i.ofl de tltoc.a. de c.aioJt de..teJtm-i.na.dofl 
a pa!tUJt do c.oe6-{.c.ien..te global de tltoc.a de c.aioJt do tJtoc.a.doJt. AI> c.ond-i.cõu de c.on..toJtno 
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na 6oJtma a.cümen~.>-i.onai, ou ~.>eja., númeJtofl de NuMei.t c.omo 6uncão de Re.yno~ e PJtand..t.e e. 
6a..toJt de abú.to c.omo 6uncão de Reyno~. 

INTRODUÇÃO 

Os dutos de geometria triangular são comumente uti 
lizados nas aplicações de engenharia, tais como, trocado 
res de calor compactos, coletores solares dentre outras. 
Neste trabalho são apresentados os resultados de uma pe~ 
quisa experimental utilizando dutos triangulares cuja_s~ 
ção reta tinha a forma de um triângulo isósceles com an
gulo do vértice de 120°. Uma pesquisa realizada nas pu 
blicações disponíveis sobre as características da trocã 
de calor e perda de carga nesta geometria, revela alguma 
falta de informação sobretudo se o escoamento turbulento 
for o procurado. No caso específico do regime laminar, a 
literatura encontrada já apresenta uma grande gama de in 
formaçÕes principalmente em escoamentos já desenvolvidos~ 

Sparrow e Haji-Sheikh [1] publicaram seus resulta
dos analíticos para escoamentos laminares desenvolvidos. 
Foram apresentados, para qualquer ângulo do vértice, os 
coeficientes de troca de calor para a condição de contor 
no de fluxo de calor constante nas paredes. Os coefici= 
entes de perda de carga são também disponíveis neste tra 
balho. Realizado por Schmidt e Newell [2], também em re 
gime laminar, encontrou-se na bibliogragia pesquisada um 
trabalho com inúmeras condiçÕes de contorno térmicas co
mo paredes isotérmicas ou fluxo de calor constante e pa
redes adiabáticas. O ângulo do vértice também foi varia 
do sendo porém o escoamento considerado totalmente desen 
volvido . Uma coletânea bastante extensa é apresentadã 
por Shah e London [3], onde somente os escoamentos lami
nares são abordados. 

No caso dos escoamentos turbulentos, Eckert e Irvine 
[4] e Altemani e Sparrow [5] aparecem como uma · das pou
cas informações encontradas na literatura. Em [4], expe 
rimentos em troca de calor e perda de carga foram efetuã 
das num duto isósceles com ângulo do vértice igual ã 
11,46°. Em [5] as medidas foram realizadas em dutos equi 
láteros. Foram pesquisadas não só a regiiio de entrada bem 
como a totalmente desenvolvida no que diz respeito à tro 
ca de calor e perda de carga. As condições de contorno 
nestes casos foram: fluxo de calor uniforme por unidade 
de comprimento axial e temperatura uniforme por seção nas 
duas paredes aquecidas sendo a terceira adiabática. 

O presente trabalho teve sob principal objetivo o 
estudo do escoamento turbulento em dutos triangulares com 
ângulo do vértice de 120°. Foram determinados os coefi
cientes médios de troca de calor e o fator de atrito nes 
te caso. O experimento foi realizado num trocador de cã 
lor tendo como condições de contorno duas paredes isotér 
micas e uma adiabática por duto triangular. Visando a ob 
tenção de escoamento totalmente desenvolvido, foi provi= 
do o trocador de calor de um comprimento de desenvolvi
mento tendo aproximadamente 40 diâmetros hidráulicos. Em 
complementação ao trabalho, escoamentos laminares fo ram 
também estudados. Neste caso porém o escoamento não a
tingia o desenvolvimento. 
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Os fluidos utilizados no trocador de calor foram 
ar e água como fluido frio e quente, respectivamente. Os 
coeficientes médios de troca de calor foram determina
dos através da medida do coeficiente global de troca de 
calor do trocador. 

Os dutos triangulares do trocador de calor foram 
confeccionados com duas paredes de latão tendo sido uti 
lizado na terceira parede um material de baixa conduti= 
vidade. Esta construção visou a obtenção das condições 
de contorno desejadas. 

Os coeficientes de troca de calor determinados ex 
perimentalmente são apresentados na forma adimensional: 
como função dos números de Reynolds e Prandtl. O fator 
de atrito também é apresentado como uma função do núme
ro de Reynolds. 

A Figura 1 mostra esquematicamente o problema em 
estudo. 

Figura 1. Seção transversal do trocador de calor 

Pode ser visto ainda na Figura 1 a nomenclatura di 
mensional do trocador. Os valores destas dimensões no 
modelo experimental foram: <P = 120°, L= 44 ,Omm, S = 76 , 3mm 
e H = 22,0mm . O comprimento total do trocador de calor, 
denominado aqui por X, foi 2000mm. Os parâmetros geomé 
tricos adimensionais que governam o problema são: <P = 12011

, 

X/DR= 98 onde DR é o diâmetro hidráulico. Da definição 
usual pode-se obter DR =L sen</>/[1+sen(</>/2)] =20,4mm . 

MODELO E PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Uma visão esquemática do modelo experimental pode 
ser vista na Figura 2. O circuito de ar era aberto e 
sob a influência de um exaustor o ar do ambiente fluía 
inicialmente através de um medidor de vazão calibrado . 
Este medidor era uma placa orifício ou um venturi, de
pendendo da vazão a ser determinada. Em seguida o ar e~ 
trava numa câmara plena de onde era distribuído aos du
tos do trocador de calor . Após percorrer toda a sec;ão 
de teste o fluido frio passava por uma segunda câmara 
plena e desta, através do exaustor, era finalmente jog~ 
do para a atmosfera. Duas válvu las neste circuito fa
ziam o controle da vazão. 



RESISTÊNCIA 
ELÉTRICA 
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Figura 2. Visão esquemática do modelo experimental 

O circuito da água também pode ser observado na Fi 
gura 2. Neste caso, o fluido quente operava em circuito 
fechado e era bombeado através da seção de teste no tro
cador de calor. A vazão era determinada por um rotãmetro 
calibrado. Este circuito foi projetado de modo a permitir 
o trocador de calor operar tanto em correntes paralelas 
como em opostas. No reservatório que pode ser visualiza 
do na Figura 2 foram instaladas resistências elétricas cã 
pazes de controlar a temperatura do fluido quente. -

Para a medição das temperaturas foram utilizados 
termopares calibrados na entrada e na saída da seção de 
teste em ambos os fluidos. Para medir a distribuição de 
pressão ao longo do duto triangular, 15 tomadas de pres
são estáticas foram utilizadas no escoamento do ar., 

Todas as medidas foram realizadas em regime perma
nente e as propriedades dos fluidos avaliadas à tempera
tura média de mistura entre a entrada e a saída da seção 
de teste. 

REDUÇÃO DE DADOS 

O principal objetivo da redução de dados foi a de
terminação dos coeficientes médios de troca de calor pa
ra as paredes aquecidas de duto triangular. O fator de 
atrito pode também ser obtido da distribuição de pressões. 

Os coeficientes médios de troca de calor foram de
terminados através da medida do coeficiente global de tro 
ca de calor do trocador definido como -

u = _q_ (1) 

A /'1T 

onde q é a quantidade de calor trocada por unidade de tem 
po e A a área das paredes aquecidas. /'1T é a diferença de 
temperatura global média logarítmica (DTML), 

onde 
dois 

/'1T 
/'1Ta - /'1Tb 

(2) 

R.n(1'1Ta/1'1Tb) 

1'1Ta e /'1Tb são as diferenças de temperatura entre os 
fluidos nas extremidades do trocador de calor. 
A taxa de troca de calor pode também ser determina 

da, por 

q mar cPar /'1Tar m c /'1T ag Pag ag 
(3) 

onde m é a vazão mássica, cp o calor específico a pres
são constante e /'1T a diferença de temperatura entre a en 
trada e saída de um mesmo fluido no trocador de calor. Õs 
Índices ar e ag referem-se ao ar e à água respectivamente. 

Nas equações (2) e (3) as vazões mássicas e todas 
as temperaturas são diretamente medidas. Com estes valo 
res o coeficiente global definido na equação (1) pode en 
tão ser calculado. Por outro lado, este mesmo coeficien 
te pode ser escrito como -

u 
t 

--+--+--
hag har k 

(4) 

onde hag e har são os coeficientes médios de troca de ca 

lor por convecção na seção de teste. Sendo x a posição 
relativa na seção de teste, seu comprimento é xb-xa. 
Ainda na equação (4), t é a espessura da parede de tro
ca de calor entre os fluidos e kt sua condutividade tér 
mica. A equação (4) pode também ser reescrita como 

DH 

u Nuag kag 

+ DH 

Nuar kar 

t 
+ -- (5) 

kt 

onde Nu = h DH/k é o número de Nusselt médio. 

A equação (5) se aplica tanto aos escoamentos tur 
bulentos quanto aos laminares. Os termos nela desconhe 
c idos s~o Nuag e_ Nua r os quais podem ser determinados cE: 
mo funçoes dos numeras de Reynolds e Prandtl dados res
pectivamente por 

Re = p VDH/\J (6) 

e 

Pr \J cp/k (7) 

onde V é a velocidade média do escoamento, p a massa es 
pecífica e lJ a viscosidade absoluta do fluido. -

Para escoamento laminar é possível escrever-se [ 6] 

+ - + 

Nu = 
Nub ~ - Nua Xa 

(8) 

onde 
~- x: 

Nu = Nu + a "' c1 P/16 (X+) h + c 2 (X+)n 2 

a a 

(9) 

e 

x+ = 
xa (10) 

a DH Re Pr 

As expressões par~Nub e x: são análogas às equa
çÕes (9) e (10). Nua e Nub são os números de Nusselt m~ 
diosentre a entrada e as posições xa e xb respectivame~ 
te. Nu

00 
é o valor do número de Nusselt para escoamento 

desenvolvido e seu valor é dado por Shah [3] como Nu00 = 
= 1,8. Maiores detalhes sobre a equação (9) e seus ex
poentes são apresentados em [7]. Deve-se ressaltar que 
as equaçÕes (8), (9) e (10) são válidas para ambos os 
fluidos. Desta forma, os valores desconhecidos passam a 
ser as constantes c1 , c 2 e n 2 da equação (9). 

No caso dos escoamentos serem turbulentos e desen 
volvidos, uma expressão já tradicional para o número de 
Nusselt é 

Nu = c Prn Rem ( 11) 

Ao substituir-se a equação (11) na equação (5), as 
únicas incógnitas são as constantes c, nem, a serem de 
terminadas experimentalmente. -

A determinação do fator de atrito foi feita com o 
auxílio das distribuições de pressão ao longo dos dutos 
triangulares para diversos números de Reynolds. Como a 
pressão era medida em 15 diferentes pontos, podia-se de 
terminar facilmente onde o escoamento se encontrava de= 
senvolvido hidrodinamicamente. Um ajuste através do mé 
todo dos mínimos quadrados de uma função linear nestes 
pontos fornecia o gradiente axial de pressão dP/dx. Com 
este determinava-se o fator de atrito dado por 
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f 
(dP/dx)DH 

..!._ p v2 
2 

(12) 

RESULTADOS E COMENTÁRIOS 

Os resultados de maior importância são, sem dúvi~ 
da,os relativos à troca de calor. O fator de atrito foi 
também analisado para os escoamentos turbulentos uma vez 
que para escoamentos laminares os mesmos encontram-se dis 
poníveis na literatura pesquisada [3]. Inicialmente se= 
râo apresentados os resultados relativos ao fator de a-



trito pois estes serão utilizados em correlações dos coe 
ficientes de troca de calor. 

Fator de Atrito. A Figura 3 mostra o fator de a
trito como funçao do número de Reynolds onde os pontos re 
presentam os valores experimentais. A tendência decres= 
cente deste fator com o aumento do número de Reynolds é 
típica em escoamentos em dutos lisos. A correlação obti 
da através do método dos mínimos quadrados foi f = 1 ,489 * 
* Re- 0

•
434

• Na mesma figura pode ser observada a corre
lação de Blasius (f =0 , 316 * Re- 0

'
25

) onde o número de 
Reynolds é baseado no diâmetro hidráulico. Esta prática 
é usual pela falta de correlações específicas para dutos 
não circulares . Como pode ser observado, acorrelação de 
Blasius não se mostra satisfatória neste caso. Convém sa 
lientar que o desvio do ajuste sobre 18 pontos experime~ 
tais foi de apenas 1,9%. 

N 3,5~~~~~~---+------~----~~--+---f-4 
I 

o 
.... 3 • o +1----------=""-Q - + ---""" ...... ::--+------1---+ --+--j 
>C -

5 1 o ~~ 20 25 30 
Re X 10-3 

Figura 3. Fator de atrito versus numero de Reynolds 

Número de Nusselt. Para os escoamentos em regime 
laminar, determinou-se o número de Nusselt médio desde a 
entrada até uma posição genérica como já mencionado ante 
riormente. Foi utilizado o método dos mínimos quadrados 
na determinação das constantes da correlação proposta por 
Stephan [6]. Foram realizadas cinco experiências com di 
ferentes valores para os números de Reynolds dos dois flui 
dos e os valores encontrados na minimização foram c 1 ~ 
= 1 ,279, c 2 = 10 9

•
3 1 e n 2 = 10,00. Deste modo o número 

de Nusselt médio pode ser escrito como 

Nu ( 13) 

Convém salientar que o desvio médio entre os valores e os 
calculados foi 1 ,3S% o que mostra que esta corre.lação se 
aplica bem ao problema em estudo. 

No regime turbulento como já mencionado, o compri
mento de entrada garantia o escoamento desenvol.vido. De 
modo análogo ao anterior, procurou-se aqui determinar as 
constantes c, nem da equação (11) de modo aminimizar o 
somatório dos quadrados das diferenças entre os coefici
entes globais de troca de calor experimental e o calcula 
do com a equação (S). 

Foram realizados dezenove corridas com o número de 
Reynolds variando desde SOOO até 30000 aproximadamente . 
A correlação então obtido foi 

Nu= 0,013 Pr 0
•

39 Re 0
'

8 2 ( 14) 

O erro médio entre os coeficientes globais experimentais 
e os ajustados foi de 3,41 %, mostrando uma boa concordân 
cia entre a função ajustada e os pontos experimentais . 

Deve-se ressaltar mais uma vez que, devido à igual 
dade dos dutos por onde escoavam os dois diferentes flui 
dos, foi possível neste trabalho a determinação da depe~ 
dência do número de Nusselt em relação ao número de 
Prandtl, tanto no regime laminar quanto no turbulento. 

Fazendo uma comparação com outras correlações con
sagradas obtidas na literatura, importantes constataçÕes 
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são verificadas . t usual se utitizar a correlação de 
Dittus-Boelter 

lar assim como é feito com a correlação de Blasius para 
o fator de atrito. Mais uma vez esta prática, pela fal 
ta de correlações adequadas, conduz erros significati= 
vos. A Figura 4 mostra além da correlação aqui apresen 
tada duas outras de relevante importância. Uma delas e 
a conhecida equação de Dittus-Boelter [8] e aoutra,mais 
recente, a correlação de Petukhov-Popov [8], que são~ 
presentadas abaixo. 

Nu = 0,023 Re 0
•

8 Pr 0
•

4 ( 1S) 

e 

Nu= (f/8)Re Pr/[1,07+12,7(Pr%-1)(f/8)%] (16) 

onde f é o fator de atrito. Usualmente se utiliza a cor 
relação de Filonenko [8], para este fator, dada por 

f = (1,82 log 10 Re- 1,64)-2 (17) 

80 #-------------~------~----+----r~~ 

Nu 

40 

20 

10 

5 

' ' I - .. ........ 

Presente Trabalho 
Dittus - Boelter 

Petukhov- Popov ( 1-Filonenko) ' ·-·-·-: 
' : 
I 

10 I~ 20 25 30 

Re x 10-3 

Figura 4. Número de Nusselt versus número de Reynolds e 
comparação com correlações da literatura 

Como pode ser verificado na Figura 4, tanto a cor 
relação de Dittus-Boelter como a de Petukhov-Popov uti= 
lizando o fator de atrito dado por Filonenko superesti
ma o número de Nusselt do duto em questão. A explicação 
aqui também é a mesma apresentada anteriormente para o 
fator de atrito. Estas correlações foram desenvolvidas 
para dutos circulares e são utilixadas como aproximaçÕes 
para as outras geometrias . 

Visando uma melhor comparação, utilizou-se o fa
tor de atrito encontrado neste trabalho na equação de 
Petukhov-Popov. O resultado pode ser observana na Fig~ 
ra S. Pode-se aí verificar uma melhor concordância en
tre os resultados obtidos do que os observados na Fig.4. 

80 

Nu 

40 ~-----------T-------r--~~~r--i-l 

20 

1 o +1------------

Presente Trabalho 
Petukhov- Popov ( 1- Presente 
Trabalho l 

5 

Figura S. 
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Comparação entre os números de Nusselt do pre 
sente trabalho e o obtido pela expressão de 
Petukhov-Popov modificada 



CONCLUSÃO 

Das experiências realizadas pode-se concluir que a 
utilização de correlações consagradas para dutos circula 
res em dutos isósceles com ângulo do vértice de 120° po~ 
de levar a resultados bastante incorretos. No caso do fa 
tor de atrito, tal prática agrava-se com o aumento do nu 
mero de Reynolds podendo chegar a 30% de erro aproximada 
mente. Para o número de Nusselt, as correlações tradi~ 
cionais também levam a erros da ordem de 30% em relação 
aos valores observados na prática. Esta diferença reduz 
-se sensivelmente ao se utilizar a corre laçáo de Petukhov 
-Popov porém com o fator de atrito correto para este du~ 
to. Neste caso o erro fica em torno de ±10% . 

Finalmente, a metodologia de trocadores de calor de 
dutos iguais conduziu a resultados bastante satisfató
rios nos quais a dependência com o número de Prandt 1 é 
sem dúvida uma boa contribuição. 
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ABSTRACT 

ExpvWne.l'l.U WVte. pVt60Jtme.d to de.teJtm-i.ne. he.a.t 
tltaYL6 6Vt c.oe.6Mue.l'l.U and 6Jt.i.c.tion 6actoM 601!. 6io~ -i.n 
du.c.U whMe. cJWM 6e.c.tioYL6 have. the. llhape. o6 an -i.6o6c.e.w 
tM.a.ngte. w.Uh an ape.x angie. e.qu.ai to 120 de.gJte.u. The. 
me.allu.Jte.me.l'l.U weJte. made. by u.tiliz-i.rtg a tlt-i.anguiM du.ct 
he.at e.xc.hangeJt. Lam-i.naJt and tu.Jtbu.ie.nt c.ond-i.t-i.oYL6 WVte. 
C.OYL6-i.deJte.d. The. 6iu.-i.dfl ' bt the. he.a.t e.xc.hange.Jt WVte. a-i.Jt 
and wate.Jt a.Ytd the. ave.Jtage. he.at tltaYL66eJt c.oe.66-i.Ue.l'l.U 
weJte. de.teJtm-i.ne.d by me.allu.Jt-i.ng the. ove.JtaU he.at tiLaYL6 6eJt 
c.oe.6Mue.l'l.U o6 the. he.at e.xchange.Jt. To atta-i.n 6u.Uy 
de.ve.tope.d c.ondU-i.oYL6, the. he.at e.xc.hange.Jt had a llta.Jt.Ung 
ie.ngth o 6 appJto úmate.iy 40 hydJtau.i-i.c. d-i.ame.te.M . T he. 
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theJtmai bou.ndaJty c.o ncü;tkoYL6 c.o YL6-i.6te.d o 6 u.M6oJtm 
te.mpe.Jtatu.Jte. on the. two e.qu.at wa.et6 o6 the. du.ct, the. 
th-i.Jtd watt be.-tng -i.YL6u.iate.d. The. tM.angu.iaJt du.w o6 
the. he.at e.xc.hange.Jt c.oYL6-i.6te.d o6 two me.ta.eUc. wa.et6 and 
a waU o6 WlleJt c.ondu.ct-i.ng mateJt-ta.e. The. Jt.Uu.iá Me. 
pJtue.nte.d -i.n d-i.me.YL6-i.ontull 6oJtm. Nu.Me.U nu.mbe.M M 
6u.nc.tion o 6 the. Re.ynoidll and PJtandt.e nu.mbe.M and 6Jt.i.c.tion 
6actoM a6 6u.nc.tion o 6 the. Re.ynoidll nu.mbe.Jt 
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RESUMO 

Ef.te. .tAabal.ho ê o Jt.uu.Ua.do de. uma -i.nvut.i.gação e.xpe.Jt.-i.me.n.ta..e. MbJt.e. o due.mpe.nho 
tVun.i.c.o de. um tubo de. c.al.olt. 6e.c.hado ( "ctol>ed theJtmoMJphon") ava.L<.ado a.tAavÚ dof. coe.-
6-i.c.-i.e.ntu de. ~m.Lhúio de. c.aloJt. nM zonM quente. e. 6!Ua do tubo e. de. uu c.oe.6-{.ue.n
te. de. c.ondut-i.v-i.dade. têlt.m-i.ca e.óe.t.i.va. O ~pof.-i.t.i.vo ope.Jt.a com a mtlf>f.a elt.lt-Lc.a de. FJt.e.on 
73, em temp~ p!t.Ôx-i.mM a flua tempe.Jt.atult.a C!Utic.a. 0f. Jt.Uui.tadof. podem f>e.Jt. Jt.azoa 
veime.nte. e.xp.Uc.adM e.m teJtmof> dof. 6e.nó'me.nof> oc.oMe.ntu nM zonM quente. e. ~lUa e. mo-6-
tlt.aJt.am uma c.ondut-i.v-i.dade. têlt.m-i.ca e.6e.t.i.va do tubo de. o~ ve.zu em Jt.e.lacão a do cobJt.e.. 

INTRODUÇÃO 

Um tubo de calor fechado é um tubo metálico sela
do, com uma certa quantidade de fluido de trabalho. Es
te fluido evapora-se na região inferior aquecida ( zona 
quente) e condensa-se na região superior refrigerada(zo 
na fria), retornando pela ação da força de gravidade 
terrestre. Devido à ação desta força, o dispositivo fun 
ciona como um diodo térmico, transportando ~ltas quanti 
dades de calor em apenas um sentido. -

As mais antigas utilizaçÕes deste dispositivo re
ferem-se à refrigeração de aletas de turbinas 111 e a 
preservação da temperatura em solos congelados 121.Mais 
recentemente seu uso foi proposto para refrigeração de 
componentes eletrônicos 131 e para a recuperação de ca
lor 141. Em 1983, Van Dijk !SI sugeriu um sistema de 
parede tipo coletor solar onde o transporte de calor do 
meio ambiente ao recinto interno ê feito através de tu
bos de calor fechados em forma de "S". Esse trabalho 
analisa, principalmente, o problema do armazenamento de 
calor na parte interna da parede. 

O presente trabalho faz uma análise do desempenho 
térmico de tubos de calor fechados retos, com fluido de 
trabalho operando a temperaturas próximas à temperatura 
críti ca, com a finalidade de aproveitar as Õtimas pro
priedades de transmissão de calor nesta região. Esta 
análise é feita através dos coeficientes de transmissão 
de calor nas zonas quente e fria, que fornecem dados 
para a compreensão dos fenômenos que ocorrem nestas 
duas r egiÕes, e através do coeficiente de condutividade 
térmica efetivo, que indica o comportamento térmico glo 
bal do tubo. A finalidade de tais tubos é a sua inser= 
ção em paredes externas de recintos, tendo em vista a 
sua Õtima condutividade em apenas um sÕ sentido, facili 
tando a passagem de calor do meio ambiente ao recintÕ 
ou vice-versa. Adicionalmente o tubo apresenta grande 
simplicidade e pode, portanto, ser fabricado facilmen
te. 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Foi construÍdo um trocador de calor composto de 
cinco tubos de calor fe chados com idênticas caracterís
ticas (comprimento de 300 mm, comprimento da zona fria 
e da zona quente de 36.5 mm, diâmetro interno de 18 mm, 
espessura de parede de 1 mm e massa crítica de Freon 13 
de 34.99 g), aquecidos e refrigerados com água,operando 
no sistema de correntes opostas. Foi utilizada uma ba
teria de cinco tubos a fim de aumentar a diferença de 
temperatura entre as entradas e saídas de água de cada 
circuito, qu e ser~a di ficilmente medida com a necessá
ria exatidão, caso fosse usado um Único tubo. A opera
çao do tracador de calor em regime de fluxo contrário 
foi es colhida por prover uma diferença de temperatura 
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relativamente igual entre as zonas quente e fria de ca
da tubo. Os sistemas de aquecimento e refrigeração fo
ram supridos por doàs termostatos com estabilidade de 
temperatura de 0.01 C. 

As temperaturas foram medidas por termopares co
bre-constantan, calibrados previamente, de 0.3 mm de 
diâmetro. Cada tubo recebeu três termopares, um na me
tade da zona quente, outro na metade do tubo e outro na 
metade da zona fria. Em cada entrada de água foi coloca 
do um termopar, e entre cada entrada e saída de água 
foi colocada uma cadeia de termopares (cinco termopares . 
ligados em série, para amplificação do sinal produzi -
do). O trocador de calor, fixado em uma caixa e isolado 
termicamente, permitia variar o ângulo de inclinação do 
coniunto, tomado em relação à vertical. 

Para simular um recinto interno, a tempe=atura da 
zona fria foi mantida constante em 18 e 22°C. O ambien
te externo foi simulado através da variação do fluxo de 
calor cedido à zona quente. Com este aumento de tempera 
tura na zona quente, a temperatura na metade do tubÕ 
foi variada e medida em intervalos de 1°C. 

Cada ponto de medição consistiu em um valor de 
temperatura na metade do tubo, um ângulo de inclinação 
e um valor de temperatura na zona fria. 

Os experimentos foram direcionados de maneira a 
obter-se os coeficientes de transmissão de calor nas 
zonas quente e fria, dados pelas expressÕes : 

h Qzq I (A /::,T ) (1) 
zq zq zq 

hzf Qzf I (Azf ôTzf) (2) 

e o coeficiente de condutividade térmica efetiva do tu-
bo, dado pela expressao: 

(3) 

onde Q ê o fluxo de calor, em Watts, A a área de entre
ga ou recepção de calor (A = 2~rL ), em metros qua
drados e ôT a diferença dez~emperatã~a na zona quente 
ou fria, em Kelvins, definida como a diferença de tempe 
ratura entre o termopar no centro do tubo (T ) e na zo= 
na fria (T ), ou na zona quente (T ) e no m centro do 
tubo. Os ífiáices "zq" e "zf" refere~9.se às zonas quente 
e fria, respectivamente, Q foi tomado como sendo o flu · 
xo de calor na zona fria, Â é a área da secção trans= 
versai do tubo, L o compri~ento entre os locais de en
trega e retirada de calor (comprimento do tubo) e ôTt a 
diferença de temperatura entre esses dois pontos. 



APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

ZONA QUENTE 

Influência da variação da temperatura na metade 
do tubo sobre nzq' Da observaçao da figura 1 pode:se v~ 
rificar o crescimento do coeficiente de transmissao de 
calor com a temperatura na metade do tubo, ate um certo 
valor de temperatura. Esse tipo de comportamento pode 
ser associado à ebulição nucleada, onde a formação con
tínua de bolhas e o movimento de fluido causado pelo 
deslocamento dessas bolhas contribuem para um aumento 
da transferência de calor associado a um aumento de tem 
peratura. o crescimento de h com a pressão (ou corres 
pendente temperatura de satu~~ção) foi também observado 
por outros autores 16 e 71, para determinadas faixas de 
pressão (e temperatura). A partir de um certo valor de 
temperatura, hã uma queda brusca nos valores de h ,que 
mantem-se praticamente constante com o aumento dazqtem
peratura. Esse tipo de comportamento pode ser associado 
à instalação da ebulição de pelÍcula ou à existência de 
condiçÕes supercríticas na zona quente. 

Influência do ângulo de inclinação sobre h A 
figura 1 mostra, para a regiao onde predomina a zqebuli 
ção nucleada (região com valores de h crescentes com 
a temperatura), uma influência muito ~2quena do ângulo 
de inclinação. Análogo comportamento também foi obser -
vado por 161, quando o fluxo de calor cedido ao tubo 
tinha valor relativamente baixo. Na região onde predo -
mina a ebulição por película (e/ou condiçÕes supercrí
ticas) pode-se admitir uma influência nula do ângulo de 
inclinação. Pelas condiçÕes mencionadas no item ante
rior, e provável que não haja mais lÍquido na região da 
zona quente, o que faria com que a variação do ângulo 
de inclinação do dispositivo não alterasse as condiçÕes 
de transferência de calor. 

Influência da temperatura de operação da zona 
fria sobre h • Na figura 1 observa-se que nao hâ prati 
camente alte~~ção entre os valores de h para as duas 
temperaturas existentes na zona fria (l~qe 22°C). De 
acordo com a figura 2, verifica-se que, para a tempera
tura de 18°C foram utilizados os mais altos valores de 
fluxos de calor, o que, contudo, não fez com que as cur 
vas tivessem comportamentos muito diferenciados. A an~ 
lise da figura 1 revela ainda que a passagem do regime 
de ebulição nucleada para o regime de ebulição de pelí
cula (e predominância das condi!Ões supercríticas) oco~ 
re a menores temperaturas6 o quao maior for o fluxo de 
calor utilizado (T = 18 C). Um maior fluxo de calor 
acelera o processoz&e ebulição, fazendo com que o filme 
de vapor seja estabelecido a menores temperaturas. 
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ZONA FRIA 

Influência da variação da temperatura na metade do 
tubo sobre h f' Na figura 3 observa-se um decrescimo dos 
valores do c5eficiente de transmissão de calor com o au
mento da temperatura na metade do tubo, ate um certo va
lor de temperatura. Isso ocorre para todos os ângulos e 
para as duas temperaturas de operação da zona fria. A se 
guir, hã um crescimento nos valores de hzf com o aumento 
da temperatura. O comportamento dessas curvas pode ser 
explicado através da análise do número de Reynolds. Quan 
do o regime de escoamento do condensado e laminar, um 
aumento da temperatura na metade do tubo (devido a um au 
menta do fluxo de calor cedido ao tubo) faz com que haja 
um aumento da espessura do condensado, aumentando a re
sistência à passagem de calor, prejudicando a transferên 
cia de calor. Ao ultrapassar uma determinada temperatu= 
ra, relacionada a um dado fluxo de calor, o número de 
Reynolds crítico e ultrapassado, e a pelÍcula de conden
sado torna-se turbulenta, havendo uma melhora na transfe 
rência de calor. Os valores calculados para o número de 
Reynolds indicaram um valor crítico em torno de 160. De
vem ser lembradas as fortes investidas do vapor na super 
fície do condensado. -

Influência do ângulo de inclinação sobre h f' Nas 
curvas referentes aos mais altos valores de flux5 de ca
lor fornecidos (quando T = 18°C) a influência do ângu
lo de inclinação na zonazÍria e pequena, tanto na região 
laminar quanto na turbulenta. Para as curvas com T f = 
22°C (menores fluxos de calor utilizados) nota-se z que 
os valores para o ângulo de 80° encontram-se um pouco 
abaixo dos valores para 40 e 60°. Analisando os fluxos 
de massa de vapor no tubo_(m m ~z /hlv)' verifica-se que 
estes, para um dado T , sao bem m~iores para o caso T f= 
ao m o . - -z 1 C, que quando T f - 22 C. Na h1potese de que a area 

de condensação do ~ubo seja relativamente pequena para o 
fluxo de massa a condensar, hã a possibilidade de que a 
maior parte da região fria esteja inundada para ângulos 
prÓximos da vertical (40°), não dando margem a diferen
ciação entre ân§ulos. Para fluxos de massa de vapor me~ 
nores (T f = 22 C), a zona de condensação chega a inun
dar-se a~enas para ângulos mais afastados da vertical, 
que e o caso de ~ = 80°. Por isso não se nota grandes 
diferenças entre os casos 40, 60 e 80° para T f = 18° C o o z 
e 80 para Tzf = 22 C. 



Influência da temperatura de operação na zona 
fria. Na figura 3, observa-se que as curvas de menores 
fluxos de calor (T f = 22°C) possuem um coeficiente de 
transmissão de cal~r maior que as de mais altos fluxos 
de calor (T f = 18°C) , com excessão das curvas para 80° 
onde a dife~ença entre eles e irrelevante . Para urna es
pessura de película mais fina na parte superior da se
ção transversal do tubo, quando os fluxos de massa de 
vapor sâo menores, a transmissão de calor e mais efeti
va que através de películas mais espessas. Alem disso 
e corno já foi comentado acredita-se que a região de 
condensação esteja inundada para os maiores fluxos de 
calor, e portanto de massa, utilizados. 
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COEFICIENTE DE CONDUTIVIDADE T~R~ICA EFETIVA 

A condutividade térmica efetiva deve ser entendi
da como a representação do comportamento térmico global 
do tubo, obtida pela interação entre o comportamento 
das zonas quente e fria. Nas curvas da figura 4, e man
tida a queda na transferência de calor causada pelo es
tabelecimento da ebulição de película na zona quente. 
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Anteriormente a esse fenômeno, a condutividade situa-se 
em media, entre 2400 W/mK, para T = 18°C e 2800 W/mK 

T 22°C · f 1 - · «f -para t = • A 1n uenc1a do angulo de inclinaçao 
-- z - o o s~ e no ad~ para o angulo de 80 , quando T f = 22 C. A-

pos o surg1mento do filme de vapor (ou esEabelecimento 
das condiçÕes supercríticas), os valores de condutivi
dade mantêm-se praticamente constantes, em torno de 
1000 W/mK . 

CONCLUSÕES 

O tubo de calor estudado apresenta condutividades 
térmicas efetivas de ate 2800 W/mK. Portanto, um dispo
sitivo como o analisado possui uma condutividade térmi
ca equivalente a oito barras maciças de cobre , das rnes 
mas dimensÕes do tubo de calor. As curvas de condutivi= 
dade versus temperatura na metade do tubo apresentam 
dois tipos de comportamento bem definidos, oferecendo 
condiçÕes para a delimitação da faixa de trabalho do 
dispositivo. 

Os coeficientes locais de transferência de calor 
permitem uma interpretação razoável dos fenômenos físi
cos ocorrentes no tubo, em termos de processo de ebuli 
ção e condensação. Os valores mais altos de h f apresen 
taram-se cerca de 3 vezes menores que os maio~es valo= 
res de h . 

O ã~spositivo estudado apresentou pouca sensibili 
dade â variaçãg do ângulo de inclinação, porem, os âng~ 
los de 40 e 60 ofereceram o melhor desempenho, para 
temperaturas na zona fria de 22°C. 

A análise dos resultados experimentais sugere que 
o aumento da superfície de condensa~ão poderá melhorar 
a transferência de calor nesta regiao e portanto o 
desempenho global do tubo. 
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RESUMO 

O plt.V>en.te bta.bai.ho apl!ue.n:ta. wn plt.oc.e.cLúnen.to de c.ã.e.c.u.to tvuno-lúcilr.âu.Uc.o pMa 
"útoÇ;adoJtu de. Cal.oJt Ca.t.c.o e Tubo, ~em Mudança de. FMe., palta a te.n.ta.t.i.va de o.ümüação 
da aJte.a de tltoc.a de. c.ai.oJt, u..til.izando c.omputadoJt. 

VU!tante. o d.ime.nó.i.onamento ~ão tomadM vã!Wu, Jtec.omendaçõu da TEMA, e o mêt.odo 
u..til.izado paJta o c.á.e.c.ulo da pe.Jt.da de c.aJtga e do c.oe6.i.c..i.ente. de pe.!Zc.ula palta o lado 
do c.Mc.o e o de. BELL-VELAWARE. São mo~bta.do~ também o Jtote..i.Jto de. c.á.e.c.u.to u..til.izado no 
c.omputadolt e o~ Jtuuttado~ de. wn exemplo de apUc.ação. 

INTRODUÇÃO 

Os trocadores de calor casco e tubo se constituem 
no tipo mais usado de trocador devido ã sua robustez e 
grande flexibilidade nas condições de projeto e opera
ção, tais como: grande faixa de pressão de operação e 
de pressão admissível para cada fluido, variação das 
âreas de valores pequenos a bastante elevados(5000m2), 
fluidos mantidos separados se necessário,grande varie
dade de materiais a serem empregados para satisfazer 
as demandas, facilidade de remoção dos feixes tubula
res e outras [1] . 

O projeto termo-hidráulico de um trocador casco e 
tubo consiste na determinação de todas as dimensÕes 
construtivas essenc~a~s para que ele realize a troca 
térmica desejada respeitando as limitações de perda de 
carga, tamanho ou peso, velocidades de escoamento, vi
braçÕes dos tubos, restriçÕes adicionais devido ã manu 
tenção [2] . -

Cada situação de projeto possui um potencial de 
soluçÕes, algumas das quais apresentam melhor combina
ção das variáveis envolvidas em termos de desempenho 
operacional global mais efetivo, e a escolha desses pa 
râmetros ê que consiste em tarefa difÍcil atê hoje. -

Na literatura existente sôbre o assunto [3,4,5] 
verifica-se que este tipo de projeto tem sido pouco 
analisado com relação ã apresentação de procedimentos 
de cálculo que encaminhem o projetista desde as especi 
ficaçÕes iniciais do trocador atê ao produto final. 

Este trabalho apresenta um procedimento de cálcu
lo termo-hidráulico para a tentativa de m~n~m~zar a 
ãrea de troca de calor para o referido trocad~r. são 
mostrados também o roteiro de cálculo, a sequência uti 
lizada no computador bem como os resultados de um exem 
plo de aplicação. 

PROJETO TERMO-HIDRÁULICO DE UM TROCADOR DE CALOR 

CASCO E TUBO 

Para o projeto de um trocador ê necessar~o que se 
estabeleçam etapas a serem seguidas para a obtenção do 
dimensionamento da área de troca de calor,as quais são 
mostradas a seguir: 

CondiçÕes de processo; 
DefiniçÕes preliminares de projeto; 
Cãlculo das trocas de calor e das perdas de car 
ga; 
Verificação e análise dos resultados. 

CondiçÕes de Processo. As condiçÕes de processo 
referem-se aos fluidos do lado dos tubos e do lado do 
casco[3] e consistem em: temperaturas de operação, pro 
priedades físicas, perdas de pressão admissÍveis(~Pat~ 
~pac) e/ou velocidades de circulação, coeficientes de 
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depósito (rdt, rdc), localização dos fluidos no casco 

e nos tubos. Estas condiçÕes devem obedecer a certas 
limitaçÕes de acordo com os fluidos utilizados[3, 4}. 

DefiniçÕes Preliminares de Projeto.Na seleção dos 
elementos construtivos do trocador deve-se examinar as 
condiçÕes de processo levando-se em consideração o per 
fil de temperaturas e as perdas de pressão admissí= 
veis. ~ importante nesta etapa o aproveitamento da 
experiência anterior, devendo-se procurar o máximo de 
informação sobre trocadores jã existentes que utilizam 
os mesmos fluidos e tenham condiçÕes de processo tão 
próximas quanto possíveis das condiççÕes do caso em es 
tudo. 

Os parâmetros a serem definidos e determinados 
sao: 

. Tipos de trocadores -O manual da TEMA[6j traz 
recomendaçÕes que regem algumas definiçÕes do projeto 
térmico. De acordo com o manual, o tipo de trocador é 
identificado por três letras que correspondem ãs par
tes: cabeçote estacionário (A,B,C,N e D), casco (E,F,H, 
J,K e X) e cabeçote traseiro (L,M,N,P,S,T,U e W). Cada 
tipo de trocador apresenta suas limitaçÕes para o uso, 
considerando fatores como: tipo de espelho que ele pos 
sui, tipo de feixe de tubos e de chicanas a ser utili= 
zado, faixas de pressão de operação, processo em ques
tão, etc. 

. Feixes Tubulares - Podem ser com tubos retas ou 
em U [3] . 

. Material do casco - Os recomendados pela 
são: aço carbono, aços de baixa liga e de alta 
alumínio e ligas de alumÍnio, cobre e ligas de 
A escolha depende do tipo de processo. 

TEMA 
liga, 

cobre. 

. Bocais e placas de impacto - Deve-se primeiro 
verificar os diâmetros mínimos para os bocais do casco 
e dos tubos analisando as velocidades mãximas . 

. Tubos - Os diâmetros externos dos tubos são pa
dronizados e encontram-se tabelados na TEMA juntamente 
com suas respectivas espessuras de parede (BWG), diâme 
tros internos (d.), áreas superficiais, etc. Para Õ 
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comprimento deve-se considerar o desenho da instala-
ção, fatores econômicos e a padronização existente. · 

. Disposição dos tubos - A TEMA definiu quatro 
tipos de disposição que são: arranjos triangular,trian 
gular rotacionado, quadrado e quadrado rotacionado. Em 
[4] encontra-se um quadro com recomendaçÕes em função 
de rdt e rdc' e do tipo de trocador. 

Passo de tubos(p) -O valor mÍnimo recomendado 
é 1,25 x d2, onde d2 é o diâmetro externo dos tubos. 

Número de trajetos de tubos(n) - Em geral varia 
entre 2 e 8, embora se possa utilizar 1 ou mais de 8 . 



Número total de tubos(Nt) - Determinado pela 

area de troca térmica estimada inicialmente A
0 

(a par

tir de U
0
). Com ele determina-se o número de tubos na 

fileira central do trocador (nc) e por conseguinte o 

diâmetro do feixe de tubos (d3). 

Diâmetro interno do casco (d1) - Conhecendo-se 
d3 e o tipo de trocador, tem-se valores aproximados de 

d1 em uma tabela [3] cujos valores são baseados em da

dos práticos de projetas. 
Conhecendo-se os valores de d1,d2,p e n, pode-se 

obter na tabela de contagem de tubos [5] o valor de 
Nt, mais próximo do valor calculado através da ârea de 

troca térmica. 
• Espessura dos espelhos de tubos - Toma-se como 

espessura miníma do espelho a soma do diâmetro externo 
dos tubos com a tolerância para corrosão mais o enta-
lhe [6] • 

. Chicanas - são classificadas em transversais e 
longitudinais. As transversais podem ser planas (multi
segmentares, disco-e-anel e de orificio) e em barras. 

. Espaçamento, corte, diâmetro e número de chica
nas -Para o espaçamento (!3), o mâximo deve ser o diâ-

metro interno do casco (d1) e o minimo 1/5 de d1 ou 2" 

escolhendo-se o maior deles [6]. Os espaçamentos extre
mos podem ser iguais ou não aos espaçamentos internos, 
dependendo do tipo construtivo do trocador. O corte 
das chicanas ê o segmento de altura !c dado como por-

centagem do diâmetro interno do casco (tabela em [9)). 
Para o diâmetro das chicanas (dchi)' encontram-se em 

[6] tabelas com diferenças (d1 - dchi)' para as clas

ses padrão de trocadores. 
. Folgas tubo-chicana, casco-chicana e feixe de 

tubos-casco - As folgas tubo-chicana devem ser(l/36" + 
d2) e (1/64" + d2) para o comprimento mâximo sem apoio 

dos tubos menor (ou igual) e maior do que 36", respecti 
vamente. A folga casco-chicana ê dada em função de d~ 

e a fol~a feixe-casco depende do tipo de feixe empre
gado [5J. 

• Temperaturas e pressÕes de projeto - As 
raturas de projeto podem ser tomadas como sendo 
acima das temperaturas de operação e as pressÕes 
projeto entre 10 e 20% maiores do que as pressÕes 

tem pe
lO oc 

de 
de 

operação dos fluidos [4]. 
Pressão de projeto para os bocais do casco e dos 

tubos - São dadas em quatro classes (150, 300, 400 e 
600) em função das temperaturas e das pressões de proje 
to para ambos os escoamentos (gráfico em [4]). -

• Taxa de transferência de calor real Qr produzida 
pelo trocador: 

Qr = UA 6Tm (W) (1) 

onde: 
u coeficiente global de transferência de calor 

(Wfm2 OC); 
A 

ÕT 
m 

área de troca térmica externa do feixe tubu
lar (m2); 
diferença media de temperatura entre os flui
dos quente e frio (na literatura) (°C). 

Taxa de transferência de calor Qd (W) especifi
cada pelo processo: 

onde: 

Qd m c õT = m c õT ttt ccc 
(2) 

m em 
t c 

C e C 
t c 

descargas dos fluidos nos tubos e no cas 
co (kg/h); -

calores especificas dos fluidos nos tu
bos e no casco (Ws/kg °C); 
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ôT e ôT 
t c diferenças de temperaturas entre a en

trada e a saida dos fluidos do casco e 
dos tubos (OC). 

Coeficiente global de troca de calor U - Para tu 
bos nao aletados ê dado por: 

onde 

1 

u 
~+~l d2 
htd. 2k t n d. 

~ p ~ 

1 
+

hc 

d2 
-rd 
d. t 
~ 

+ rd (W/m20c) 
c 

(3) 

kpt ê a condutividade térmica da parede dos tubos 

(W/m °C) e, ht e hc são os coeficientes de peli

cula para o lado dos tubos e do casco. 

O coeficiente global a ser estimado inicialmente 
para os cálculos do dimensionamento pode ser encontra
do em [3], numa tabela que fornece valores deU para vâ 
rios tipos de fluidos em função de suas viscosidades. -

A 

Ãrea de troca de calor ê dada por: 

~ (m2) 
UôTm 

(4) 

Calculo da Troca de Calor e das Perdas de Carga. 
Para o lado dos tubos, a equação para o calculo do coe
ficiente de pelicula ê dada pela correlação de SIEDER
TATE, tendo o fator de COLBURN (J) sido desenvolvido 
por PIERCE [7) para tubos lisos e para todas os tipos 
de escoamento: 

c p v 
(W/m 2 °C) h = J t t t <l>t (5) 

t Prd 2/3 
t 

onde Pt' Vt e Prdt são a densidade, a velocidade e o 

número de PRANDTL para o fluido dos tubos. <l>t ê o fator 

de correção devido ã variação de viscosidade do fluido. 

O câlculo da perda de pressão para o escoamento 
dentro dos tubos inclui as perdas por atrito e as per
das localizadas nos bocais, contraçÕes e expansÕes, mu
danças de dire~ão, cujas equaçÕes podem ser encontradas 
na literatura LJ, 4, aJ . 

Para o câlculo do coeficiente de pelicula e da per 
da de carga para o escoamento do lado do casco ê utili~ 
zado o método de BELL-DELAWARE [5], tendo sido escolhi
do apÓs comparação [3] com outros métodos clássicos 
disponiveis na literatura aberta, KERN [a] e TINKER [9]. 

As perdas de pressão tanto para os tubos como para 
o casco devem ser inferiores ã perda de pressão máxima 
admissivel para cada um, mas devem estar tão prÓximos 
destas quanto possivel para melhor conversão das perdas 
de carga em trocas térmicas • 

Roteiro de Cálculo. Este roteiro toma como base a 
sequência de calculas discutida nos itens acima 

a) Definir as condiçÕes de processo, em seguida, 
estabelecer as definiçÕes preliminares, tomando as se
guintes consideraçÕes: 

• o número de trajetos de tubos começa igual a 2, 
podendo ser igual a 1 caso o trocador seja do tipo es
pelho fixo; 

. o coeficiente global deve ser estimado inicial
mente (U

0
) como citado, e com ele determinar uma ârea 

inicial de troca térmica (A
0

) (equação 4); 

• determinar o nÚmero total de tubos através de 
equaçao; 

b·) Determinar o coeficiente de pelicula para o lado 
dos tubos (ht) usando o fator <l>t igual a 1,0, porque 
sua determinação depende de prÓprio ht. 

c) Com o valor de ht determinar a temperatura da 
parede interna dos tubos (T .) [a]. Com ela, determinar 

t~ 
novo <l>t· 



d)Determinar a perda de carga total nos tubos(óPt) 

usando o novo ~ t' então comparar com a perda de carga 
admissivel nos tubos. Se esta for muito maior do que a 
determinada, deve-se aumentar o número de passos de tu
bos ou diminuir o diâmetro dos tubos, ou alternadamen
te, aumentar o comprimento dos tubos e diminuir o nume
ro total de tubos. Se a perda de carga calculada supe
rar a admissivel, tomar medidas contrârias . 

• O número de trajetos de tubos aumenta ou perma
nece o mesmo, de acordo com a perda de carga nos tubos. 
Deve-se adotar o número total de tubos retirado da tabe 
la citada. 

e) Determinar novo coeficiente de pelÍcula do la
do dos tubos. 

f) Determinar o coeficiente de pelÍcula do lado do 
casco (hc) usando o fator de correção da viscosidade ~c 

igual a 1,0. 
g) Com o valor de hc, determinar a temperatura da 

parede externa dos tubos (T ) [8] . Com ela, encontrar 
te 

novo ~c· 

h) Determinar a perda de carga total para o lado 
do casco (óPc), usando o novo ~c· 

i) Com os valores de ht e hc calcular U através de 

(3) e em seguida a ãrea de troca de calor desejada(A)ern 
(4). 

Verificação. Conhecendo-se os valores de óP e A: 
c 

• comparar óPc com a perda de pressão admissivel 

no casco Se óPc for maior do que a admissivel, deve-se 

aumentar o corte da chicana, o espaçamento entre elas, 
a distância entre os centros de tubos adjacentes(p) ou 
colocar chicanas segmentares duplas ou triplas . Caso óPc 

seja menor, torna-se medidas contrârias . 
• comparar a ãrea calculada com a estimada inicial 

mente. Se o valor de urna estã 5-10% da outra então a 
ãrea de troca de calor estâ dimensionada. Se isto nao 
acontecer admitir novo U

0
, repetir os cãlculos ate que 

se obtenha uma harmonia entre os resultados da perda de 
carga nos tubos e no casco e, proximidade de 10% entre 
as ãreas estimada e calculada. 

PROGRAMA PARA O DIMENSIONAMENTO DA ÁREA DE TROCA DE 
CALOR 

Foi montado baseando-se no roteiro acima e seu 
fluxograma segue mostrado na Figura 1. Para_os cãlculos 
foi aplicado um exemplo [4] , cujo processo e o resfria
mento de um hidrocarboneto tipo gasolina com ãgua es
coando nos tubos, com os seguintes dados: 

Fluido 

descarga(kg/h,lbrn/h) 
ternp . de entrada(°C, 
DF) 
ternp . de saÍda(OC,oF) 
perda de carga adrnis 
sivel(kgf/crn2,psi) -

ANALISE DOS RESULTADOS 

Hidrocarboneto 

50208/110688 

100/219,2 

38/100,4 

0,56/7,9 

Agua 

215807/475765 

30/86 
38/100,4 

0,68/9,6 

A Tabela 1 mostra os resultados do exemplo de apli 
cação [3] . 

Os valores de U
0

, retirados da tabela citada,varia 

raro de 80 a 135 BTU/h pe 2 F. A diferentes valores de U
0 

podem corresponder o mesmo diâmetro do casco e a mesma 
ãrea de troca, devido à substituição dos valores do nú
mero de tubos pelos encontrados na tabela de contagem 
de tubos. Valores menores de i 3 levaram a um melhor 

aproveitamento da perda de carga di~ponivel, corno po-_ 
de ser v isto para U = 96,5 BTU/h pe2 F . O melhor apro
veitamento da perda

0
de car ga no casco não significou 
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varia n, d2 

ÓP 
t 

Bl------1 .. 

p, varia 
Uo 

Ca l cul a dc[in 
pr e lim. de 

proj<'to 

cal cu la 

AP 
t 

Ca l cul"! hc , 
óPc (mc t odo 

de BELL) 

Calcula 

U, A 

A < 5% A
0 

~P c bom 

óPt bom = t'll'a t bem aproveitada 

ruim = t'lP mal aprovei t ada 
a c 

na o 

fixa U0 va 
r ia 1'.3 ' ou 

.CC O U p 

varia u(l (' 
1'.3 (ou l'.c ou 

Figura 1 - Fluxograma do Programa de Dimensiona 
menta 

urna maior concordância entre as areas (Acalc na tabe-

la). Então, pode-se observar que, o melhor 
corresponde a um trocador com : 

diâmetro interno do casco: 21,0 pol 
diâmetro externo dos tubos : 3/4 pol 
espaçamento entre chicanas: 5,5 pol _2 
ãrea total de troca de calor: 1320,6 pe 
número total de tubos: 342 tubos 
comprimento total dos tubos: 20 pes 
número de trajetos de tubos: 2 
pares de tiras selantes 3 

resultado 



Tabela 1 - Otimizaçao da area de troca de cal or 

u dl .e3 l!. P l!. P A A o t c o cale 
BTU lbf lbf -2 7. 
hpe2F 

pol pol 
pol 2 --2- pe 

pol 

80,0 25,0 12,5 4 , 5 1,1 1953,9 0,106 
85 , 5 25,0 12 , 0 4,5 1,2 1953,9 0,106 
96,5 23,2 12,0 6,2 1,2 1621 '8 0,066 
96,5 23,2 11,5 6,2 1,3 1621,8 0,053 
96,5 23,2 9,5 6,2 2,2 1621,8 0,021 
96,5 23' 2 7,5 6,2 3,4 1621,8 0,065 
96,5 23,2 5,5 6,2 6,0 1621,8 0,092 
96,5 23,2 4 , 6 6,2 6,4 1621,8 0,092 

102,0 23,2 5 , 1 6,2 6 , 0 1621,8 0,093 
107,5 23 , 2 6,1 6,2 5,0 1621,8 0,087 
113,0 23 , 2 5,6 6,2 5,8 1621,8 0,09 
118,5 21,0 10,5 8,9 1,6 1320,6 0,191 
118,5 21,0 9,5 8,9 2,1 1320,6 o, 171 
118,5 21,0 8,5 8,9 2,7 1320,6 0,146 
118,5 21 , 0 7 , 5 8,9 3,7 1320,6 0,096 
118,5 21,0 6,5 8,9 5,1 1320,6 0,073 
118,5 21,0 5,5 8,9 6,8 1320' 6 0,052 
124,0 21,0 5,5 8,9 6 , 8 1320,6 0,052 
129,5 21,0 5,5 8,9 6,8 1320,6 0,053 
135,0 21,0 5,5 8,9 6,8 1320,6 0,053 
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ABSTRACT 

A compu.te.Jt b~Ued op.timüa.Uon 6oJt the the.Jtmai.-
hudJz.au.lic du.i.gn method a.pp.Ued to ~heU-a.nd-.tube hea.t 
ex.cha.ng~ .U, pJtuented. The pJtopo~ed compu.te.Jt pJtogJta.m 
conú..de.Jted TEMA Jtecomenda.Uon a.nd .u, biLóed on the 
BELL-VELAWARE pJtocedWte 60Jt the ~heU-~.úie 6-Um 
coe6Me-Lent a.nd pJteó~Wte toM u.tima.Uon. An ~.únula..ted 
cMe .iA pJtuented 6oJt compa.Jt.iAon w.Uh convenC-ionai. 
pJtocedWte. 
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RESUMO 
Ê u.ta.be.te.údo wn p!toc.e.d.úne.n.to de. pito j e.to de wn !te.ge.ne!ta.do!t de. p.f.a.c.a. p.f.a.na. pa.!ta. 

o a.ge.n.te. hi..gi!.O~ c.Õp.i.c.o que o peita. nwn c<.c..e.o de c.ond.i.c..i.oname.n.to de. M pO!t !tU 6/t.i.ame.Yl.to eva. 
po!ta..t.i.vo . Em .t!ta.ba.R.ho~ a.n.tel!..i.o!tu 6o!tam u.tuda.dM M .t!ta.~ 6e~té:núM de. mome.n.twn, c.a.R.o!i. 
e mM~ a. de. água. ~ue oc.olt!tem no pi!.Oc.UM !te.ge.nel!.a..t.i.vo . No p!tue.n.te. .t!ta.ba.R.ho ê obtida. 
wna. Mfucã.o a.na.Utic.a. do p!tob.f.e.ma., ~a.ndo a. .te.o!t.i.a. de. pe.ne.tl!.a.c;ã.o. A e.qua.çã.o I!.UuUa.n
.te. pa.!ta. o 6fuxo de mMM de água. 1te.t.i.!ta.da. do duum.i.d.i.Mc.a.n.te. ê ~u6.(.c<.en.teme.n.te. p!te.wa. 
pa.!ta. ~ e1t Ma.da. no p!toc.e.d.úne.n.to de. pito j e.to. Va.da. a. ~.i.mp.Uúda.de. do p!toc.e.d.úne.n.to p!topo~ 
.to , o pitO j e.to pode. ~ e1t e.xe.c.u.ta.do numa. c.a.R.c.u.e.a.do!ta. e.R.e.tl!.ô rU.c.a. de. mã.o . -

INTRODUÇÃO 

A literatura especializada na área de condiciona
mento de ar revela uma tendência atual ao uso de energia 
térmica, quando livremente disponível, buscando economi 
zar o trabalho dispendido em compressores de grande por 
te. Um dos sistemas que opera desta forma é baseado no 
ciclo por resfriamento evaporativo. Neste ciclo o ar at 
mosférico é secado por uma solução forte da substância 
higroscópica. Entre outros lÍquidos, o trietileno gli
col apresenta características que justificam o seu uso 
como agente higroscópico no processo de secagem do ar . 
A solução de trietileno glicol que absorveu água do ar 
torna-se uma solução fraca, que precisa ser regenerada. 
É no processo de regeneração que se torna necessário o 
uso de energia térmica, preferencialmente energia solar 
ou calor de rejeito industrial. 

Nos Últimos anos vários pesquisadores associados 
à Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro se 
dedicaram à análise do ciclo de condicionamento de ar a
cima mencionado. Em 1980, Pessoa et al.[1]apresentaram 
um modelo de simulação das condições de desempenho eope 
ração do circuito de ar. Azevedo et al . [2] estudaram a 
desumidificação adiabática do ar num trocador de massa 
vertical. Posteriormente foi complementado este estudo 
[3], usando água de resfriamento nos tubos do trocador, 
num processo de secagem não adiabática, que resulta mais 
eficiente . No referente ao circuito de trietileno gli
co 1, Zylbersztajn, Orlando e Saboya [ 4] analisaram o pro 
cesso regenerativo do desumidificante num equipamento de 
placa plana aquecida . Através de medições de .vazões e 
temperaturas do ar e da solução lÍquida e dos Índices de 
refração na fase líquida , foram obtidos dados suficien
tes para elaborar um primeiro modelo de projeto do equi 
pamento . Neste tipo de regenerador a solução fraca , ou 
degenerada, de trietileno glicol escoa por gravidade s~ 
bre uma placa plana inclinada, formando um filme lÍqui
do laminar . Simultaneamente uma corrente turbulenta de 
ar é forçada em contra-corrente, retirando umidade do lÍ 
quido . A água que se separa e vaporiza retira calor da 
mistura, surgindo a necessidade do aquecimento indireto 
através da placa. Os dois escoamentos ficam confinados 
num canal bidimensional, formado pela placa aquecida 
(mantida isotérmica) e por uma cobertura isolada . A anã 
lise teórica do regenerador de placa plana foi efetuada 
pelos autores do presente trabalho. Na referência [5] 
encontra-se o estudo semi-analítico da parte hidrodinâ
mica do problema. Os efeitos da turbulência da corren
te de ar foram modelados e analisados num trabalho pos
terior [6]. Finalmente, as equações de conservação de 
energia e de massa de água foram integradas numericamen 
te [7,8], permitindo estabelecer correlaçõesparaos coe 
ficientes convectivos de transferência de calor e massa-:-

No presente trabalho o mesmo problema do regenera 
dor de placa plana é abordado, desta vez sob um enfoque 
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totalmente analítico. Devido ao alto valor do número de 
Schmidt da fase lÍquida (Sc 2 ~ 3, 2 x 10 4

) , os perf í s de con 
centração de água, obtidos na referênci a [ 7], comprovam que 
o fenómeno difusivo no filme lÍquido se restringe às pr~ 
ximidades da interface fluida. Tal evidência sugere a 
aplicação das hipóteses inerentes à teoria de penetração, 
viabilizando a integração analítica da equação de difu
são . São assim obtidas equações algébricas de fácil ma
nuseio no procedimento de projeto, que é o obje t ivo des
te trabalho . 

ALGUNS RESULTADOS DE TRABALHOS ANTERI ORES 

A figura 1 representa o canal bidimensional do re
generador. A distância entre as placas é a , o comprimen 
to do canal é 1 e a largura das placas é L. As pl acas es 
tão inclinadas de um ângulo 6 com relação à vertical. As 
equações dos perfis de velocidade esboçados na figura 1 
estão disponíveis na referência [5]. 

Figura 1. A geometria do canal 

Os números de Reynolds do ar (fluido 1) e do filme 
lÍquido (fluido 2) são dados por 

Re. 
~ 

2 ;, . I ( )J. L) 
~ l 

i 1 ,2 • (1) 

onde mi e o fluxo de massa e \li é a viscosidade dinâmica 
de cada uma das misturas . A espessura ô do filme lÍqui
do é considerada constante e pode ser calculada [7 , 9] a
través de 

(2) 



onde p2 é a massa específica da mistura lÍquida e g é a 
aceleração da gravidade . 

A ve locidade ~dimensional na interface, U20 = u20 / 
/u 2m, se ndo u2m = m2/(p 2 ó L), pode ser calculada atra
vés da seguinte equação , deduzida na r eferência [51: 

6[(2m+1)(IsQM+1) + (s- 1)] 
0 zo = -------------

4(2m+1 ) (sM+ 1) + (s-1) (sM+4) 

onde I= ±1 (sinal negativo para escoamentos 
corrente) , 

n = u1ffi/u 2m (p 2/p
1

) (Re/Re 2)M 

M IJ 1 ó/[1J 2 (a-ó)1 s 
o, 7 3 6 

0,00479 Re
1 

m = 1 , 40s (inteiro mais próximo) 

(3) 

em contra 

(4) 

(5),(6) 

(7) 

Os fluidos são admitidos no canal com temperatu
ras uniformes Tle e T2e e concentrações (frações mâssi
cas) de âgua un1formes c 1 e e c 2e . A placa inferior do 
canal t em temperatura uniforma T . 

Na interface fluida supÕe-~e que prevaleça a con
dição de equilíbrio . Esta condi ção, no caso de misturas 
muito diluídas , fica bem representada pela lei deRaoult 
para misturas ideais [71. Des ignando por ê 1 m a concen
tração média de mistura de âgua na fase gasosa e por 
T2m a t emperatura de mistura do filme líquido (ambas m~ 
dias entr e a ent rada e a saída), mostra-se na referência 
[7] qu~ a concentração de âgua c~m' que corresponde a 
ê1 • e T2m na curva de equilÍbrio, fica determinada por 
melo de 

c~m = (0,4412 ê
1
m + 2 , 5 x 10- 5 )0- 1 

- 0,0271 , (8) 

onde 

- 1 e= exp [11, 6703 - 38 16,44(T2m-46,13)- 1 ,T 2m em K. 

(9) 

Uma vez que a t :mperatur~ T2m pr~cisa ser estiro~ 
da , para uso na equaçao (9), sao ne cessarios balanços de 
ca l or em dois volumes de controle integrais: (i) envol
ve ndo todo o canal e (ii) envolvendo apenas o lado do ar. 
Resultam ~uas eq uações a duas incognitas cT 2m e a corre~ 
pondente T

1
m para o ar) . Após alguma manipulação algé

brica (veja-se a r efe r ência [71 ) obtem- se 

( 

• ~ 1 
2m

1 
cp -

2 ~1 cp <f2m-T1e) +-
1 

+ 
1 hH

1 
L 2 

+ 2~2 cp2 cT2m- T2e) + ~w ifg- hp L i(Tp - T2m) = O . 
( 10) 

N~ eq uação ( 10 ) cPi (i=1,2~ é _o calor espec ífico a ~re~ 
sao constante da m1stura, ~ e a ma s sa total de agua 
t7ansferida at:avés da interface_flu~da, ifg é o a7rés
c1mo de entalp1a durante a vapor1zaçao da agua na 1nter 
face e hH1 e hp são os coeficientes convectivos médios 
de transferência de calor na interface fluida, lado do 
ar, e junto à placa iso t érmica, respe c tivamente. 

_O acr ésc imo de entalpia ifg ~ode_ser avaliado a
traves das tabe las de vapor ou, ma1s s1mplesmente , atra 
vés da correlação empírica [ 71: 

i = 1761 21 (1 - 46 • 1 ~- Z • (11) 
fg ' T 0 -; 

onde ,para T0 em K, obtem-se ifg em J/g com e rros inferia 
res a 3% na faixa de 300K a 400K . A correlação ( 11) e 
obtida através ele equação de Clausius- Clapeyron e da cor 
relação de Cox- Antoine para a âgua pura. Dada a peque= 
na es pes sura do filme lÍquido, pode-se, para uso em (11) 
tomar T 0 = T . 

Os co~ficientes convectivos hH1 e 
coeficiente convectivo de transferência 

hp , bem c_omo o 
de massa hD1 na 
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interface, l ado do ar, foram determinados pelos autores 
[7,81 para vârios Re 1 e Re 2 , integrando numericamente as 
equações da energia e da difusão de massa. Define-se os 
númer~s de Nusselt Nup e Nu 1 e o número de Sherwood Sh 1 
atraves de 

N'u 
p 

Sh
1 

2h 6/k
2 

; N'u
1 p 

2hD
1 

(a-ó)/X
1 

2hH1(a-6)/k1 (12) e (13) 

( 14) 

onde ki (i=1 , 2) é a condut ividade térmica da mistura e 
Ài =Pi Vi (i= 1 , 2) , sendo Vi a difusividade de massa de 
âgua em cada fase. A característica mais importante dos 
r esultados das referências [7,81 é que Nu e Sh1 pratica 
mente independem do número de Reynolds da

1
fase lÍquida~ 

Re 2 , e Nu é uma função fra ca de Re 2 . 
Os gúmeros de Nusselt e Sherwood médios na interfa 

ce , lado do ar, ficam bem correlacionados (erros inferio 
r es a 2 , 5%) por meio de 

Nu
1 

Sh
1 

o,eosG 
0,0212 Re 1 

o , as 3 3 
0,0124 Re 1 

( 15) 

( 16) 

para ar Úmido (número de Prandtl Pr 1 = 0,75) na faixa 
5 X 10 3 :> Re1 & 5' x 10 4

• 

Para ba ixos valores de Re 2 , as equações(15) e (16) 
podem ser usadas também quando I = 1 (ar escoando nomes 
mo sentido do filme lÍquido. -

Quanto a Nu , a equação seguinte pode ser usada, 
com erros infe rio~e s a 0,5% para 20 S Re 2 S 50: 

o ,1 2 7 3 
Nu = 2 ,4659 Re 2 p 

se Pr
2 

100 ( 17) 

As equações até aqui apresentadas são informações 
essenciais ao utilizador da técnica de projetoviateoria 
de penetração . 

ANÁLISE TEÓRICA 

A determinação da distribuição bidimensional de fra 
çoes mâssicas c 2 (x , y) na fase líquida consis ~e na solução 
da equação da difusão 

P2u 2 oc 2/ õx = X2 o2c 2/ oy 2 ( 18) 

com as condições de contorno 

õc 2/ õy (x , o) = O (placa inferior impermeâvel); (19) 

X2 õc2/ õy (x,O) = Gw(x) (20) 

c 2 (0 , y) = c2e (21) 

onde Gw(x) é a densidade local do fluxo de massa de âgua 
que cruza a interface. Uma vez que Gw(x) estâ relaciona 
do com o gr adiente local de fração mâssica do lado do ar~ 
o problema acima equacionado só pode ser resolvido junta 
mente com as equações referentes ao domínio da fase gaso 
sa . A solução comple ta deste problema é abordada na re= 
ferência [ 71. 

Se, entretanto , a rlifusividade de massa V2 de âgua 
na fase líquida é pequena (isto é, Sc 2 = 1J 2/À 2 é muito 
alto), então hâ pouca penetração do efeito difusivo na 
massa lÍquida. Neste caso, a uma distância pequena da in 
t e rface a fraçâo mâssica local jâ se aproxima do valor 
c 2e, não perturbado. Considerando que nesta pequena fai 
xa de valores de y a velocidade local u2 (y) é ainda mui
to próxima de u 20 = u2 (0), tudo se passa como se o filme 
lÍquido tivesse espessura infinita e se movesse com velo 
cidade ux:iforme . u ~0 . . Estas são as hipóteses da teoria de 
penetraçao, apl1cave1s ao presente problema, onde Sc 2 = 
:;; 3 2 X 10 4

• 

' Q coeficiente convectivo médio de transferência de 
massa hD 1 , considerado constante em todo o canal, rela
ciona- se com a densidade local do fluxo de massa através 
de 

G (x) 
w 

hD 1 [ c1 (x,O) - c 1m (x) 1 (22) 

Entretanto, es ta equação não pode ser diretamente combi-



nada com a condição (20), porque c 1 e c2 estão em bases 
diferentes (ci é massa de água por massa total na fase 
i). Para contornar esta dificuldade, substitui-se a di 
ferença c 1 (x,O)- c 1m(x) por c2 (x,O)- c~m• sendo c~m de:
finida como na equação (8). Há, porém, necessidade de 
corrigir esta diferença de frações mássicas por um fator 
F , para que ela possa ser combinada com o coeficiente 
convectivo hDl• do lado do ar. Na referência [7] é mo~ 
trado que o fator de correção é dado por F = 2,2665 0 , 
com 0 calculado pela equação (9) para T2m resultante de 
(1 o). 

À vista das hipóteses da teoria de penetração e 
das considerações anteriores, a equação (18) e as condi 
çÕes de contorno ( 19 ) e (20) ficam substituídas por , re~ 
pectivamente, 

t im c 2(x,y) ~ c 2e 
y-+00 

(J c2/(Jy (x,O) = (F hD 1 /À 2) [c2 (x,O)- c~ml 

(23) 

(24) 

(25) 

e a condição (21) permanece inalterada . 

A solução deste problema simplificado pode ser ob 
tida através da aplicação da transformada de Laplace. A 
literatura reporta a solução para condução de calor tran 
siente num sólido semi-infinito (veja-se [10] p.ex.),pr~ 
blema análogo ao expresso pelas equações acima. Obtem-se! 

onde 

C(X,y) = erfc (_!__)- exp(X+Y) erfc (_!__ + /X) ; 
2/X 2/X (26) 

(27) 
G (x) 

w = exp(X) erfc (/X) 
F hDl (c 2e - c~m) 

F S-h A m (x) 
_____ l __ w ___ = exp (X) 

X y 

m (x) = L r G (x) dx 
w 1.. w o 

erfc(/X)+2~-1, 
(28) 

(29) e (30) 

(31) 

(32) 

(33) 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

O fluxo total de massa de agua transferida para o 
ar, ~(x = t) , calculado pela equação (28), é comparado 
com aquele obtido na referência [7], através da integra 
cão numérica das equaçÕes de conservação. Na tabela T 
esta comparação é feita para vários valores de Re 1 e Re 2. 
Os dados da tabela 1 são referentes a I= -1, t/a = 35 , 
Sc 1 = 0,6, Sc2 = 3,2x10 4

, T1 e = 300K, T2e = 320K, Tp = 
= 350K, c

1
e = 0,0140, c 2e = 0,1, ~ 2 = 32 ,1 kg/m/h, ~ 1 / 

/~ 2 = 1 ,9x10- 3 , p
1

/p 2 = 10 3 e L= 0,4m. Observa-se que, 
para todos os casos analisados, o desvio entre a solu~ 
ção aproximada e a solução numérica da referência [7] fi 
cou dentro de ± 16% . 

Tabela 1. Fluxo total de massa de água transferida (kg/h) 

Re 1 I Re 2 \m ,eq (28) \m , ref[7J\ erro (%) w w 

5 . 000 27 0,358 0,418 -14,2 
20 .000 20 0,712 0,785 - 9,24 
20 .000 27 o, 729 0,747 - 2 ,39 
20 . 000 40 0,737 0,678 8,66 
20 .000 50 o, 730 0,632 15,5 
30 .000 27 0,824 0,834 - 1 ,20 
50.000 27 0,867 0,914 - 5,07 
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Aliás, os maiores desvios correspondem a Re 1 muito baixo 
ou a Re 2 muito alto e, em ambos os casos , têm-se baixas 
taxas de transferência, podendo estar assim fora da fai 
xa de interesse do utilizador . 

PROJETO DO REGENERADOR 

A equação (28), com x = t , é a equação básica para o 
procedimento de projeto ora proposto. Por projeto, en
tende-se a determinação do comprimento t da placa, neces 
sário à transferência mw de água do trietileno glicol pa 
ra o ar. O valor de ffiw é facilmente calculado , a partir 
da fração mássica de entrada, c 2e, e do valor desejado na 
saída da fase lÍquida, c 2s, através de 

m 
w 

(34) 

Observa-se, porém, que a eguação (28) é transcen
dente em X e que a temperatura T2m, calculada por (10), 
depende do prévio conhecimento do valor de t . Estes fa
tos dão origem a um procedimento iterativo. Felizmente, 
a convergência do procedimento é rápida. A seguir são e
numeradas as diversas etapas do projeto, acompanhadas de 
um exemplo de cálculo. Devido à simplicidade das equa
çÕes e à rapid ez da convergência, os cálculos abaixo es
pecificados puderam ser desenvolvidos numa calculadora 
programável HP-15C. 

Conside re-se que a solução degenerada de trietileno 
glicol contem 90% em massa do desumid i ficante (isto é, 
c 2 ~ = O, 1) e está a T2e = 320K . Deseja-se regenerar o tri_ 
et1leno glicol, de forma a que c 2s = 0,09. O ar é admiti_ 
do com c 1 e = 0,0140 e T

1 
= 300K, escoando em contra-cor

rente (I= -1). A placaeinferior do canal tem L= 1m de 
largura e é mantida a Tp = 350K. A distância entre as pla 
cas é a = 0,04m. A inclinação do canal é B = 750. As ta 
xas de escoamento do ar e do filme lÍquido são, respecti 
vamente, m1 = 913,5 kg/h e m2 = 321 kg/h. DispÕe-se ain 
da das seguintes propriedades: ~ 1 = 0,0609kg /m/h , ~ 2 ~ 
= 32,1 kg/m/h, cp

1 
= 1,13 kJ / kg/K, cp 2 = 2,51 kJ/kg/K , 

k1 = 0,0255 W/m/K, k2 = 0,223 W/m/K, p
1 

~ 1,1 kg/m 3
, 

P2/ p1 = 10 3
, Sc 1 = 0,6 e Sc 2 = 3,2x10 4

• 

Para obte r o comprimento t do regenerador, deve-se 
proceder da forma seguinte. 

e Re 2 

qui do 

e os 
(12) 
hp = 

Passo 1. Determina-se os numeros de Reynolds Re 1 
pela equação ( 1): Re 1 3 X 10 4

; Re 2 = 20 . 

Passo 2. Determina-se a espessura o do filme lí-
por (2). Resulta o 0,919mm . 

Passo 3. Calcula-se N~l..' Sh 1 e N~ po!: (15l a ( 17) 
coeficientes de tr~nsferencia Ee calor hp ~ hH1 por 
e (13) . Acha-se_Nu 1 = 85,7, Shl, = 82,0, Nup =3,61, 
0,438 kW/m 2/K e hH1 = 0,0278 kW/m 2/K. 

Passo 4. O fluxo de massa de água transferida é cal 
culado por (34), resultando ffiw = 3,21 kg/h. 

Passo 5. A fração mássica média de água na saída do 
ar é Cls = el e + mw I ml = 0,0 175 e então 
ê 1m = 0,5 (c 1 e + c

1
s) = 0,0158. 

Passo 6. Calcula-se os parâmetros adimensionais M 
e 11, -~or (5) e (33), respectivamente. Acha-se M = 4 ,46 x 
x 10 e A= 2,38. 

Passo 7. A velocidade adimensional na interface, 
U20 , é calculada por (3), com auxílio de (4-7). Assim, 
11=66,9, s=9,45, m=13eU 20 =1,47. 

Daqui em diante o procedimento de cálculo torna-se 
iterativo. Os resultados obtidos em cada iteração cons 
tam da tabela 2 . 

Passo 8. Admite-se um valor inicial para o compri_ 
mento t . Seja t = 2m. 

Passo 9. Resolve-se a equaç ão (10) para T2m. Na 
primeira iteração, T2m = 336,84K. 



Passo 10. Com T2m e ê 1m, cal cula-se 0 e c~m por 
(9) e (8), respectivamente. Toma-se ainda F = 2 , 26650 . 
Na primeira iteração, 0=0,233, c~m=0,00291 eF=0,528. 

Passo 11. Substitui-se todos os valores na equação 
(28) e resolve-se a mesma para X. Recomenda-se usar uma 
subrotina para cálculo da função erro comp l ementar 
erfc(/X) . Na primeira iteração tem-se X= 15,7 . 

Passo 12. Resolve-se a equação (29) com x = 11,, pa 
ra obter o comprimento do canal . Na primeira iteraçãore 
sulta 11, = 2,56m. -

Passo 13 . Volta-se ao passo 8 com o valor de 11, re 
cém-calculado e reitera-se, até obter convergência. 

Conforme pode ser observado na tabela 2, a solu
çao do problema aqui exemplificado convergiu após 5 ite 
rações . Conclui- se que o comprimento necessário ao re= 
ge nerador é 11, = 2,43m . Note-se também que a conve r gên
cia se dá por valores alternadamente maiores e menores 
que a solução . 

Tabela 2 . Resumo do cálculo de projeto 

s 8 I 9 I 10 I 11 I 12 ! 

ll,(m) lr 2m(K) lê 2mx104 F I X I ll,(m) I -
1 2 ,00 336,84 0,291 0,528 15, 7 2 ,s6 I 

2 2,56 338 , 54 0,071 0,569 17, 2 2,41 

3 2,4 1 338 ,1 4 o' 122 0,559 16,8 2,44 

4 2,44 338,22 o, 11 0 0,561 16 ,9 2,43 

5 2,43 338,2 1 o' 11 2 0,561 16, 9 2 , 43 

CONCLUSÕES 

Pode-se, a partir da análise desenvolvida no pre
sent e trabalho, concluir que: 

1. A t eori a de penetração for nece resultados compat í veis 
com a solução numérica, mais rigorosa, desenvolvida 
na referência [7]. A precisão dos resultados é ade
quada às necessidades usuais do projetista. 

2. O fator determinante para aplicação da teoria de pe
netração é o alto valor do número de Schmidt na fase 
lÍquida. Por esta razão o filme lÍquido, embora se
ja de pequena espessura, comporta-se perante o fenô
meno di f usivo como um corpo semi-infinito . 

3. A técnica de projeto ora proposta, embora fundament a 
da numa solução analítica comumente encont r ada na li 
teratura, não prescinde das correlaçÕes expressas pe 
las equaçÕes (6) e ( 15-1 7). O procedimento iterati= 
vo não apresenta inconvenientes de ordem numérica e 
pode ser execut ado numa simples calculadora portátil. 
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ABSTRACT 

A du.i.gn pttoc.e.dUJte. .U pMpo~e.d 6ott a 6-f-a.t p.ea.te. tte.
gene.tta.tott, U6ed 6ott the. hygtto~c.op.<.c. agent .<.n an evapo
tta.t.<.ve c.oo.Ung a.<.lt-c.ond.<.t.<.ort.<.ng ~y~tem . InpttevÜU6 wottlu 
the a.u.thoM have artaly.6 ed the c.omb.<.ned momentum, he.a.t and 
mM~ t!taM 6e.tt , wh.<.c.h oc.c.U!t.6 .<.n t~ ttegene.tta.t.<.ve pttoc.e..~>.6. 
Now an anai.yüc. .60.iu:ti.on -<..6 o bta.<.rted v .<.a. penettta.t.<.on theotty. 
The ac.c.Wtac.y o6 the tte..~>u.U<.ng equa.t:.i.on 6ott the tltaM-
6e.tt~ted mM.6 o6 wa.te.tt -<..6 .6u.66.{.úertt 601t du.{.gn pWtpo.6U. 
Own.<.ng to the .6-imp.Uc.Uy o 6 the du.<.gn methodotogy, .<.t 
c.an be. .únptemented .i.n a.ny ptto gttlllmlabte. po c.ket c.a.tc.u..ea.tott . 
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RESUMO 

Nu.t e .tJr.abalho .~>ã.o ana.Lú,ado-6 o pua de c.ada um do-6 c.omponen.tu de um c.o.l'.e.t01t 
c.onc.en.tJr.adolt .~>o.l'.a!t .Upa CPC, .U.to 6o.i. ~e.<..to du envo.l'.vendo .tltê.-6 d.<.6e1ten.tu mode.l'.o-6 u.
-6ando ana.Lú,.i.-6 .Upa ".f.umped" e ana.Lú,.i.-6 c.ort-6-i.de~t.ando e6e.i..to-6 de ale.ta, .U.to pe!tm.i..te 
ob-6eltVM a .i.n6.1'.u.ênc..<.a do-6 paltâme.tJr.o-6 õ.Uc.o-6 e geomit:Ju:.c.o-6 -60blte o c.o.l'.e.tolt e a va.e..<.dez 
du.te .Upa de mode.f.agem. 

INTRODUÇÃO 

O estudo do comportamento transiente de coletores 
solares planos ou planos concentradores tipo CPC, tem 
sido analisado, 111, 121, 131 , 141, considerando análi
se tipo "lumped", nos quais a placa absorvedora e cober 
tura tem temperatura uniforme e análises tipo aleta, u~ 
sande o conceito de fator de rendimento de coletores, 
FR; a comparação dos modelos com dados e~perimentais 
tem sido escassa e a validez das suposiçoes acima rela
tadas não tem sido questionada; neste trabalho são ana
lisadas as consideraçÕes acima mencionadas, sendo ao 
mesmo tempo analisado o peso de cada componente no con
trole do transiente do coletor, para este fim foram de
senvolvidos três modelos transientes de coletor solar. 

O primeiro modelo considera, efeitos transientes 
no fluido de trabalho, sendo a placa, isolamento e co
bertura supostos rÍgidos no tempo, admitindo-se efeitos 
de aleta na placa absorvedora; o segundo modelo conside 
ra efeitos transientes na placa, isolamento e coberturã 
usando análise tipo "lumped", supondo o fluido atuando 
de forma rÍgida; no terceiro modelo, supÕe-se o tran
siente controlado pela placa, isolamento e cobertura, 
considerando efeitos de aleta na placa absorvedora no 
sentido transversal ao fluxo, cobertura e isolamento, 
sem gradientes de temperatura e o fluido de trabalho e 
considerado rígido no tempo, como no segundo modelo. 

MODELO N9 1 

Este modelo analisa um coletor CPC, concentração 
4,0, truncado, com absorvedor plano, como mostrado na 
figura (1), fazendo as seguintes suposiçÕes: 
a) despreza armazenamento de energia nas superfÍcies 

refletoras. 
b) não considera reflexão na cobertura. 
c) despreza efeitos refletivos devido a pô e sujeira na 

cobertura, e armazenamento de energia neste compone~ 
te. 

d) As perdas de energia no topo e fundo do coletor são 
referidas a mesma temperatura ambiente. 

e) os balanços de energia são concentrados no absorve
dor. 

f) considera efeitos transientes somente no fluido de 
trabalho. 

Devido a que a placa, isolamento e cobertura. São 
considerados rígidos no tempo, foram permitidos efeitos 
de aleta na placa e tubo que conduz o fluido, e a tempe 
ratura do isolamento igual a da placa, calculando a tem 
peratura da cobertura, para efeito do cálculo das per-
das de energia, pela relação entre resistências térmi
cas entre estes dois componentes, e a temperatura do 
fluido de trabalho calculada como sendo a média aritmé
tica entre a temperatura de entrada e saída do coletor . 
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Figura 1. Esquema do Cole tor CPC analisado 

As figuras (2) e (3) mostram o sistema placa-isolamen
to analisado 

S = rodloçdo oolor ( W/m2 ) 

///// 

Isolamento 

Figura 2. Metade da placa absorvedora mostrada como 
uma aleta 

Isolamento 

li'Dm --- --2- -- - --

Tt = fluido de trabalho 

Figura 3. Metade do tubo que cond uz o fluido mostra
do como uma aleta 



Fazendo balanços de energia em cada um dos elemen 
tos do sistema teremos: 

Placa e Isolamento. 

d
2T . 

p1 -""d-
UL 

Kõ 

(T . - T 
p1 a 

_s~--) 
UL 

CondiçÕes de contorno : 

dT 
CCl: X = O; _____.ri_ = o 

dx 

w 
CC2: x = 2 ; Tpi = Tb 

Tubo que conduz o fluido: 

d
2e 
_t 2 

dx2 - m2 e t o 

onde: 6= Tt-Tf ; m2 = 
vhfip 

kAt 

CondiçÕes de contorno: 

CCl: x= !1Dml2; 
d6t 

o 
dx 

CC2: x= O; e t eb = Tb - T f 

Fluido de Trabalho. 

dTf 

dt + Af Tf Bf 

Condição inicial: 

CI: t= O; Tf Tfi 

onde: Af= 
4(2mf cpf + ny w• 

2 
of cpf rroi ny 

U1M) 

onde: Bf= CJ Tfe + HJS - UJTa 

c = J 
8 ffifl of n o.

2 n 1 y 

H = J 4W'DJI pf Cpf !1 Di
2 

UJ= 4W'U1 (NU1 -l)lpfCpf !1Di
2 

Wm1/ Wm1 
DJ= l-U1 N; W' = WF; F= Tgh - -

2 2 

M= P I ( P + u
1 

WF) ; N= WF I (P + u1 WF) 

P= (2m2 K <\ ) tgh (nm2 Dml2) 

m
1 

2
= UL/K õt; m2 

2
= 2hfiiK ót 

(1) 

(2) 

(3) 

Resolvendo a equação diferencial (1) obtem-se uma 
expressão para T ., e a seguir ê calculado o calor con
duzido pela placg

1
para o tubo, pela expressão (4). 

q= -2K õ dt \ = 2(WF) (s- UL(Tb- Ta)] 
dxjx~ 

2 

(4) 

Este calor ê conduzido pelo tubo que troca calor com 
o fluido. Resolvendo a equação (2) ê obtida outra expres 
são para "q" a qual combinada com a equação (4) permite 
obter Tb. 

Tb= M Tf + N (S + u1Ta) (5) 

Introduzindo a equação (5) em (4) obteremos uma 
expressão ·"q"a qual ê introduzida no balanço energético 
do fluido obtendo-se a expressão (3), que resolvida for 
nece uma função para a temperatura media do fluido. 

Bf . r Bf 
T f= Af + l T fi - Af EXP (-Aft) (6) 

MODELO N9 2 

Este modelo analisa o mesmo coletor analisado no 
modelo n9 1, faz as mesmas suposiçÕes , exceto a suposi
ção "f" a qual é substituída pela seguinte suposição: 

f) são considerados efeitos transientes na placa-isola
mento e cobertura, sendo o fluido de trabalho supos
to rígido no tempo. 

Fazendo balanços de energia nos diversos elementos 
do coletor teremos: 
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Placa e Isolamento. 

(mCp)pi 
dT . p1 
dt 

As (T . - Tf) p1 

Cobertura: 

Ac [ S + u1 (Te - Tpi)] - hfi 

(7) 

(mC ) 
p c 

dT 
c 

dt 
T ) + u2 (T - T )J' (8) 

c a c 
r -

Ac l u1 (Tpi 

Fluido de Trabalho . 

mf cpf 
dTf 

dy 
hf. P (T . 1 p1 T f) (9) 

As temperaturas medias da cobertura , T , e da pla
ca-isolamento, T ., são relacionados pela reÍação entre 
suas resistência~ 1 termicas 

u
2 

(T - T ) c a UL (Tpi - Ta) (lO) 

_ Obte~do da equação (10) uma expressao para Te ~m 
funçao de T ., introduzindo este resultado na equaçao 
(8) e combiRãndo a expressão resultante com a equação 
(7), obteremos a seguinte equação: 

(mC ) . + -- (me ) ~=A S - u (T . - T ) : l UL l dT . r 
p p1 u

2 
p c dt c l L p1 a , 

- hf. A (T . - Tf) (11) 
1 s p1 



Condição inicial : CI : t =O; T . = T . 
P~ p~o 

A equação (11) pod e ser resolvida independente da 
equaçao (9) devido a qu e o f1uido não depende do tempo. 

T . p1 

B . p1 
A-: p1 

B • , 
~ · + l Tpio- Api ; EXP (-Apit) (12) 

A equaçao (9) e resolvida adotando como condição 
1de contorno: y = O; Tf = Tfe' obtendo a seguinte ex
pressao : 

onde: 

A 

B 

MODELO NQ 3 

T . 
p1 + [ T -fe 

(me ) . + (me ) Dt 
P p1 P c UI 

2 
Ac (S + ULTa) + hfi 

(mCp)pi + (mCp)c 

RWy 

(13) 

Este modelo adota as mesmas suposiçÕes do modelo 
n9 2, sendo que a diferença básica, com este modelo é 
que considera os efeitos de aleta na placa absorvedora. 
A nomenclatura utilizada é a mesma da figura (2). 

onde: 

Placa, isolamento e cobertura: 

A= _1_ 
ka 

1 
s=w 

C= _1_ 
ka 

ar. 
p1 -

BTpi - C ~ - A 

[ (UL + Ub) T + s l a 

(UL + Ub) 

uluL (me ) . 
(mC ) + ____.E._p1 

Ac(Ul+U2)U2 p c Ac 

(14) 

O balanço de energia foi feito utilizando a sime
tria do problema, ou seja , de acordo com a figura (1), 
tomou- se uma placa de largura W/2. 
CondiçÕes de contorno : 

CI : t O; T pi T pio; o s X ~ W/2 

ar 
CCl: X 

w ---Fi. O; t > o 2· ; ax 
CC2 : X 

Igualando o calor que sai da placa por condução 
com o calo r que o fluido r ecebe por convecção a CC2, 
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pode ser expressa de uma forma diferente. 

[

h .A + (me ) . 
CC2: X = O; T . = T + KA f 1 t P P1 

p1 fe p hf. A (me ) . 

ar . 1 
__E2:. 

ax 1 X=O 

1 t p p1 

Fluido de Trabalho . Considerando o problema 
"lumped" na direçao radial , ou se ja, que o fluido admi
te gradientes de temperatura somente na direção do esco 
amento, é feito um balanço energético num elemento de -
fluido , obtendo-se : 

(15) 

Condição de contorno: y O; T 

A solução da equação diferencial (14)foi realiza
da, supondo uma função do tipo 

T . 
p1 ~ (x,t) + u(x) 

Obtendo: 
s + T - T 
UL a 

8pi (x,t) = 
T - T 

pi.o a 

pio 
+ Cl 

-Vil X -(p 2 + B)-1-
c n 

C2 e + e 

[ Bn (k2 \l n cos \l X + sen )J nx)] n 

onde: 8 . = (T . - T . )/ (T . - T) p1 p1 p1o p1o a 

tag (llnT) = ( lJ \m( ~;2) 
n 

C2= 

K = 2 

e 2 Vs W/2 cl 

K A 
p 

h fi At + (mCP) i 

hf
1
. A (me ) . t p p1 

Tfe - T . 
K4 = --="'-"--~P:=1.::..0 

T . - T p1o a 

BT . A 
Kl = _ _....Lp-'-1-'-o_-__ 

T . - T 
p1o a 

6"n 
/

W/2 
O Un (x) U(x) 

J W/2u 2 
(x) dx 

O n 

(16) 

Fx + 

t 

(17) 

(18) 

onde: Bn são os coeficientes de Fourier da expansao de 
u( x) em termos da base un(x) e : 

un(x)= K2 \l n cos \J nX+ sen \J nX 



~(x) 

{llx 
c

1 
e +C2e-~ x 

Kl 
B 

B U (x) 
n n I 

n-1 

A solução da equação (15), por transformadas de 
laplace, nos fornece a temperatura do fluido na saÍda 
do coletor em função da temperatura da placa e isolamen
to em x = O, calculada da equação (17) 

Tf(y)= Tfe + (T ii - T ) (l - e -ay) 
p x=O fe 

(19) 

COMPARAÇÃO DOS MODELOS, CONCLUSÕES: 

As figuras (4) e (5) comparam graficamente os mo
delos desenvolvidos, podendo ser observado o que se se
gue: 

R 
~ 
g 

. 

' k.l••+-
0 ''" 

Figura 4 . 

.,., _ 

0111001\.0 

"o JbU •oo tiUO 120 "'" """ fEMPO t tt Qundo t l 

Aquecimento, comparaçao dos modelos com da 
dos experimentais 

~ t ! t 
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o ,,0 i'40 160 480 800 720 840 .. o 

TfMI>O i teQioll'ldOI) 

Figura S. Resfriamento, comparaçao dos modelos com 
dados experimentais 

a) O modelo n9 1 é um modelo muito rápido, o qual indi
ca que para este tipo de coletor não é o mais apro
priado, sendo que poderia ser utilizado ~ara coleto
res com capacidade térmica transiente [6J do fluido. 
superior à da placa e cobertura. 

b) O modelo n9 2 é um modelo simples, com 50% de seus 
pontos dentro da faixa dos resultados e permite ob
ter a constante de tempo do coletor de forma dire
ta, sendo sua precisão aceitável . 
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CT= 

mC + mC 
P Ei P c UL/U2 

(segundos) 
AcUL + hfi As 

c) O modelo n9 3 é um modelo, bastante sofisticado, 
mais preciso que o modelo n9 2, com mais de 70% de 
seus pontos dentro da faixa dos resultados, e pode
ria servir para fazer análises mais completas da va
lidez do modelo n9 2; corno desvantagem ele não perrni 
te o cálculo direto e claro da constante de tempo do 
coletor 

d) Trabalho anteriormente publicado pelos autores [s] , 
aconselha o uso da capacidade térmica transiente pa
ra estimar quais componentes do sistema térmico ana
lisado controlam o transiente do sistema ; definindo 
capacidade térmica transiente corno o produto da mas
sa pelo calor especÍfico de cada componente do siste 
ma vezes o inverso de sua constante de tempo , resul= 
tante de considerar cada elemento como responsável 
pelo transiente do sistema e os demais componentes 
rígidos no tempo. 

e) Foi observado durante o processo de simulação dos mo 
delos apresentados, que o cálculo do coeficiente de
perdas UL é um parâmetro muito importante na modela
gem transiente de coletores, sendo observado que o 
seu valor, não depende do tempo, nem da temperatura 
de operação do coletor. 

f) Outro fator muito importante na modelagem de coleto
res-concentradores e o calculo do rendimento Ótico 
do coletor, o qual precisa de estudos mais aprofunda 
dos para conseguir relaçÕes que permitam obter a in= 
fluência da temperatura e tempo na transrnitância, ab 
sorptância e refletância; pelos resultados obtidos ,
pode ser observado nas figuras (4) e (5) que o rendi 
mente ótico não é urna constante, podendo ser supe- 
rior à medida que aumenta a temperatura do coletor . 

g) Os modelos apresentados podem ser usados para simu
lar o comportamento transiente de coletores planos, 
usando placas corno a mostrada na figura (1). 
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RESUMO 
O obj e:Uvo do .tl!.a.balho ê a.va.t.iaJt .teo/Úcamen.te o 6unuonamen.to de um l>ió.teJna. ptr.odu 

.totr. de gelo enetr.g.üa.do pOli. ene-tg.út MlaJt. A mâqtúna. ptr.odu.totr.a. 6unc-i.oM pO!t a.bMtr.ç.ão ~ 
gua.-amol'!.út. Ol> coR.e.totr.u l>oR.altu l>âo CPC R.evu, coR.oca.dol> no .i.n.teJÚOtr. de uma. u.tu6a. . 
Pa.tr.a. a. a.va.R..i.a.ç.ão .teo!Úca., duenvoR.veu-l>e um modelo ma..teJnã-ti.co de d.i.6etr.en~ 6-i.l'l.i..tol>, 
cujM equa.ç.õu 6otr.am tr.uoR.v.i.dM Ul>a.ndo um m.i.ctr.ocompu..ta.dotr.. Ol> tr.uuUa.dol> a.ptr.uen.tam a. 
valt.útç.ão da. .tempetr.a..tutr.a. a.o longo do a.bl>otr.vedotr. , dol> d.i.vetr.l>M componen.tu da. u.tu6a. e 
do aJt .i.n.te!Úotr., e o tr.end.i.men.to do coR.e.totr. em qualquetr. momento do petr.Zodo a.Ml.wa.do. 

INTRODUÇÃO 

A geração de energia térmica em temperaturas inter 
mediárias é um dos campos de maior extensão de aplica~ 
ção da energia solar. Para temperaturas na faixa 100- 1so•c, 
torna-se adequado usar coletores concentradores semi
fixos (CPC). 

Para tentar baixar os custos do sistema de coleto
res CPC da máquina de gelo do projeto CONSOL [ 1], optou
se por construi - los com uma estru tura leve, o suficien
te apenas para manter o seu próprio peso, e protege-los 
da pressão do ve n to de ntro de uma redoma transpare nte 
(estufa), que deve ser rígida mas barata (figura 1). 

Figura 1. Coletor CPC e estufa do sistema de pro
dução de gelo (Projeto CONSOL) 

MODELO MATEMÁTICO 

Como as trocas térmicas do coletor resumem- se em 
trocas por convecção com o ar do interior da estufa e 
por radiação com a cobertura da mesma e massas contidas 
em seu interior, é necessário conhecer as tempe r atu r as 
destes elementos para obter o rendimento do coletor. Uma 
vez que a intensidade de radiação solar é variável ao 
longo do dia, as trocas de calor dão-se em regime não
permanente . Isto implica ter que considerar as variações 
desta intensidade e da energia interna do sistema no d~ 
correr do dia, para obter a distribuição de temperatu-
ras. 

Para tanto foi desenvolvido um modelo matemático 
com base na aplicação de um processo de diferenças fini 
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tas unidimensional em regime transiente. 

Ar do Interior da Estufa. O balanço de e nergia pa 
ra o ar do interior da est ufa, no tempo ~T, equacionado 
de forma semântica através de cada um dos nós que com
põem o sistema (veja figura 2), fica: 
" fluxo de calor entre as superfícies internas e o ar " + 
"energia solar refletida pela parede sul e piso pa ra o 
interior da estufa" + 
"fluxo de calor entre o ar a cobertura do coletor" 
"variação da energia interna da massa do ar " 

Figura 2. Esquema geral dos nós e resistências té r 
micas na est u fa. 

Para expressar o balanço térmico de forma simbó l i 
ca, designa- se o tempo considerado por um supe rí nd i ce 
discre t o t (indicando o lapso t x ~T con tado a parti r 
de zero) e por um subi ndice (indicando o nó), isto é, 
por exemplo, T~. 

A expressão do fluxo liquido de ca l or trocado por 
convecção, radiação e perdas por reflexões e ntre a co
bertura do coletor e o ar do i n terior da estufa pode ser 
explicitada em termos da eficiência n do coletor: Defi
nindo-se o rendimento do coletor em relalão a radia
ção solar total instantânea no tempo t, (H0 ), como 

onde, At 
c 

ri1 Cf~T 

~ 
( 1 ) 

o c 

projeção da abertura do coletor sobre o pla
no horizontal na direção dada pela projeção 
dos raios solares sobre o plano meridiano (que 
depende da posição solar, e portanto do tem
po), calculada no tempo t . 
fluxo de massa do fluido de t r abalho 
calor especifi co do fluido de t r abalho 



ÔT = diferenças de temperatura entre e ntrada e sai 
da do fluido de trabalho no co l e tor -

tem-se que da e nergia HÕ A~ TE (ond e TE = transrnissivi
dade da cobertura da estufa) que penetra através da co
bertura, a fração HÕ At 11 será captada pelo cole to r e H~ x 
x I{ (TE - T)) será dissipada no inter ior da estufa. 

Considera-se que a ene rgia solar refletida pelo 
piso, HÕ A~ TE( I- Cip), (onde A~ = área de piso enso la
rada no tempo t e Cip = absortividade do piso) por sofrer 
múl tiplas r ef l exões nas superfícies refletoras dos co
letores, contribui de forma integral para o aumento da 
temperatura do ar da estufa. Com relação à fração de e
nergia refletida pela parede sul, HÕ A~ TE( I - ets), (on
de A~ = área de parede sul ensolarada no tempo ÔT e CiS = 
absortividade da parede sul) considera- se que metade des
ta fica no interior da estufa e que o restante sai atra
vés da cobe rtura. 

O ú ltimo termo do balanço pode ser desprezado pois 
o calor acumulad o no ar do interior da es tu fa é cornpara
t ivarnente pequeno em função de sua pouca massa. Desse mo 
do, a forma algébrica do balanço será: 

Tt Tt 
C - E 

Rcc 

+ T~ Tt 
E 

+ 
Tt Tt 

N - E 

RCN 

Tt Tt 
L - E 

+ ---
RrS RCL 

+ Ht At (T - T)) = 0 
o c E 

Tt Tt Tt Tt Tt Tt 
+ p - E + p - E + S - E + 

RCP Rrp RCS 

+ H~ TE(A~ ( I - Cip) + t A~(l-a5 )J<

( 2) 

onde T é tempera tura; Rc eRras resistências de convec 
ção e radiação . Os índices N, S e L identi ficam os t er
mos relativos às superfícies internas das paredes norte, 
su l e laterais, C a cobertura da estufa, P o piso e E o 
ar contido na mesma. 

Paredes. Os balanços de e nergia nas paredes e co
bertura da estufa são análogos. Em fo rma semântica, pa
ra a superfície interna de qualquer parede, teremos ( no 
tempo ÔT) : 

" energia so lar absorvida na superf í cie inte rna" 
"calor trocado entre piso e parede" + 
" ca l or trocado entre ar e parede" + 
" calor trocado entre superfície e cen tro da pare

de" + 
" variação de energia interna da massa associada ao 

centro da parede" + 
" calor trocado ent re parede e cobertura da estu

fa". 
A troca de calor por radiação entre o piso e o la 

do interno das paredes ou cobertura é desprezível f ace 
ao peque no fator de forma (F<0,025) e a pequena diferen 
ça de temperatura ent r e elas . Também é mínimo o fator de 
fo rma e ntre paredes (ou piso) e cobertura, pela existên 
cia dos coletores; l ogo os termos correspondentes a es~ 
tes fluxos de calor podem ser desprezados na equação a
c ima. Admite-se, portanto, que a radiação oriunda das pa 
redes é espalhada por múltiplas reflexões dentro da es~ 
tufa até sua total absorção. Usando-se os índices "I" pa 
ra a superficie interna e 11 2" para o centro das paredes~ 
a equação algébri ca cor respondente é: 

(Ht 
o 

t 
'c a 1 A1 )LIT 

Tt Tt 
I - E 

RCl 
Tt Tt 

I - 2 t+l t 
+ R LIT+C 1(T 1 -T 1) 

K 

LIT + 

Tt t 
1 - TE 
R-· - ÔT + 

r l 

( 3) 

Aqui, At é a projeção (calculada no tempo t) da 
área e nso l a rad a da parede sobre o plano horizontal, na 
direção dada pela projeção dos raio s solares sobre o pla 
no meridiano; C é a ca pacidade té rmica associada ao nó; 
RK a r es i stência de condução entre os nós da parede e 
a a abso rt ância da parede. As resistências RC' RK e R 
são analisadas na referência [2]. r 

O nó do centro da parede troca calor com os nós 
das superfícies int erna e externa e varia a sua e ne rgia 
interna. 
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De forma simbólica: 

Tt t 
1 - T2 
~ ÔT 

Tt t 
2 - T3 

R ÔT + C (Tt+l 
K 2 2 

Tt) 
2 

onde o subindi ce "3" indica supe rfície ex t e rna . 

(4) 

O nó da superfície ex t e rna absorve e ne rgia solar, 
troca calor com o do cent ro da pared e e com o do meio 
ambiente, e varia s ua e nergia interna. 

De forma simbólica: 

Tt Tt Tt Tt 
2 - 3 t t 3 - céu 

R ÔT + H90 a 3 A3 ÔT = R ÔT + 
K r3 

Tt Tt - Tt Tt 
3 - chao ô 3 - arnb . ô C (Tt+l _ Tt) 

+ R' T + R T + 3 3 3 
r3 C3 

onde! H~0 = radiação so lar total instantânea 
vert1ca l . 

no 

(5) 

plano 

Piso. Na s upe rfíci e deste, o balanço energético é 
análogo ao da superfície interna das paredes; nas mas
sas associadas ao seu interior é análogo ao da massa as 
saciada ao centro das paredes . Deve-se porém determinar 
agora a que profundidade a onda de ca lor penetra signi
ficativame nte, para determinar-se o número de subvolurnes 
associados ao interior do piso . 

Na s ua superfíc i e , o piso sof re urna variação qua
se periódi ca de t emperatura. Para urna situação deste ti 
po, a amplitude da onda de calor diminui com o avanço da 
mesma [3]. Considerando-se um ponto no qual a ternperatu 
ra varie num pe ríodo de um dia em 10% da amplitude má~ 
xima, a profundidad e de penet ração considerada para as 
característica s físicas do piso em questão será de 0,34 
metros ( 2]. 

Como se determinaram três nós para as paredes (na 
superfície interna, externa e centro) e como estas tem 
O, 15m de espessura a di s tância ôX entre nós será de 0,075 
m. 

Desta forma, ut i lizando o mesmo ôX para o piso 
tem-se agora, de forma a ating ir os 0,34 m, n massas as 
saciadas ao piso com n variando entre 1 e 6. -

Lembrando que o balanço no interior do piso é aná 
logo ao do cent r o da parede, e s ubstituindo os subindi~ 
ces ''1'', 11 2" e ''3" da e q . (4), re spectivamente por "n-1 '! 
"n" e "n+l" a equação para o e nésirno subvolume de 
ma ssa associado ao interior do piso fica: 

t t 
(T(n-l) - Tn)ÕT/~ 

t t 
(Tn- T(n-l))ôT/~ + 

+ C (Tt+l - Tt) 
n n n 

(6) 

Cobertura . As e quaç ões que determinaram as tempe
raturas na cobertura podem se r obtidas da particulari
zação da s equaç ões da parede genérica (da mesma forma 
como foi particularizada para um nó do piso). Entretan
to, pelo fato desta ser muito fina, é desprezível o ter 
mo de massa, anulando o t e rmo temporal, tendo- se uma e~ 
qua ção em regime estacionário. Também se admite que as 
temperaturas na superfície interna e externa são muito 
próximas, podendo-se desconsiderar sua resistência de 
condução. 

Equações das Temperaturas Futuras. Para se resol
ver o sistema de equaç ões gerado nos diversos . nós que 
compõem a es tufa explic ita-se a temperatura Tt+l em fun 
ção das temperaturas conhecida s no instante t, e dos sub 
volumes a ssociados aos nós. 

Escrevendo-se as resistências de condução (~) e 
a capacidade térmica (C) em termos do s subvolumes asso
ciado s a cada nó, tem-se 



D.X/(kA) 
p D.x A c 

(7) 
(8) 

onde A área perpendicular ao fluxo de calor (fase da 
parede) 

k condutividade térmica 
p massa especifica 
c calor especifico 

Na equação (8) D.x deve ser substituído por D.X/2 se o nó 
estiver na superfície. t+ 1 

Resolvendo-se, para a temperatura futura T , a 
equação genérica (5) para expressar, por exemplo, o ba
lanço na superfície externa da parede norte e identifi
cando-a com o nó em questão através da nomenclatura usa 
da na fig. (2), tem-se: 

t+1 Tt [1 - D.•r( 2k ih 
TNe = t>x• + ep--rxl 1 + 

Ne c p 

ih D.T t 2k D.-r Tt 2 D.-r t aN 
+ c pt:,x Tamb + c p t:,X 2 +---- H90 N c P t:,X 

(9) 

onde, h é a soma dos coeficientes de troca de calor por 
convecção e radiação. 

E, da mesma forma, resolvendo-se a equação dos nós 
internos da massa associada ao piso da estufa, eq. (6), 
para a temperatura futura rt+1, tem-se 

Tt+1 
p(n) 
D.-rk 

+c p D.X 2 

= Tt (1-2 D.Tk) + 
p(n) c P D.x 2 

(T + T ) 
p(n-1) p(n+1) 

( 10) 

Critério de Estabilidade para Convergência da So
lução Numérica do Sistema de Equações. Não se po

de ter coeficientes negativos para as temperaturas "pre 
sentes", rt[4]. Isto é, se D.-r é muito grande ou D.X mui::
to pequeno, os coeficientes de rt nas equações (9) e ( 10), 
respectivamente {1-2(D.Tk/cpD.X 2

} e {1-D.-r[(2k/cpD.x 2
) + 

+ (2h/cpD.X)]}, podem se tornar negativo, violando o se
gundo principio da termodinâmica. Nas ref. [2] e [3] ve 
se, ainda, que os nós de superfície tornam-se os centro 
ladores para o valor permissível máximo para D.-r. -

Das propriedades e características de funcionamen 
to da estufa, se deduz D.-r< 17,6 min., para que estes 
coeficientes não sejam negativos [2]. 

Coletor. Os coletores estão em série totalizando 
48 m de comprimento. O absorvedor, para efeito de cálcu 
lo, foi dividido em 40 seções de 1,2 m de comprimento~ 
resultando para cada secção os nós mostrados na figura 
(3). 

Figura 3 . Esquema geral dos nós e resistências té.!_ 
micas para cada seção do absorvedor. 

229 

Equacionando, de forma semântica, o balanço de 
energia no fluido de trabalho, no intervalo de tempo 
D.-r, tem-se: 

O nó associado ao fluido de trabalho, no centro 
de cada seção, tem uma var.iação de energia interna i
gual ao fluxo liquido de calor trocado entre este e o 
da superfície externa do absorvedor. 

Utilizando a nomenclatura usada na fig. (3) ~ex 
pressão para a equação anterior fica: 

m Cf (Tt 
fs 

(ll) 

onde a temperatura Tf do fluido em cada seção será uma 
média entre as de enErada e saída da mesma seção. A tem 
peratura de entrada na seção seguinte será a de saída 
da anterior. 

Da mesma forma podemos escrever o balanço de e
nergia na superfície do tubo absorvedor: 

O calor ganho do sol por um nó da superfície ab
sorvedora é igual a soma dos fluxos de calor deste pa
ra o nó do fluido de trabalho e para o nó da cobertura 
mais a variação da energia interna (a qual é desprezí
vel em relação as outras energias envolvidas) . 

De forma simbólica: 

Tt Tt Tt Tt 
t At pef (1-L) (-ra) 

a - f a - c 
Ho'c + + 

c Rf +~ R c i 
Tt Tt 

a - c ( 12) + 
R 
ri 

refletividade efetiva dos refletores onde, P f 
L e perda ótica na fresta entre cobertura e re 

fletor 
(-ra) produto transmitância-absortância. 

Na cobertura tem-se que: 
O fluxo líquido de calor trocado (por radiação e 

convecção) entre o absorvedor e a cobertura é igual ao 
fluxo liquido de calor trocado (por radiação e convec
ção) entre a cobertura e o interior da estufa. Isto é, 

+ ( 13) 
R 

c e 

Na ref. [2] são analisadas as trocas de calor por ra
diação da cobertura com os diversos elementos (com tem 
peraturas distintas) do interior da estufa. 

PROGRAMA 

As equações dos balanços de energia da estufa e 
do coletor foram resolvidas através de um programa em 
linguagem BASIC rodado em um microcomputador Polimax . 

Neste programa todas as equações são resolvidas 
para os dados de radiação e temperatura ambiente for
necidos de 15 em 15 minutos das 6 às 18 horas para o 
dia do ano que se quer simular . 

O programa começa determinando a posição que o 
coletor deve-se encontrar para o dia do ano que se es 
tá simulando. E, para cada horário do dia responde so
bre a posição do sol, áreas de paredes e pino ensola
radas, área de captação do coletor, momento em que a 
radiação solar entra ou sai do ângulo de aceitação de~ 
te, rendimento do sistema coletor-estufa e em que tem
peratura se encontra o destilador de amônia da geladei 
ra. 

SIMULAÇÃO 

Com o objetivo de observar o funcionamento do si~ 
tema coletor-estufa-geladeira, na fase de destilação da 
amônia, para a situação do mês mais frio (julho), em 
Porto Alegre, foi realizada uma simulação com dados de 



radiação solar (direta e total) e temperatura ambiente 
para um dia de céu limpo deste mês. Os resultados desta 
simulação são mostrados na fig. (4). 

! ' C! tEM PE RATURA DO ÓL EO I X ! I i"/•' I 

1401- llt:NLJ IMF.r.õTO 
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Figura 4. Simulação para um dia tipico de julho. 

CONCLUSÕES 

A forma como se apresenta o método de cálculo no 
modelo permite uma completa flexibilidade de todos pa
râmetros. Isto é, permite simulações para diferentes ca 
racteristicas fisicas, óticas e térmicas na estufa, no; 
coletores e no destilador de amônia. Desta forma, tem
se um instrumento de resposta rápida que pode ser empre 
gado no dimensionamento e análise (inclusive para dife~ 
rentes condições climáticas e geográficas) de projetes 
deste tipo de sistema. 
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RESUMO 

Fo-i. 1tea.Uza.do um u.tu.do teÕIL-i.c.o e e.xpeJL.úne.nta.l dM pe.ILdM de. e.ne~tg-i.a. têtun-i.c.a. de 
uma. c.a.v-i.da.de. c.onc.ent!La.do!La., do t-i.po CPC não eva.c.ua.do. O a.b~o!Lvedo!L utã !Le.vut-i.do po!L 
uma. 6upe~t6Zc.-i.e 6 e.let-i.va. e -i.Yl6 ell-i.do exc.e.ntll-i.c.a.me.nte em uma. e.nvo~ de. v .i. diLo. O coeM
c.-i.ente de pe.ILdM 71é.d.i.o, no -i.Ylte~tval.o de temp~ b.T = 50 a. 150 C, ILUultou ~e.IL 
-i.gual. a. 1,,01 '•1Im 2 C e 06

0
val.OILU mâx-i.mo e mZn-i.mo -i.g~ a. O, 7 l•l/ m2 °C pa.!La. b.T = 30°C e 

1, 2 W/m 2 C pa.!La. b.T = 150 C. 0~ ILUulta.do~ do modelo teÕIL.i.c.o p!Lopo~to !Le.p!Loduze.m lle.la.
t-i.va.mente bem CM val.O!Lu expe!L.i.menta..i.6 dM pe.ILdM de. ene!Lg.i.a.. 

INTRODUÇÃO 

As atividades de pesquisa e desenvolvimento de co
letores solares, realizadas no Grupo de Pesquisas FAE da 
UFPE, têm permitido estabelecer um conjunto de procedi
mentos de carâter metodolÓgico para a obtenção de coleto 
res concentradores como produto final da pesquisa. Os 
componentes básicos desse conjunto são: metodos de simu
lação numérica, testes de laboratório, testes de campo e 
modelos teóricos. 

A determinação dos parâmetros característicos do 
coletor, eficiência ótica e coeficiente de perdas térmi
cas e realizada mediante testes de laboratório e testes 
de campo . Este trabalho refere-se em particular a uma 
experiência de laboratório efetuada Eara determinar o 
coeficiente de perdas térmicas em funçao da temperatura, 
de uma cavidade concentradora do tipo CPC. Tambem foi 
elaborado um modelo teórico para a obtenção do coefici
ente de perdas cujos resultados são comparados com os 
valores experimentais. 

Trabalhos sobre o desempenho termico de concentra
dores tipo CPC, com protóti~os de laboratório, foram fei 
tos por Rabl 111 e Hsieh 121. No primeiro caso foram es
tudadas cavidades não evacuadas com o absorvedor coberto 
por uma superfície seletiva e no segundo, a cavidade Óti 
ca estava evacuada e o absorvedor, com superfície sele = 
tiva, se encontrava inserido numa envoltura de vidro. ~ 
importante frisar que este Último concentrador requer, 
do ponto de vista construtivo, da existência de uma tec
nologia de vâcuo para grandes volumes, de boa qualidade. 

Uma alternativa, relativamente econômica , e de bom 
desempenho termico e a configuração estudada neste traba 
lho onde o absorvedor com superfície seletiva estâ inse= 
rido numa envoltura de vidro no interior de uma cavidade 
não evacuada . As possibilidades desta configuração foram 
testadas num trabalho anterior 131 , apresentando valores 
do coeficiente de perdas consideravelmente baixos ( em 
torno de 1 W/m 2°C). Este trabalho foi realizado com o 
objetivo de verificar os resultados preliminares obtidos 
para esta configuração e elaborar um modelo teórico que 
permita sua generalização para diversas concentrações e 
ângulos de aceitação. 

METODOLOGIA EXPERIMENTAL 

Descrição do protótipo de laboratório. A experiên
cia realizada tem como finalidade determinar as perdas 
de energia termica de um concentrador tipo CPC, num pro
tótipo de laboratório. O absorvedor tipo aleta, que cor
responde ã geometria da cavidade, foi substituÍdo por um 
absorvedor cilÍndrico . A tabela 1 mostra os parâmetros 
de projeto adotados na construção do protÓtipo 141. 

A cavidade concentradora foi construÍda com poli
ester reforçado com fibra de vidro e revestida com super 
ficie refletiva de 60 % de refletividade. No interior dã 
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cavidade localiza-se o absorvedor, um tubo de aço inox 
de 9 mm de diâmetro revestido com adesivo seletivo de 
emissividade 0,1 e envol tura de vidro pirex de 30 mm de 
diâmetro. O absorvedor abriga no seu interior uma resis
tência eletrica como fonte de calor. O conjunto cavidade 
-absorvedor estâ inserido numa caixa de alumínio com co
bertura de vidro comum de 4 mm de espessura . A figura 1 
mostra uma vista do protÓtipo com suas dimensÕes . 

Tabela 1. Parâmetros de projeto do protótipo de labo
ratÓrio. 

Parâmetros CPC ideal 
(ale ta) 

Configuração \] 
Ângulo de aceitação 5, 74 o 
Concentração geométrica 6,00 
Cone. geom . efetiva ----
Altura da aleta 8,33 mm 
Diâmetro do tubo ----
Abertura 10,0 cm 

CPC MV-2 
(tubo) 

\] 
5, 74 o 
6, 0 
3,53 
----
9,0 mm 

10,0 cm 

1 - CoMrt. •• VIdro 

1- Enwolt. dt VIdro 

I- Atleorwtdor 

4- laolonte 

!5 - Suptrf . Rtflttoro 

e -C a.'"' alum ín io 

Figura 1. Protótipo de laboratÓrio. 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

As perdas de energia foram determinadas mediante o 
aquecimento eletrico do absorvedor ate que as condiçÕes 
de equilÍbrio termico fossem atingidas 111. O coefici 
ente de perdas e obtido portanto como: 



Tabela 2 , Perdas têrmicas e temperaturas no protótipo de 
u 

p 
c 

A b.T 
c 

(01) · laboratório* 

Dois tipos de medidas da potência foram realiza
das: uma com a cavidade livre e outra com a cavidade pre 
enchida com isolante térmico. No primeiro caso a potên~ 
cia medida representa a perda térmica total Pt ou seja 
as perdas pela cavidade mais as perdas inferiores e late 
rais do protótipo. O segundo tipo de medida, P ., estimã 
estas Últimas além de uma pequena perda pela ticavidade 
quando preenchida com isolante (P .). Portanto a perda 
térmica pela cavidade pode ser cai~ulada através det 

p 
c 

p - p . + p . 
t t~ Cl 

(02) 

Os valores de P . que constituem uma pequena fração de 
P foram estimadÕ~ teoricamente 151 . 

c A potência dissipada na resistência, que permite 
variar a temperatura atingida pelo absorvedor em condi
çÕes estacionarias , era controlada mediante um autotrans 
formador variável, conforme esq uema mostrado na figura ~ 

1 -ESTABILIZADOR . 
2 - REGISTRADOR GRAFICO 
J- RESISTfNCIA 
4- REGULADOR DE VOLTAGEM 
S - VATfMETRO 
S - TERMOPARES 
7- AMPERÍMETRO 
I -VOLTÍMETRO 

Figura 2. Esquema da bancada experimental 

8 

·• 8 

A medição das temperaturas foi realizada utilizan
do-se nove termopares de cobre-constantan . Os pontos de 
medida da temperatura foram estabelecidos segundo o es -
quema da figura 3. Três termopares no absorvedor fixados 
por braçadeiras e três termopares na envoltura de vidro, 
colocados na parte superior em cantata direto com a mes
ma . Os três termopares restantes foram fixados na cober
tura de vidro com cola plástic~ e par! garantir um me -
lhor cantata entre o termopar e o vidro utilizou-se pas
ta térmica. A temperatura ambiente foi medida por um ter 
mÔmetro de mercúrio. 

7 e 9 

Figura 3. Pontos de medida de temperatura 

A tabela 2 apresenta os resultados obtidos, onde 
cada medida de temperatura representa a média das leitu
ras nos três termopares em cada elemento: absorvedor 
(b.T), envoltura (b.T) e cobertura (b.T ), relacionadas em 
função da diferençae de temperatura ~bsorvedor-ambiente 
(b.T). 
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cavidade livre cavidade isolada 

b.T p b.T b.T p . b.T b.T p . p 
t e c t~ e c c~ c 

30 9,26 9,6 1,1 7,14 12,7 - 2,5 0 , 51 2 , 63 

50 16,27 18,1 4,9 11,85 25,2 -1,8 0,94 5 , 36 

70 25,58 26,7 8,6 16,53 37,7 -1,2 1,40 8 ,45 

90 31,11 35,2 12 , 4 21 ,21 50 , 2 -0 , 5 1 ,89 11 ,7 9 

110 38 ,82 43,7 16,1 25 , 88 62,8 0,1 2 , 42 15,36 

30 46,68 52,2 19,8 30 ,53 75 , 3 o, 7 2, 97 19,12 

50 54 ,66 60,8 23 ,6 35,19 87,8 1 , 3 3,56 23 , 03 

*Potencia em Watt e temperatura em -c . 

ANÁLISE TEÕRICA 

Estudos teóricos foram realizados por Rabl 161 e 
Hsieh 121 para concentradores CPC com configuração seme
lhante à estudada neste trabalho . No problema analisado 
por Rabl o absorvedor tem a geometria ideal. No concen
trador estudado por Hsieh a Única modificação em relação 
ao caso ideal é a utilização de uma envoltura cilÍndrica 
em torno de um absorvedor ideal , também cilÍndrico. A re 
gião entre ambos cilindros esta evacuada. Como menciona~ 
do anteriormente o concentrador analisado neste trabalho 
estã constituÍdo por um absorvedor cilíndrico que difere 
da geometria ideal, tipo aleta, e uma envoltura de vi
dro, não evacuada e excêntrica com relação ao absorve -
dor. Para a descrição dos mecanismos de perdas o espaço 
da cavidade, inserida no meio ambiente , foi dividido em 
três regiÕes segundo o esquema da figura 4 . 

I 
I 
I 

Te 3 Tm 

I 
I 
I 
I I I 

I I 
I I 
\ I 
\ 2 I 
\ I 
\ I 
\ I 
\ I ' --,, ,' \ "' p \ / 

Te I <'~-r-/ ', -r: . 11 / 
Ta~~--

"'I 

H c 

Figura 4. Esquema das regiÕes utilizadas no estudo teó -
rico. 

O balanço de energia entre as regiÕes 1 e 2 e en
tre as regiÕes 2 e 3, permite es crever duas equaçÕes de 
equilÍbrio , onde as temperaturas conhecidas são a tempe
ratura do absorvedor, T e a temperatura ambiente, T ,e 
as incÓgnitas, as tempe~aturas da envoltura de vidro ,~ 
e da cobertura de vidro, T . Denominando ~ os termo~ 
de perdas radiativas e Q cas convectivas er denotando 
com um sufixo adicional ac região correspondente,pode-se 
escrever: 

Q + Q 
r1 c 1 Qq + QC2 (03) 

Qr2 + Qq QCJ + Qc 3 
(04) 

O termo Q de troca radiativa entre ambos cilin
dros é bem conhe~do 171 . Para Q foi utilizada uma ex
pressão do número de Nusselt abtiá~ por Meyer 181 para 
cavidades tipo V-trough . As expressÕes correspondentes a 
Q e Q são também relativamente bem conhecidas 191 . 

r3 c3 



Para a obtenção dos termos Qc e Q foi necessá
rio uma analise especÍfica. As perdaà con~êctivas entre 
cilindros com uma geratriz em contato requerem, quando a 
expressão da referência 9 e utilizada, o conhecimento da 
quantidade de calor transferido por condução entre ambos 
corpos . Uma solução obtida na referência ., 5 foi utilizada 
para esse caso particular. Com relação ao termo Q de
pendente dos fatores de intercâmbio radiativo da r 2cavi 
dade (exchange factor) 1101 foi empregado um procedimen 
to de interpolação entre duas situaçÕes extremas : cavi~ 
dade com paredes cinzas e com espelhos perfeitos. 

As expressÕes utilizadas foram as seguintes : 

Para a região 1 

. 
Q A E O (T 4 

- T4 ) 
r1 a eff a e 

onde a emissividade efetiva e dada por 

Q 
CJ 

1 

E 
a 

1 
1 - E A 

a a 
- E--A 

e e 

D 
R = __!:. 

D 
a 

(05) 

(06) 

(07) 

onde para K ff foram utilizadas as expressoes da referên 
cia 9, pag lzi5. 

Para a região 2 

(08) 

onde a emissividade efetiva , função dos fatores de inter 
câmbio e calculada em 151 resultou nos valores de 0,5 e 
0 ,6 para as emissividades da envoltura e cobertura com
preendidas entre 0,8 e 0,94 , respectivamente. 

[2 g (T - T ) Pr] 
n2 

QC2 A k C! (6 - c2))n 1 e c 
c v2 (T + T ) 

e c 

X 
H 3n 2-l (T - T ) (09) c e c 

onde c1 , c2 , n1 e n2 sao valores citados na referência~ 
6 o ângulo de inclinação do protot1po neste caso igual a 
zero, e H a altura entre a envoltura e a cobertura vis
ta na figfira 4 

Para a região 3 

A E cr (T 4 

c c c 

onde T e a temperatura do ceu, dada por 121 
s 

T 
s 

Ac ~ 0,14 (Gr Pr) !/3 (Tc - Tm) 
m 

onde Lm e o comprimento caracterÍstico dado por 

igual a (L+W)/2. A expressão (12) corresponde a 
turbulento. 

(lO) 

(11) 

(12) 

regime 

As equaçÕes (03) e (04) foram calculadas numerica
mente mediante um procedimento iterativo6 para T = 26°C 
e T variando no intervalo de 56°C a 186 C. As mconstan 
tesa físicas dos materiais da cavidade foram as seguin ~ 
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tes: 

E 0,1 emissividade do absorvedor a 
E 0,8 - 0,94 emissividade da envoltura e 
E 0,8 - 0,94 emissividade da cobertura 

c 
p 0,6 refleti v idade das paredes 

da cavidade 

Os resultados numéricos são apresentados no prÓxi
mo item. 

APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Os resultados experimentais foram ajustados median 
te curvas de regressão. As perdas pela cavidade foram ob 
tidas a partir da diferença entre as curvas de regressãO 
das perdas totais nas duas condiçÕes, com e sem isolante 
na cavidade, adicionando-se a este resultado as perdas 
pela cavidade enquanto isolada (P .), segundo a equação 
(02). C1 

O gráfico da figura 5 mostra os resultados experi-
mentais comparados com os resultados teóricos obtidos 
para os dois valores de Eeff' 0,5 e 0,6. 

p 
(W) 

20 

15 

lO 

_,.·· 

/~ .. 
I .: 
I/ 

I,-
1 .' 

" ... 
:t/ 

../ 

-------. Experimental 
Teórico f.eff 0 .6 

................... Teórico teff 0 .5 

Figura S. Resultados experimentais e teóricos das perdas 
de energia térmica. 

Utilizando a expressão (01) foi calculado o coefici 
ente de perdas versus a diferença de temperatura 6T , o 
que pode ser visto na figura 6. O valor médio deU no in 
tervalo 6T de 30 a 150°C resulta igual a 1,01 W/m2°C e 
os valores máximo e mínimo iguais a 0,7 W/m2°C para 
6T = 30°C e 1,2 W/m 2°C para 6T = 150°C. Verifica-se por
tanto uma importante variação do coeficiente U no in
tervalo de temperaturas estudado, comportamento que ~i
fere consideravelmente dos coletores planos.Duas regioes 
podem ser identificadas , a de baixas temperaturas, com 
um râgido crescimento de U e a região entre 6T = 70°C 
a 150 C onde o crescimento ê aproximadamente linear e re 
lativamente lento. Com o mesmo protótipo do laboratório 
e com o absorvedor sem envoltura de vidro foi obtido 131 

U = 1,6 W/m2°C, a a C - 3 5 sem envolt P r eff - ' 

A diferença entre ambos pode ser explicada pela presença 
do tubo de vidro que atua como inibidor das perdas con
vectivas. 

Na referência 1 coletores similares ao do presente 
trabalho, com superfÍcie seletiva e sem envoltura de vi
dro na região do absorvedor, apresentaram coeficientes U 
iguais a 

para C 6,5X e 



U = 3,00 l~lm 0 c, para C = 3X , 

valores que são consideravelmente superiores aos acima 
citados . Hsieh I 2 J, em coletores CPC evacuados, observou 
um valor médio de 0,48 Wlm °C, que pode ser considerados 
como um limite prático para este tipo de concentradores. 

Finalmente e como pode ser observado na figura 5 
os resultados teõricos constituem uma boa representação 
das perdas de energia da cavidade concentradora tanto do 
ponto de vista dos valores absolutos como do comportamen 
to das perdas de energia em função da temperatura. -

o 
o 

o 

o !por 
o 

~· o 
u 
o 

N 
IE ...... 
~I o 

::> 

0,~0 

30 ro 70 90 110 130 100 
li T (°C) 

Figura 6. Coeficiente de perdas . 

CONCLUSÕES 

O método experimental utilizado para medir o coefi 
ciente de perdas térmicas de coletores tipo CPC fornece 
um meio relativamente simples e rápido para se obter 
esse parâmetro. 

Os valores observados apresentam uma considerâvel 
variação com a temperatura, a diferença do que acontece 
com os coletores planos. 

O valor médio do coeficiente de perdas foi igual a 
1,01 Wlm °C , valor este consideravelmente menor que o 
observado por outros autores com equipamentos similares 
e não muito superior ao valor de 0,48 Wlm °C, observado 
por Hsieh em uma cavidade cuja tecnologia de fabricaçao 
é bem mais complexa e onerosa . 

O modelo teÕrico desenvolvido constitui uma boa 
representação do fenômeno de perdas de energia da cavi -
dade estudada , fornecendo resultados numéricos que repro 
duzem com boa aproximação os resultados experimentais . -

AGRADECIMENTOS 

Os autores agradecem a colaboração financeira do 
FIPEC e CNPq, e o excelente apoio técnico de José Marti 
niano de Aguiar. 

NOMENCLATURA 

C 3 concentração geométrica 
W = largura da abertura da cavidade 
L = comprimento da cavidade 
T 
D 
A 

t:,T 

b.T 
e 

b.T 
c 
k 

temperatura 
diâmetro 
are a 
T - T 

a m 
T - T 

e m 
T - T 

c m 
condutividade térmica do ar 

keff = condutividade térmica efetiva do ar 

g = aceleração gravitacional 
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Pr • numero de Prandtl 
Gr a número de Grashof 

cr = constante de Stefan Boltzmann 
v z viscosidade cinemática do ar 

Indices 
m = meio ambiente 
a = absorvedor 
e = envoltura de vidro 
c = cobertura de vidro 
l = região entre o absorvedor e a envoltura 
2 = região entre a envoltura e a cavidade 
3 = região entre a cavidade e o meio ambiente 
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-PUC/ RJ 

NOMECLATURA w Relativo ã placa absorvedora 
Relativo ao ambiente 

A 

a-
h 
Cp 
e 
D 
F 

F.,._c 
G 
h., 

Área; 
Altura livre de escoamento; 
Largura do coletor; 
Calor específico do ar; 
espessura media de isolante; 
Diâmetro equivalente D ; Aci/Lci; 
Fator de radiação (eq. lO) ; 
Fator de forma absorvedor - cobertura 
Relação vazão mãssica/ârea total do coletor; 
Coef. de transferência de calor - placa corruga-
da; 
Coef . de transferência de calor - cobertura; 
Coef . de transferência de calor radiativo ; 
Coef. de transferência de calor - cobertura/ambi 
ente; 
Coef . de transferência de calor - canal de pla-
cas planas; 
Radiação solar incidente no plano de coletor ; 
Condutividade Térmica do ar ; 
Condutividade térmica do isolante ; 
Comprimento do coletor ; 
Comprimento do ciclo corrugado; 
Vazão mâssica; 
NÚmero de mÓdulos corrugados; 
Número nusselt Nu ; h.,D/K; 
NÚmero de nusselt Nu ' ; hpa-/K; 
NÚmero de prandtl; 
Número de reynolds Re ; 2m ; 

pD 
Radiação absorvida na placa corrugada S =Ig(Ta) ; 
Temperatura ; 
Coef. global de transf . de calor - çobertura - am 
biente; 
Coef. global de transf . de calor - isolante ; 
Velocidade do vento . 

Letras Gregas. 

e 
a 
T 

E 

o 
n 

Ângulo do corrugado; 
Absortividade; 
Transmissividade; 
Emissividade; 
Constante de Stefan Boltzman; 
Eficiência (eq . 12) . 

Subscritos . 

a 
c 
c. 1 
i 

Relativo 
Relativo 
Relativo 
Relativo 
Relativo 

ao fluxo de ar; 
ã cobertura; 
ao ciclo corrugado; 
ao mÓdulo corrugado; 
ao coletor como um todo 
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INTRODUÇÃO 

A utilização de energia solar para o aquecimento 
de ar vem sendo bastante difundida principalmente em 
sistemas para conforto ambiental (em regiÕes mais 
frias) e em sistemas de desumificação de produtos. 

A utilização de aquecedores solar para secagem 
de produtos agropecuârios, mostra ser uma forma barata 
e eficiente de obtensão de energia térmica {1} , a qual 
proporciona o aquecimento do ar ã temperaturas ideais 
de desumidificação, na fai xa de 40-60°C. 

O desenvolvimento de coletores solar mais efici
entes para o aquecimento de ar esta ligado principal
mente ã três linhas de estudo: 

a) Desenvolvimento de superfícies seletivas, se
ja para cobertura, seja para o absorvedor; 

b) Utilização de dispositivos tipo colmeia; 
c) Desenvolvimento de novas geometrias de absor 

vedor, a qual aumente a taxa de calor transfe 
rido para o fluxo de ar . 

As técnicas de aumento de eficiência (a) e (b) 
certamente proporcionam resultados bastante satisfató
rios, porem um significativo acréscimo de custo 1n1-
cial dos sistemas serâ observado. Portanto, a busca de 
soluçÕes alternativas tipo (c) tem sido bastante utili 
zadas {2}, {3}, {4} como forma de propor modelos de co 
letores simples, baratos eficiêntes. -

Este trabalho pretende avaliar, teórica e experi 
mentalmente , o desempenho de um coletor solar com flu= 
xo de ar entre a cobertura e o absorvedor , com geome
tria do absorvedor corrugada em V transversalmente ao 
fluxo, como mostra a fig. 1. 

a~ 

Fig . 1 - Diagrama PSC111 €'flliitirn do coletor analisa 
cl n. 



utilização da geometria cor rugada em trocadores 
de calor , em geral e uma forma bastante prática de au
mentar a àrea de troca sem que para i sso o comprimento 
t otal do trocador seja aumentado, fora isso a variação 
da ãrea da seção transversal ao l ongo do escoamento , 
devido à geometria corrugada em V, faz com que s urjam 
r egiÕes de r ecir cu l ação que vem agir como promotoras 
de turbulência , aumentando o coefi ciente de transferên 
cia de calor entre a superfí cie absorvedora corrugada 
e o ar. 

ANALISE TEÕRICA 

A análise teórica aqui desenvolvida baseia-se 
nas equações de balanço de energia com consideração de 
regime permanente, aplicadas ã módulo s geometricamente 
simé tri cos como mostra a fig. 2 . As t emperaturas da co 
bertura e do absorvedor são consideradas cons tantes em 
cada módulo i. 

~ 
T3 (i) 

íUt _ilg 

Lei 

---t> 
T3(1+1) 

Fig. 2 - Modulo de análise. 

Portanto ; 

Para o absorvedor: 

SAc = hwAw(Tw(I)-Ta(I)) + hrAw(Tw(I)-Tc(I)) + 

UbAw(Tw(I)-Too) 

Para a cobertura: 

UtAv(Tv(I)-T00) = IgAco;c + hrAw<Tw(I) - Tc(I-)) + 

hcAc(Ta(I)-Tc(I)) 

Para o ar: 

mCP(Ta(I+l) - Ta(I)) 

hcAc(Ta(I)-Tc(I)) 

hwAw<Tw(I)-Ta(I)) -

(1) 

(2) 

(3) 

Torna-se nescessária uma avaliaçÃo dos coeficiên 
tes de transferência de calor de calor relacionados 
nas equaçÕes de balanços: 

(i) Coeficiente de tr ansferência de calor convec 
tivo entre o ar e o absorvedor. 

Este tipo de escoamento e caracterizado pela va
riação da ãrea da seção transversa l de tal maneira que 
a análise por módulos e a mais convenient e na qual po
de ser definido um n~mero de Nusselt médio o qual va
ria apenas com a posição do modulo ao longo do escoa 
menta, com os parâmetros geométricos (8 e a-/Lei) e 
com o n~mero de Re ynolds: {

5
} _ 

De acordo com Bra s1l , o numero de Nus se I t pa
ra escoamen t o ciclicamen t e desenvolvido e dado por: 

Nu = aR - b e (4) 

Onde as constantes a e b sao dadas para os diver 
sos parâmetros geométricos na fig. 3. Cabe observar 
que a equação (4) é vâlida na faixa de Reynolds de 
1000 ã 10.000. 
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las, 
ra o 

e a- /Lei a b 

300 0,21 4,2 0,81 
0,45 3 , 44 0,31 
0 ,71 2' 18 0,30 

45° 0,21 27 ,3 0,26 
0,45 2 ,5 0,14 
o, 71 0,54 0 ,0 7 

Fig. 3 - Valores da constante a e b par Pr = 0,7 

(ii) Coeficiente de transferência de calor convec 
tive entre o ar e a cobertura. 

Para convecção forçada em canais de 
Pinheiro Neto{6l, propÕe, a seguinte 
n~mero de Nusselt: 

Nu' = hp a 0 ,0161 2 R 0,864 n e Pr 
K 

Onde: 

n = 0,00871 + 0,1337 log Re 

placas Earal~ 
expressao pa-

(5) 

Porém a placa absorvedora corrugada faz com que 
um aumento nes te coeficiente seja obser{ado. Com base 
no trabalho desenvolvido por Lima Filho 7}, pode-se pro 
por a seguinte relação: -

h c 
c Re -d 

hp 

As constantes c e d sao obtidas na fig. 4, 
diversos parâmetros geométricos . 

e a-!Lei c d 

30° 0 , 21 5,39 0,1769 

45° 0,21 4. 91 o' 165 7 

(6) 

para 

Fig. 4 - Valores das constantes c e d para Pr=0,7 

(iii) Coeficiente global de perdas pela cobertura 

Considerando as perdas covectivas e radiativas , 
o coeficiente global de perdas e dado por: 

ut hoo + OEc (Tc4(r)-Ts~yl 

(Te (I)-Too) 
(7) 

A temperatura efetiva de troTa radiativa para o 
a~biente, Tsky é dada por Swinback 8} , através da rela
çao: 

Tsky = 0,0552 Tool,5 (7 a) 

O Coeficiente convecfi~o de perdas para o vento é 
dado por Duffie e Be ckmann 9 , como: 

hoo 2,8 + 3,0 v (8) 



(iv) Coeficiente global de perdas condutivas pa 
ra o ambiente . 

Considera-se que as perdas para o ambiente por 
condução no isolante, podem ser quantificadas com base 
na espessura média de isolante, logo: 

(9) 

e 

(v) Coeficiente radiativo de transferência de ca 
lar entre o absorvedor e a cobertura. 

Pode-se estimar a transferência de calor por ra
diação entre a cobertura e o absorvedor , de tal forma 
que o coeficiente linearizado de radiação seja dado 
por: 

(lO) 

Onde F é dado por: 

(1-e:c) 1 
F a/( + -- + (11) 

Fw- c 

Com base nas equaçÕes (1) - (3) , complementadas 
com a avaliação dos coeficientes de transferência de 
calor expressos nas equaçÕes (4) - (11), pode-se obter 
para determinadas condiçÕes de operaçÕes os valores da 
distribuição de temperatura na cobertura e no absorve
dor (Te e Tw) , bem como o aumento da temperatura do ar 
ao longo do coletor . Observa-se que os coeficientes de 
h~ e Ut , levam uma não linea~idade no siste~a d~ equ~ 
çoes (1), portanto , a resoluçao destas equaçoes e fei
ta de uma forma iterativa a partir de valores iniciais 
estimados para hr = 7 W/m2 - K e Ut = hoo . Logo de po~ 
se da temperatura de entrada de ar em cada modulo i, 
obtem-se de modo iterativo Tw(i) pelas equaçÕes (1) e 
(2) obtendo-se daí , através da equação (3) , a tempera
tura de saída do ar no mÕdulo. Evoluindo em todos os 
mÓdulos do coletor, pode-se obter a temperatura de saí 
da do ar , e, portanto a eficiência térmica do mesmo : -

n (12) 

Foi desenvolvido um simples programa computacio
nal para a avaliação do protótipo construido, baseado 
na analise teórica desenvolvida, tendo como entrada os 
parâmetros geométricos do coletor, vazão mãssica de ar 
e condiçÕes metereolÕgicas e obtendo-se uma simulação 
do comportamento do mesmo. 

ANÁLISE EXPERIMENTAL 

Para obtensão das curvas de rendimen to para este 
tipo de coletor , foi construido um protótipo com carac 
terística gerais listadas na fig . 4. Foram realizados 
testes de campo obedecendo a norma ASHRAE 93-77 . 

As medidas de temperatura foram tomadas utilizan 
do-se termopares Cromel - Alumel, devidamente calibra~ 
dos . 

A medida de vazão de ar foi feita através da que 
da de pressao em um bocal calibrado de 75 mm de diâme~ 
tro nominal . 

A radiação solar foi medida em um piranômetro 
de precissão, marca Kip- Zonen (Hol), posicionado no 
mesmo plano do coletor e interligado à um registrador 
gráfico . 

A velocidade do vento foi medida através de um 
anemômetro de concha com totalizador. 
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Ar 1,09 m2 (Área total) 

b 0,7 m (Largura) 

Lei o, 104 m (Comprimento do ciclo) 

e 30° (Ângulo do corrugado) 

a - 0,02 m (Altura mínima de escoamem 
to) 

N = 15 (NÚmero de módulos corrug~ 
dos) 

Isolante - Lã de vidro com e 0,115 m 

Placa absorvedora - Fibra de vidro enegrecida com 
tinta preto fosco comercial. 

Cobertura - Vidro comercial com espessura de 4 mm 

Fig. 4 - Característica do protótipo . 

RESULTADOS E DISCUSÕES 

O protótipo construido foi testado em quatro dias 
claros com 480w/m2 de radiação média com velocidade do 
vento média de 2,4 m/s. Dois níveis de relação vazão/á
rea do coletor foram imposta: Uma de 0,035 Kg/s - m2 e 
outra mais alta de 0,09 Kg/s-m2 . A fig. 5 mostra as 
condiçÕes metereolôgicas de radiação solar e temperatu
ra ambiente para um teste típico. Os resultados teóri 
cos e experimentais para estas condiçÕes e para a rela
ção vazão/área de 0,09 Kg/s-m2, podem ser vistos na 
fig . 6 . 

Nas figs. 6 e 7, podem ser vistos resultados ex
perimentais e teóricos para condiçÕes metereolôgicas se 
melhantes e diferentes vazÕes. Cabe observar que os re~ 
sultados apresentados na fig . 7, foram obtidos obtidos 
através de um aquecimento do ar na entrada do coletor 
para efeito da simulação de condiçÕes de operação em 
ciclos fechados. Na fig . 8, são mostrados os valores de 
eficiência térmica do coletor, testado para as duas 
faixas de vazão características . 

1,0 

I 
t' 

' N 
E 
j' 0,8 
~ ,_. 
01 

4 v 1\. 
~ ' • 

/ / r-«> 1\. 
30 

0,6 I \ 
v \ 

28 

9 11 13 15 hora 
Fig. 5 - CondiçÕes tÍpicas de testes 

Os reultados gerais atidos mostram que o protó
tipo construido e simulado funciona em níveis de efici 
ência variando na faixa de 40 - 70% . Uma boa concordân
cia entre os resultados obtidos experimentalmente e si
mulados é observada, porém nota-se que ao início da ma
nhã ao final da tarde, estes resultados fogem ligeira
mente ao resultados simulados, isto 3e da devido a i ner 
cia térmica do coletor a qual não é quantificada no mo~ 
delo teórico proposto. 

A fig. 9, mostra uma comparação entre o modelo de 
coletor proposto e o coletor convencional com placa ab 
sorvedora plana, simulado por Bhargavaf2}. Observa-se 
um sensível acréscimo de eficiência térmica na utiliza
ção da placa absorvedora corrugada devido à um maior 
coeficiente de transferênc ia de calor ar- absorvedor e 
também devido a uma menor troca radiativa entre o absor 
vedar e a cobertura, proporcionada pelo efeito de cavi
dade. 
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CONCLUSÕES 

Com base na análise desenvolvida pode-se concluir: 

a) A utilização da geometria corrugada para o ab
sorvedor não produz um significativo aumento de custo i
nicial do coletor e proporciona um acréscimo de ef iciên
cia t érmica s i gnificativo . 

b) O modelo teórico proposto produz r esu ltados sa
ti sfatóri o para futuros estudos de otimização e dirnensio 
narnento de ou tr as unidades. -

c) Outros estudos podem ser propostos mantendo a 
geome tri a corrugada do absorvedor e analizando variaçÕes 
de geometria do escoamento tais corno: Fluxo sob o absor
vedor, fluxo sob e sobre o absorvedor e escoamen to rever 
so (ida e volta). -

60 I I;F:+f \ c~rlrug . l I l 
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7 1 I l-~ 1-htrl ,. 
/ 

20 I I I I I I I 1 1 1 
1 3 5 7 
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Fig . 9 - Comparação coletor corrugado - coletor 
convencional plano. 
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ABSTRACT 

It was carried a theorical and experimental ana
lysis of the performance of an air solar heater with 
transversal V corrugated absober plate. The plate was 
positionned under the air flow. 

A steady state thermal balance simulation of the 
heater has shown an excellent agreement with the expe
rimental test data. 

The proposed geometry results in significat in 
performance when compared to conventional colectores 
with plane absorber plate. 
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ABSTRACT 

ReAuU6 aJLe. pl{.eAe.nte.d o6 an e.xpeJÚme.ntai. and numeJÚcal .6tu.dy o6 a t;u.J{.bule.nt 
61[.e.e. .6qu.aJLe. je.t o6 o.M.. The. je.t wa.-6 tlte.ate.d a.6 e..Ui.p:ti.c -Ln .the. numeJÚcal .6.tu.dy. The. 
J{.eAuU6 -Lncf.ude. .the. me.an .6tlte.anw-L.t.e. ve.loc-L.ty de.cay on .the. ce.nte!r.line. o6 .the. j e.t , me.an 
.6tlteanw-t-6 e ve.loc-L.ty pl{.o6ileA, .6plte.ad-tng lt.a.teA and .6.ta:ti.c plteA.6UJt.e. d-t.t.Wbu:ti.on-6. Th e. 
e.xpeJÚme.ntal lteAuU6 we.Jt.e. ob.ta-Lne.d w-L.th a p-L.to.t-.6.ta:ti.c .tube. -Ln conjunc.t-Lon w-t.th a 
plt.eA.6Uit.e. tltan.6duce.Jt.. The. .6.ta:ti.c plteA.6Uit.e. lt.eAuU6 J{.e.ve.al .6tltong .6tlte.anw.i.-6 e. gJt.ad-te.n.t-6 
-Ln .the. ne.aJL 6-i_e.ld and -Ln .the. 6u.U..lf de.ve.lope.d J{.e.g-Lon o6 .the. j e.t w-L.th gJt.adual Jt.e.cove.Jt.y 
.to a.tmo-6 pheJÚc plt.eA-6 UJt.e. -Ln .the. 6aJL 6-i_e.ld. 

INTRODUCTION 

Turbulent jets issuing from square nozzles are 
useful, among other areas, in fluidics and ink-j et 
printing . Despite the widespread use of square jets 
in industrial applications, only a few studies [1-4] 
have examined the behaviour of these jets. It should 
be noted that only the study of duPlessis et al. (2] 
was entirely devoted to the square jet . In addition 
to their fundamental relevance, the results of studies 
of square jets are useful to designers. 

The decay of the mean streamwis~ velocity on the 
centerline of the jet has been investigated experi
mentally by Sforza et at. [1] and numerically by 
McGuirk & Rodi [3]. Sforza et al. measured the static 
pressure within the jet and found it to be atmospheric. 
This is at variance with the results of Hussain & 
Clark (8] and Miller & Comings [10] who found subat
mospheric static pressures within a plane jet and 
Quinn et al . [11] who also found subatmospheric static 
pressures within a rectangular jet . The numerical 
procedure empJoyed by McGuirk & Rodi accounted for the 
three-dimensionality of the flow, however, the flow 
was considered parabolic and, as such , streamwise 
static pressure gradients and streamwise diffusion 
were neglected . This is convenient in terms of the 
computational effort and economical in terms of CPU 
time and storage but, as will be shown in this. study, 
does not do justice to the physics of the flow . More
over, all subsonic flows are really elliptic , i.e ., 
diffusion and pressure transmission occur in all 
directions. duPlessis et at. (2] studied the neat flow 
field of the jet experimentally and numerically and 
provided some information on t~1e mean streamwise flow, 
spreading rates and turbulent shear stress. However, 
the three-dimensionality of the square jet was ignored 
and the jet was treated as parabolic in the numerical 
study. 

The present study extends the available informa
tion base on square jets by providing experimental 
data on the static pressure within the jet . Experi
mental and numerical results for the mean streamwise 
velocity and spreading rates are also presented and 
discussed against the background of results obtained 
from a round jet in the sarne flow facility . A three
dimensional finite difference procedure (5] was used 
in the numerical study which treated the flow as 
ellip tic. The elliptic procedure was adopted due to 
its ability to provide a physically more realistic 
representation of the flow . 
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EXPERIMENTAL DETAILS 

The flow facility consisted of a small commer
cial centrifugai fan , a settling chamber and a three
dimensional contraction to which the square slot was 
attached . The fan drew air from the room in which it 
was located and supplied it to the slot via the 
settling chamber and the contraction. The settling 
chamber was a plywood box of 0.76 x 0.76 m cr oss
section and 1 . 23 m long. The box contained a baffle at 
the ups trearn end, alurninurn honeycornb wi th hexagonal 
cells and 5 rnesh-wire screens as shown in Fig . l(a). 
The contour of the contraction was based on a third 
degree polynorninal that had zero first derivatives as 
end conditions. Such a contraction has been found 
suitable by Hussain & Ramjee [6] for wind tunnels and 
jet flow facilities . The contraction ratio (contrac
tion entrance cross-section to slot exit cross-section) 
was 360 . The slot was assernbled from four rnitred 
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Fig . 1 Experimental set-up: (a) plan view se c tion 
through the settling charnber, contraction and 
screen cage , (b) square slot detail . 



pieces of aluminurn, one of which is shown in Fig. l(b). 
The slot exit plane was flush with a 2.44 x 2.44 m ply
wood wall which formed one side of a screen cage that 
extended 3 .66 m downstream fromthewall. The jet 
issued into the screen cage and the damping screens 
helped to curtail large scale movements of air into the 
jet. The experiments were performed in a 7.70 x 7,01 x 
2. 87 m room; the fan , which was supported on antivibra
tion neoprene pads, and the settling chamber were 
located in an adjacent room. 

A three-dimensional traversing system was employed 
for moving the sensor in the flow field. The system 
consisted of a rack and pinion for traversing in the 
streamwise (X) direction and lead screws for traversing 
in the spanwise (Y) and lateral (Z) directions. 
Traversing in all three directions was effected by 
stepping motors that were controlled by the 6502 micro
processor of the Commodore SuperPet 9000. Positioning 
accuracy of the measurement sensor was 0.3 mm in the 
s treamwise direction and 0.01 mm in both the spanwise 
and lateral directions. The base of the traversing 
system was supported on antivibration neoprene pads. 

The mean streamwise velocity and static pressure 
measurements were made with a 2.3 mm o .d. pitot static 
tube in conjunction with a Datametrics pressure trans
ducer and electronic manometer and a DISA digital 
voltmeter with variable integrating times. The pitot 
static tube, made of stainless steel , had four static 
holes and an ellipsoidal head in accordance with the 
requirements of the British standard BS 1042 (1973 , 
partA). The linear relationship between the total and 
static pressure readings of the pressure transducer in 
inches of water and the voltage reading on the elec
tronic manometer was confirmed by calibration . 

The mean streamwise velocity at the center of the 
slot exit plane was 60 m/s and th~s resulted in a 
Reynolds number of about 184 x 10 based on the side 
dimension of the slot. The flow was thus incompres
sible and turbulent. The slot exit plane mean stream
wise velocity was measured and found to be flat over 
almost the entire span, increasing slightly (about 3% 
above the centerline value) as the edge of the slot was 
approached . The streamwise turbulence intensity was 
not measured but this quantity is believed to be much 
less than 1% because of the large contraction ratio. 

NUMERICAL PROCEDURE 

The numerical computations were performed with a 
computer code named PHOENICS [5]. It is a general pur
pose fluid dynamics code that uses either polar or 
cartesian coordinates . Finite differences are used to 
integrate the continuity, momentum and turbulence 
transport equations. The original version of PHOENICS 
contains the unmodified k-c turbulence model. However, 
it is well known [3,12] that the unmodified k-c turbu
lence model overpredicts the spreading rate of a round 
jet by about 40%. The origin of the problem is in the 
c equation [12,13]. The modification of the k-c 
turbulence model suggested by Jia [13] is used in the 
present investigation. 

The finite difference grid used for the numerical 
calculation of the round jet had a non-uniform distri
bution of 40 x 40 cells, covering an area of 
approximately 35 slot diameters in the streamwise 
direction and 12 slot diameters in the cross stream 
direction. The finite difference grid for the sqaure 
jet was also non-uniform and had 20 x 20 x 20 cells that 
covered a volume of about 34 slot heights in the stream
wise direction and 11.5 slot heights in each cross 
stream direction . 

At the exit plane , the boundary conditions were 
uniform velocity of 51 m/s for the round jet and 60 m/s 
for the square jet. The kinetic energy of turbulence 
and its dissipation rate were assumed to be uniform at 
the exit plane and their values were taken from Jia [13]. 
Along the symmetry planes , the usual symmetry boundary 
conditions were imposed. The pressure was assumed to 
be atmospheric far from the nozzles in the streamwise 
and cross stream directions. 

The computations typically required 2 hours CPU 
time on a Cyber 825 for 250 iterations in the case of 
the square jet calculations. 

RESULTS AND DISCUSSION 

The experimental and numerical results for the 
decay of the mean streamwise velocity on the jet center
line are shown in Fig. 2 along with the results for a 
round jet . The experimental results for the round jet 
were obtained in the sarne flow facility and the round 
slot had the sarne exit area and exit conditions as the 
square slot . Uct and Uexit are the values of the mean 
streamwise velocitv anvwhere on the iet centerline and 
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Fig . 2 Centerline mean streamwise velocity decay. 

a t the center of the slot exit plane respectively. De 
is the diameter (equivalent diameter of the square 
slot) of the round slot . The Vena Contracta effect 
triggered by the sharp-edged exit of the slots is 
evident in the initial region of each of the jets . 
The behaviour of both jets in the far field is the 
sarne. The far field data have been fitted to 

Umax 

Uc.e_ Kd (X/De - Ck) (1) 

where Kcl is the decay rate of the jet and Ck is the 
kinematic virtual origin . For the square jet , Kd 
0.192 and Ck = 0.332 (i.e. downstream of the slot 
exit plane) and for the round jet , Kcl = 0 . 192 and Ck 
1 . 128 . For the round jet investigated by Wygnanski & 
Fiedler [7], Kcl = 0.193 and Ck = 3.0. Any di fferences 
in Kd and Ck are attributable to the initial con
ditions (exit geometry, turbulence leve! , exit 
boundary layer type) as has been established by 
Hussain & Clark [8] and Flora & Goldschmidt [9] among 
others. The agreement between the numerical and 
experimental results is excellent beyond the initial 
region. Although there is lack of agreement in the 
initial region, the numerical results also show 
evidence of the Vena Contracta effect in this region. 

The mean streamwise velocity profiles in the 
central X- Y plane are shown in Figs . 3 and 4 . The 
!ines through the data points in Fig. 3 are included 
for ease of reading the data. U is the mean stream
wise velocity anywhere in the jet. Y112 is the 
velocity half-width of the jet in the ~ direction. 
The constant velocity core of the jet disappears at 
about X/De= 2 (see also Fig. 2) . The mean stream
wise velocíty profiles are similar beyond X/De = 7 
(Fig. 4) . The resul t s in the central X- Z plane are not 
shown since they are similar to those in the central 
X- Y plane . 

The spread of the je t in both central planes of 
symmetry is shown in Fig . 5 . The results for the 
round jet are also included for comparison. bl/2 

is the velocity half width of the jet in the Y- or Z
direction. The velocity half-widths decrease slightly 



from their exit plane values but lncrease linearly 
after the initial region . The far field data have 
been fitted to 

( 2) 

where Ks is the spreading rate and C is the geo
metric virtual origin of the jet. T*e results are 
given in Table 1 below. The spreading r~te obtained 
from the data of Wygnanski & ~edler [7] is also 
included for comparison. Any differences in Ks and Cg 
are, as mentioned before, due to differences in the 
parameters that define the initial conditions. 

TABLE I 
Spreading Rates and Geometric Virtual Origins 

Jet Type 
Spreading 
Rate, Ks 

Virtual 
Origin Cg 

Square, Y-direction 
Square, Z-direction 
Round , present work 

0.090 
0.087 
0.087 
0.088 

-0.980 
-1. 352 
-0.056 

Round, Wygnanski & Fiedler 

The overall agreement between the experimental 
data and numerical calculations can be evaluated from 
Figs . 2 , 4 and S. The predictions for square jet are 
good but those for the round jet are better. Since the 
numerical scheme was the sarne for both jets, the better 
results obtained for the round jet must be attribut ed to 
the finer grid used in its calculation. 
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Fig . 3 Initial region mean streamwise velocity pro
files in the central X-Y plane. 
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The static pressure behaviour on the centerline 
of the jet is shown in Fig . 6; the results for the 
round jet are included for comparison . As it was with 
the mean streamwise velocity on the jet centerline 
(Fig . 2), there is no difference between the two sets 
of data in the far field where gradients in the static 
pressure are nonexistent. However, strong gradients 
of the static pressure in the initial region and in the 
fully-developed region are clearly evident in Fie. 6 . 
This lends support to the fact that streamwise pressure 
gradients are not negligible as usually assumed (see 
e.g . Mc~irk & Rodi [3]). Stati c pressure numerical 
predictions sho\·.' the sarne qualitative trends as the 
stati c pressure measurements, they are. about five times 
smaller than the experimental data. Several attempts 
to correct this discrepancy by changing the inlet and 
far field boundary conditions were unseccessful. 

The static pressure profiles in the central X-Y 
plane are shown in Figs. 7 & 8. Results for the 
central X-Z plane are similar. ln the initial region, 
(Fig. 7) the results are characterized by a combina
tion of peaks on the jet ceterline and "val leys " as 
the static pressure recovers to its atmospheric 
value at the edge of the jet. The static pressure 
recovers monotonically to atmospheric pressure at the 
edge of the jet in the fully developed region of the 
jet (Fig. 8). The results of Miller & Comings [10] 
for a plane jet show treds that are similar to those 
revealed by the present results. 

The errar in the mean streamwise velocity data 
is within +1 % except in the neighbourhood of the jet 
edges and in the far flow field where, due to the 
samller mean streamwise veloci t y values, the errar 
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Fig . 7 Initial region static pressure profiles in the 
central X-Y plane. 

increases to +3%. The error in the static pressure 
data is estimated to be within +3% but as is well 
known [14], the static pressure-data are subject to 
the unknown effec ts of turbulence . However, as has 
been shown by Bradshaw & Goodman [15] and Christiansen 
& Bradshaw [16] s tati c pressure data acquired with con
ventional probes are probably close to the actual 
static pressure. 
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CONCLUSIONS 

The main conclusions of this investigation are: 

(i) the rnean streamwise velocity and static pressure 
data in the far field indicate that there is no 
difference in behaviour between a square jet and 
a round jet in that flow region. This justifies 
the adoption of the modifica tion of the k-€ 
turbulence model used by Jia for a round jet in 
the square jet calculations. 

(ii) The static pressure results exhibit strong grad
ients in the initial and f ully developed regions . 
Streamwise stati c pressure gradients are, there
fore, not negligible in f ree jet flows. 

(iii) The numerical calculation of the turbulent free 
square jet using an el liptic scheme provides 
adequate mean s treamwise velocity predictions. 
These predictions could be irnproved by using a 
finer numerical grid since numerical diffusion 
will be less as evidenced by the round jet pre
dictions. 
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ESCOAMENTO DE MISTURA DE JATOS CONFINADOS 
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INTRODUÇÃO 

O estudo do escoamento de jatos confinados pode ser 
aplicado em i njetores gasosos de fornalhas , câmaras de 
comb ustão e dispositivos para aumento de empuxo de fo 
gue t es . A configuração de interesse aqui é a de jatos 
coaxiais turbulentos incompressfveis, isotérmicos, confi 
nados em du to de área constante com gradiente de pre~ 
são, sendo o jato externo o ~e mai~E velo7idade . Nesse 
escoamento distinguem-se tres reg1oes: (F1g. 1) . 

a) região inicial caracterizada pela presença de 
regiÕes potenciais( perfis uniforme de velocid~ 
de ) e escoamento cisalhante no espaço entre 
os jatos 

b) região principal, caracterizada pelo encontro da 
camada cisalhante com a camada li mi te e a mis 
tura se processa em toda seção tranversal do tu 
bo confinante 

c) região de escoamento desenvolvido . 

Este tifo de escoamento foi examinado experimenta.! 
mente 111 12 e modelados analiticamente 121 e IJICurtet 
e Ricou 141 e Brighton e Razinsky I 5I . a?alisaram o es7o! 
mento com jato cent ral mais veloz ut1l1zando a . _hlp~ 
tese de similaridade . Foi mostrado que esta h1potese 
só é aplicável nas fases iniciais da mistura. Estes pe~ 
quisadores em outros artigos analisaram ainda a prese~ 
ça de recirc ulação em jat~s confinados . Fors t all . e 
Shapiro 161 mantendo os numeres de Prandtl e Sc~m1dt 
cons t antes e igual a 0 , 7, verificaram que a difusao de 
massa era mais ráEida que a difusão de quantidade de 
movimento na regiao de mistura. Tinge Libby 171 propus~ 
ram uma expressão para o coeficiente de v~scosidade tuE 
bulenta e: v para escoamentos compres~fveis e notaram que 
o produto E . p varia pouco na direçao transversal Tyler 
e Wil l iansonvl21 mostraram que a distrib uição a~al de 
pressão estática é influenciada pela co nfiguraçao ini 
cial dos j atos . No entanto não há muitos trabalhos em 
que o jato central seja mais lento e poucos que anali 
sam a dis t ri buição de pressão neste tipo de escoamento . 

A finalidade deste trabalho é investigar o processo 
de mistura de dois jatos coaxiais à medida que esta se 
processa no tubo de mistura . Para tanto foi construÍda 
uma bancada para ensaiar várias razÕes de velocidades i 
niciais dos jatos (ue/Ui), obtendo-se perfis transve! 

sais de velocidades médias, intensidade de turbulência~ 
xial e distribuição longitudinal de pressão estdtica. E~ 
tes resultados foram então utilizados para verificar a 
validade de um modelo do coeficiente de viscosidade tur 
bulenta de Ghia IJI para o caso de jato confinado . 
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Figura 1. Configuração tÍpica do escoamento 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A figura 2 apresenta um diagrama da bancada de 
ensaios . O arranjo dos tubos coaxiais é semelhante ao 
usado nas referências 111 e 121 e se compÕe de um tubo 
int erno de alumfnio com 42 mm de diâme t ro (Di) onde passa 
o jato central e um t ubo externo de acrÍ l ico com 1~3 mm 
de diâmetro (D) como tubo conf i nante . Antes da seçao de 
teste os tubos são suficientementes longos para asseg~ 
rar que o escoamento central e anular fossem desen::olvi 
dos . O jato interno foi alimentado por uma instalaçao de 
ar comprimido existente no laboratório e o ar do jato s~ 
cundário foi produzido pela sucção da atmosfera por 
meio de um ven tilador centrffugo colocado ã jusante do 
t ubo de mistu r a, com este procedimento se evitava o efei 
to da temperatura e da não un iformidade do escoamento do 
ventilador . Esta montagem permitia obter na seção de te~ 
te uma velocidade máxima de 7 m/s no jato central e de 
60 m/s no jato secundário . 

O tubo de mistura foi eq uip ado lateralmente com 
uma fileira de 14 tomadas de pressão estat 1ca e superioE 
mente com uma filei r a de 11 orifícios para perm1t1r a 
introdução da sonda anemométrica . Um macanismo foi usa 
do para movimentar radialmente a sonda no interior do 
tubo de mistura. Este mecanismo foi montado num trilho 
paralelo e externo ao tubo, permitindo-lhe movimentos 
longitudinais . 

Para precipitar a transição rápida para o regime 
turbulento dentro do tubo adutor do jato secundário , uti 
lizou-se um anel de ferro em torno do tubo central para 
deslocar a camada limite sobre este tubo . Alem disso,la~ 
çou- se mão também de uma lixa grossa colada ao longo de 
todo o perímetro interno do tubo adutor para garantir a 
antecipação da transição da camada adjacente ã parede 
interna. 
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Figura 4 - Resultados do Ensaio 2: Ue/Ui 4.45 

Outra observação importante e o comportamento da 
camada limite na parede do tubo de mistura.Apesar de não 
se ter efetuado medidas específicas de camadas limite , 
os perfis obtidos mostram que os gradientes próximos da 
parede vão ficando cada vez menos Íngremes à medida que 
o perfil se desenvolve. 

Distribuição de Pressão Estática. Tem-se na Fig. 7 
distribuiçoes obtidas na bancada de ensaio,cujas razÕes 
de velocidade foram Ue/Ui = 5.26 e 4.50. Nesta figura 
observa-se que os gradientes iniciais são pequenos e le 
vemente negativos. Nota-se também alguma dispersão dos 
dados de ± 0,04 nos valores de Cp que e um valor de~ 
prezível se comparado com os valores de Tyler \2\ , isto 
se deve ao fato de que a pressão estática não se elevou 
como se esperava, reduzindo muito os valores de Cp. 

Distribuição de Intensidade de Turbulência Axial. 
A presença da camada limite na seçao de saÍda estâ taro 
bem evidente no gráfico de intensidade de turbulência ver 
sus raio, Fig.8, cujos pontos foram obtidos simultanea 
mente com os de velocidade. Observa-se que a intensidade 
de turbulência já e considerável no plano inicial de mis 
tura, especia lmente nas paredes do tubo ejetor e nas pa 
redes do tubo confinante. Acrescenta-se que perfis adi 
cionais de intensidade de turbulência axiais \11\ foram 
bastante similares na forma e na magnitude ao da Fig. 8. 
Estes perfis também apresentaram as mesmas característi 
cas do artigo de Leithem \1\ . Observou-se que para qua 
se todas as razÕes de velocidade a intensidade de turb~ 
lência aumenta com x e alcança um valor máximo entre 

x/D= 1.38 e 1.6 aproximadamente. Assim cada perfil se ca 
racteriza por um máximo de intensidade de turbulência que 
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Figura 5 - Resultados do Ensaio 3: Ue /Ui = 3.21 
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Figura 6 - Resultados do Ensaio 4: Ue/ui 3.19 

e maior que o valor na linha de centro e que e função da 
distância axial x . 

Depois de atingir um valor máximo em r/Ri= 1.0 
ocorre uma gradual aproximação da linha de centro dos va 
lares máximos nos perfis seguintes. ApÓs um máximo na li 
nha de centro o perfil começa a recuar ate um valor si 
tuado entre o ponto de mínimo e o valor da intensidade 
na parede. Movendo-se na direção da corrente externa , as 
intensidades atingem um mínimo da ordem de 3% a 5% e 
aumentando ate 10% a 12% próximo ã parede. 

Discussão. Os dados de velocidade axiais obtidos 
na bancada de ensaios foram considerados satisfatórios 
não só por serem similares àqueles obtidos por Leithem 
\1\ como também porque apresentaram um erro (E) com refe 
rência a um fluxo total médio abaixo de 7,8% em cada es 
tação . Alem disso não se observou nos perfis de veloci 
dade experimentais nenhuma indicação de regiÕes poten 
ciais o que era implÍcito no modelo numérico de Ghia \3T 
utilizado na comparação.Essa ausência de regiÕes poten 
ciais foi previsível pois a utilização de um tubo adutor 
colocado antes da seção de teste eliminava esta possibi 
lidade. O que não se conseguiu foi a não uniformidade des 
tes perfis nas saídas dos jatos. -

Quanto à distribuição de pressão estática,esta apa 
rentemente não conferia com aquelas da ref. \2\. As dis 
tribuiçÕes obtidas foram decrescentes desde o início e Õ 
que se esperava era o gradiente inicialmente fosse adver 
so e favorável mais a jusante, característico do proces 
so de mistura de jatos. Finalmente entendeu-se que este 
gradiente negativo era indício de que o processo de dis 
sipação viscosa superava o de mistura. Uma pesquisa nos 
resultados experimentais de Tyler \2\revelou que um de 
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Figura 2 - Bancada de Ensaios 

O tubo interno teve sua extremidade livre usinada 
na forma de uma tronco de cone (inclinação aproximada de 
1°) com uma espessura final de 0,2 mm, com o fim de mini 
mizar o efeito pertubador da espessura do tubo no escoa 
mento. 

Para não se mascarar o fenÔmeno de mistura devi 
do a uma taxa elevada de dissipação viscosa nas parede s, 
o tubo de mistura foi usinado internamente para se elimi 
nar as variaçÕes no diâmetro proveniente da fabrica 
ção. Em seguida aplicou-se um polimento interno para re 
cuperar a transparência perdida durante a usinagem. -

A velocidade foi medida por meio de um sistema ane 
mométrico DISA SSM e a calibração era realizada por um 
equipamento da Thermo Systems. A leitura de pressão está 
tica ao longo do tubo de mistura se fez através de u; 
multimanômetro á água, ligado às 14 tomadas de pressao 
por meio de mangueira de plástico de 2 mm de diâmetro. 

Nas medidas de velocidade foi utilizado o método 
de Champagne e Sleicher 1101 o qual simplificado para 
a~ condiçÕes de um sensor normal ao escoamento (a = 0°) 
da: 

u = E (a = 00) 
s (1) 

2 1 00) u = e 2 (a 
s 2 

Estas equaçoes apresentam algumas restrições, devi 
do ao fato de que alguns termos foram desprezados. Em ge 
ral essas equaçÕes continuam válidas enquanto a intensT 
dade de turbulência permanece abaixo de 25%. 

A intensidade axial de turbulência é o 
mais simples de quantificar a parte flutuante 
mento. Ela pode ser definida como: 

I 
X 

I U" 2 
u X 100% 

onde U e o valor médio puntual. 

parâmetro 
do escoa 

(2) 

Procurando evitar problemas relativos à calibração 
do anemometro, a intensidade de turbulência foi então 
calculada pela razão de voltagem RMS do linearizador p~ 
la voltagem media, medida também no linearizador, expre~ 
sa em percentagem. 

I 
X 

_
2 

1 / 2 

(e ) .e.in 

E.e.in 
X 100% (3) 

Nas medidas de pressão estática,os resultados se 
encontram na forma de coeficiente de pressão. 

P - Pi 
Cp=~ 

2 p u 
onde Pi é a pressão estática na seçao inicial e U é a ve 
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locidade media do escoamento . 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Distribuição de Velocidade Axial . As razoes de ve 
locidade iniciais dos ensaios foram Ue/Ui= 5.31, 4.4~ ~ 
3.21, e 3.19, medidos em todo o diâmetro nas estaçoes 
x/D = 0.14, 0.42, 1.38, 2 .7 5 e 4.78. Para cada um des 
tes ensaios são mostrados os perfis de velocidade media 
longitudinal nas figuras 3, 4, 5 e 6. Perfis adicionais 
de velocidade encontram-se na ref. 111 1 . 

Observa-se nessas figuras que os perfis de veloci 
dade na entrada do tubo de mistura (x/D=O .l4) há uma li 
geira queda para x/D = 0.14 em r/Ri = l,correspondente 
à parede do ejetor. Isto é causado pelo encontro das ca 
madas limites tanto da parede interna como da externa 
do tubo ejetor . Nos perfis seguintes os sinais daquela 
queda vai desaparecendo, porém simultaneamente nota-se 
um decréscimo de velocidade na linha de centro. Logo em 
seguida há um aumento contÍnuo da curva com um mÍnimo 
na linha de centro e com um máximo num ponto qualquer 
da corrente secundária. 

A distância axial na qual a velocidade na linha 
de centro pára de diminuir e retoma o crescimento depen 
de, segundo Leithem 111, da razão de velocidade, quanto 
menor for esta razão mais a jusante ocorre a retomada 
de velocidade. Leithem atribui isto ao fato de que quan 
to maior a velocidade do jato primário, maior será sua 
quantidade de movimento permitindo que o perfil deste 
jato se conserve por um pouco mais de tempo. 

Observa-se que justamente a parti r da estação 
x/D=l , 38, o perfil da corrente secundária tende a fi 
car mais achatado, o que leva a pensar que está havendo 
ali intensa transferência de quantidade de movimento da 
corrente externa para a interna, corroborando com isto 
a presença de altos gradientes entre as duas corr entes . 
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Figura 8 - Perfis de Intensidade de Turbulência 

créscimo deste gradiente positivo ocorria quando se dimi 
nuia a razão de diâmetros do jato para o do tubo de mis 
tura (Di/D ). Valores muito pequenos deste gradiente f~ 
ram encontrados para razÕes de diâmetro igual a 0.7 o 
qual era ainda superior aquele utilizado nesta pesquisa 
(0.4), o que pode indicar que haja um limite mínimo da 
razão de diâmetros do jato para o do tubo de mistura pa 
ra que se tenha um gradiente positivo numa dada razão de 
velocidade. Nesta mesma referência hã configuraçÕes com 
razÕes de diâmetros menores que 0.7 porém com jato cen 
tral mais veloz. 

Outra observação é que à medida que se aumenta a 
razão de velocidades da corrente externa para o jato cen 
tral, tem-se um gradiente de pressão cada vez mais adver 
soe a velocidade na linha de centro diminui,podendo se 
anular ou até mesmo tornar-< ~ negativa orieinando o fenô 
meno de recirculação . Conforme Chia 131 este fenômeno 
ocorre quando a capacidade de "entrainment" da corrente 
externa mais veloz excede a quantidade de flutdo forneci 
da pelo jato interno mais lento. A corren te ex t erna en 
tão recircula parte de si para suprir este requ~s~to de 
"entrainment". Dos gráficos de intensidade de turbulên 
cia versus raio observou-se áreas de muita flutuação de 
velocidade nas regiÕes de gradientes de velocidade eleva 
dos na fronteira do jato e na camada limite. 

CONCLUSÕES 

As seguintes conclusões 
dos dados apresentados. 

podem ser obtidas 

1. O núcleo central,correspondente ao jato central 
desaparece mais cedo naquelas configuraçÕes de maior ra 
zão de velocidades iniciais dos jatos. 

2. Os perfis iniciais de velocidade axial nao fo 
ram uniformes como esperado . 

3. O modelo de viscosidade turbulenta de Ghia pre 
vê um des envolvimento mais rápido do escoamento que a 
realidade. 

4. A medida que se aumenta as razÕes de velocidade 
(Ue/Ui), maiores são os valores do coeficiente de pre~ 
são (Cp) obtidos. 

S. Os gradientes de pressão estática foram sempre 
negativos para a razão de diâmetros dos jatos utilizada 
Di/D = 0,4, o que contrasta com os gradientes iniciais 

Tabela 1. Ensaios Realizados 

PARÂMETRO 
ENSAIO 

1 2 3 4 

Ue/Ui 5,31 4,45 3,21 3,19 

c C%) 8,22 7 , 5 5,86 3,86 

Re xlO S 3 ,07 2,39 1,90 1,92 
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encontrados por Tyler 121 , o qual utilizou razoes de 
diâmetros maiores que 0.7. 

6. Observa-se pelos perfis obtidos que o efeito do 
confinamento foi reduzido,caracterizando mais a condição 
de jato livre que a de jato confinado . 
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RESUMO 

The e6 6ect6 o 6 a.coUJ.>t.i.ca.t peJLtu.JLba.t.i.on on .tuJtbu..i'.en..t p.ta.ne j eM ha.ve been .6.tu.cüed 
qu.a.n.U..ta.t.i.ve.t!:{ a.nd v.Wu.a.U!:f by mea.Y!.6 o 6 .theJtmoa.nemome;t/1.!:{ a.nd .6mo ke. -wíJl.e .techrU.qu.e.6 . 
ExpeiÚmen.t-6 condu.c.ted -in a.n open c..{J!.cu.d w.<.nd .tu.nne.t, whette h-igh -in..te.Y!.6dl:f .t-ime-
dependen..t ve.tocd!:f pelt.tuJtba.t.i.oY!-6 wette -in..tltodu.ced u.rU.6oJtm.l!:f a.nd u.p.6.ttte.a.m o 6 .the. 
ttec.ta.ngu..i'.a.tt nozz.te. pttodu.úng .the je..t, .t>how.t> .6.tltong e66ect6 on .the. mea.n Mow.Me.Mu.tteme.n.t.6 
we.tte. pe.Jt.6oJtme.d a.tong .the cen..tett-Une. a.nd -in .the. .t>he.a.tt tte.g-ion. The. pa.pett d-Wc.UJ.>.t>e.-6 
lte..6u..i'..t./l 6ott S.t!tou.ha.t Nu.mbett tta.ng-ing 6ttom 0. 15 .to 0.60 (Re.!:fno.td-1> Nu.mbett lta.ng-ing 6ttom 
6750 .to 26800) a.nd a.c.oUJ.>t.i.ca.t 6ottc.-ing .te.ve..t va.tty-ing 6ttom 0. 5 .to 49.0%. 

lNTRODUCTION 

There is clearly a continuing need for accurate 
data in t ur bulent flows to extend the understanding of 
the turbulen t transport processes. As a result of 
sophistication in computacional techniques [ l [,advances 
in predictive methods will , hopefully , be based more 
and more on the physics of turbulence. Predictions 
methods for complex t urbulent flows rely heavily on 
experimental res ults for closure of the governing 
equat ion s . l n spite of their generali t y, new turbulence 
methods still contain empirical constants which are 
evalua t ed by computer opt imization [2[ using known 
experimental resul t s for comparison with predicted 
quant it i es . Not clearly for how long, but experiments 
hopefully will provide the basis for a satisfactory 
closure ass ump tion. 

The is considerable current interest in studing 
s hear flow turbulence . ln this paper, atention is 
confined with the behaviour of on organized wave in 

a turbulent shear flow . Although current 
turbulence research concerns with coherent 
in self-preserving regions of plane jet i n a 

ongo ing 
struc ture 

br oad 
sense, this paper, particularly , deals with t he ef f ects 
of time-dependent acoustical pertur bation on the mean 
flow of a plane turbulent air jet. 

The present paper finally intent to resolve some 
controversies concerning the effec t s of per iodic 
controlled acoustic perturbation on t he mean fl ow . 
Other researchers [3, 4] stated that no dramatic change 
in the mean flow seems to occur as a result of acous ti c 
perturbation with a turbulent jet . 

This paper shows, however, that the level of the 
exit excitation amplitude (u'fe/Ue) plays a very 
important role. Using hot-wire measurements, and smoke 
wire flow visualization technique, one also were 
detected the influence of acoustic forcing on ve rtical 
flow structures in the near flow region of the pl ane 
jet . 
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EXPERIMENTAL APPARATUS 

Fig. 1 shows a schematic of the plane air jet 
issued from a vertical rectangular slit with a fixed 
width H= 0.029m and fixed height, B = 0.385m. Blown 
air , at essentially atmospheric pressure, passing 
through flow straighteners and screens, is supplied by 
a centrifuga! fan. The flow field was found to exhibit 
vertical uniformity over the en tire part of the jet. 
The small aspect ratio B/H ~ 13 was selected in arder 
to assure high forcing amplitude at the exit nozzle for 
the 100 watts amplifier/loudspeaker sys tem used to 
force the flow. The approaching flow, before leaving 
the nozzle, is forced by a loudspeaker (driven by a 
signal generator function) powered by a 100 watts 
a udio-amplifier . Out of the resonant frequencies of 
the cavity, as indicated by a power spectrum analysis, 
70Hz (not arbitrary), was the frequency of the 
sinusoidal forcing signal. This choise happen to be the 
frequency with produced the highest amplitude of the 
U

1fe/Ue turbulence signal educed at the nozzle exit . 
A hot-wire Linearizer Anemometer System provided 

both, the mean flow and the turbulence data (not 
discussed in this paper). The intensity of the 
acoustic forcing wave was measured by means of a Two
Phase Vector Lock-in-Amolifier, to which the function 
generator provided the reference sinusoidal signal. Fig. 
1 provides the nomenclature needed to understand the 
results given below. 

THEORETICAL BACKGROUND 

Consider the basic problem concerning the 
behavior of an organized wave in a turbulent shear flow . 
The time average (g) and the phase average < g > of a 
random signal, with a weak organized wave, can be 
understood from Fig. 2. 

[G 

:I 

1-~ -t c~~ 
T - -------1 

Figure 2. The time and phase averages of a randomsignal 

This figure provides the fundaments to extract 
the organized wave motion from a background field of 
finite turbulent fluctuations . ln the presence of the 
perturbing waves one can decompose the fluctuating 
quantity g(x , t): 

g(x,t) = g(x) + gc(x,t) + &r(x,t) 

were g denotes the mean value, g the statistical 
distribution of the organized wave and gr the 
turbulence. The time and phase averages are defined by 

g(x) lim l. JT 
T-+<o T o 

g (x, t) dt 

1 N 
<g(x) > lim i I g(x,t + n Y) 

N-+<o n=O 

G 

where T is the period of the wave,and the pha se average 
denotes the average, at any point, of the values of g 
that are realized ata particular phase ~ 15 1. Based on 
these arguments one find the wave component (gc= < g >-g) 
and the rms value of Se • g ' f · Identifying g with the 
velocity field u, one obtains the rms forcing value a t 
the j et exit u'fe· 

ANALYSIS OF THE RESULTS ANO CONCLUSIONS 

Experiments were cond ucted on a plane 
air jet covering 0.15 < (StH = f H/Ue) < 0,60 
< 26800) , 0.5 < u f-e/Ue <40.0% andO < x/H < 10 

turbu1ent 
(6700 < Re 
16 1. 

Results concerning the cent er-1ine. Systematic 
and redundant data taken at very low amplitude forcing 
wave (0.5% < Ufe/Ue < 7 . 2%) show that, regard1ess the 
Strouha1 Number (0.15 < StH < 0.60), the perturbed and 
unperturbed f1 ow disp1ay about the sarne mean flow . 
Fig . 3 ilustrates the cas e where the forcing 1eve1 was 
kept at uieiUe = 7.2% and the Strouha1 Number varied 
from 0 . 15 to 0.60. As seen, a1ong the center-1ine at 
x/H= 0.5 , and StH = 0.60 (Re = 6750), the effect on 
the mean flow resulting from the acoustic interaction, 
is on the arder of only 3,0%. Is similar ana1ysis is 
conducted on ·Fig . 4, at the sarne x/H= O. 5, StH = O. 60 
(Re = 6750) but at a forcing 1eve1 of u!e/Ue = 40.0% 
the sarne effect on the mean f1ow exceeds 25 .0%. 
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Results concerning the shear layer. Fig. 5 
ilustrates the distribution of the normalized mean flow 
U/Ue, for both the perturbed and the unperturbed flows, 
concerning the shear region at the y location where 
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U/Uc = 0.5. ln Fig. 1 this location is denoted y 5 . 
The forcing level is kept constant (7 . 27.) an~ · the 

Strouhal Number varied from 0.15 to 0.60. Generally 
speaking, one may conclude from these results , that the 
effects of the forcing wave on measurements of the mean 
flows are more pronounced in the shear layer region . 
These effects seems to dominate in the near region 
x/H < 0.5. For the small forcing level of 7.27., 
StH = 0.60 (Re = 6750) and x/H = 0.4, the perturbed 
mean flow was found to be more than 30.07. larger than 
the corresponding unperturbed flow. If this forcing 
level is raised to 40.07., as seen in Fig.6 for the 
case StH = 0.60 (Re = 6750) at x/H = 0.40, this effect 
is very dramatic exceeding 1007.. This figure shows 
also distributions for other combinations of StH and 
different forcing levels. 

Smoke-wire flow visualization. This technique is 
in ref. [71. By means of a 0.126mm diameter monelwire, 
coated with oil, which is pulse heated eletrically to 
create a thin sheet of smoke, the complex shear flow 
resulting from a sudden change in boundary conditions 
can be made visible. Flow visualization provides power
ful information concerning the overall flow structure . 
From the flow visualization results one can visualize 
the different structures associated with the region 
where the initial shear layer is instable and rolls up 
into discrete vortices. Also clear is the well defined 
coalescence region where vortices interact and exchange 
momentum and charac teristics of the breakdown region , 
far beyond the jet exit. 

It is interesting noting the dramatic change in 
the coherent flow structure resulting from the effects 
of forcing the air jet. Fig. 7(a) and (b), ilustrate 
the flow-visualization results for StH = 0.60 (Re 
= 6750). While Fig.7(a) corresponds to an unforced 
jet, Fig. 7(b) shows a jet forced at ufe/Ue = 40.07. . 
Appreciation of these forced and unforced figures 
evidentiate the strong effects, resulting from the 
acoustical interaction with turbulent plane air jets. 
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" i gure 7(a,b) . Smoke-wire flow visualization experiments (Re = 6750; StH = 0 .60 
(a) unforced jet flow; (b) forced jet flow (ufe/Ue = 407.) 
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ABSTRACT 
A plrne t~bulent ~~ jet hM been expe~entatty 6tu~ed unde~ the e66eet6 o6 

time-dependent a.eoM.ti.e pe~Mba.tion6. Me.M~eme.nt6 o6 the. 6unda.me.nta.l eompone.nt u' ~o6 
the. ove.~!ll tMbule.nt úgna.l ha.ve. be.e.n c.onduete.d 6o~ S~ouha.l Numb e.~ S.tti Mng.i.ng 6'Jwm 
0.15 :t.o 0.60. Fo~ thue. va.luu o6 S.ttJ, the. Re.ynold!, RH Numb~ vM.i.e.d 6~om 29800 to6750. 
The. amplitude u' 6e. I Ue. o6 the. 6oJtung vM.i.e.d 6Jtom 0.5% to 49.0%. BMe.d upon meM~ed 
u' ~ data., the. line.M je.t : • .ta.bility the.o~ WM Me.d to e.~u the. no~a.lize.d À/H v6 
xj f'! wa.ve. ie.ngth ~~bution .i.n the. ~he.M fuy~. Jt WM 6ound tha.t the. 6he.M fa.ye.~ 
a.et6 M non-~pMúve. wa.ve. gu.i.de. a.t low S.ttJ a.nd 6o~ a. low u' 6e/Ue 6oJtung levei. 

INTRODUCTION ANO FUNDAMENTAL CONCEPTS 

The present work concerns to the investigation of 
the effect of the time-dependent acousti c perturbation 
on the fundamental component u'f of a turbulent plane 
air jet. The work was motivated by current turbulence 
research, which has become intimately involved with the 
behavior of the large-scale coherent structures which 
are thought to dominate many turbulent flows. 

Measurements of u'f have been conducted in the 
shear layer region 'at the location U/Uc = 0.5) for 
different distances away irom the nozzle exit and up to 
x/H<2.0 (see Fig .l). While U denotes the non-disturbed 
mean flow , Uc indicates the non-disturbed mean velocity 
measured along the longitudinal x-axis. Fig . 1 sho~'s 
the complete data acquisition system and also provides 
the required nomenclature to understand this paper. u'f 
is a measure of the acoustic forcing and is obtained 
by taken the rms of the Lock-in Analyzer (LIA) overall 
turbulence signal, filtered at 70 Hz. This filtering 
frequency was chosen based upon a spectrum analysis 
which indicated that 70 Hz was the dominat resonant 
frequency present in the jet cavity. 

The flow was acoustically perturbed upstream of 
the nozzle by means of a loudspeaker/amplifier system 
(limited to 100 watts) receiving a sinusoidal signal 
from a signal generator. This sinusoidal signal was 
also fed into the LIA as a reference signal. 

ln the context of the present paper, the forcing 
level is measured by the ratio u'te/Ue; i . e., u'fe is 
the rms of the LIA measured at the jet exit and Ue is a 
measure of the mean flow , also at the jet exit. The 
Strouhal Number is a parameter defined by fH/Ue, where 
f is the frequency of excitation (70Hz , in this work), 
H is the width of the plane jet. 

Description of a Turbulence Signal. The velocity 
perturbation, or forcing , as it will be refered from 
herein, arises from two sources . The first one is the 
intendent perturbation in the velocity. The second is 
the unintended perturbation. The actual forcing is 
always the sum of both components. ln the context of 
the present work, "forcing" will denote the intended 
part. Assuming the unintended perturbation to be random 
in nature, it follows that the intended and unintended 
are uncorrelated, as suggested in [1] •· the overall 
field is described by the triple decomposition 

g(;,t) = g(;-) + g(;- , t) + g'(;-,t) 

i.e., the overall turbulence can be modelled a~ the sum 
of three quantities: (i) the mean component g(r), (ii) 
the periodic organized component g(;-,t) which has a 
p~riod equal to T and (iii) the random component 
g(r ,t ) . 
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TimP and phase average te chniques are helpful in 
obtaining the u'f value and are defined below: 

1 JT g(;) = lim T g(r,t) 
T-+oo o 

<g ( t) > lim 
N-+oo 

1 
N 

_ Since g'(t) is assumed to be random, both <g '(t) > 
and g'(r) identically vanish. 

From a known distribution of u'f (measured in the 
present work) and using the convencional Linear Theory 
rl] • i t can be shown tha t 

, ( ) , ia (x-xr)-c(t-tr) (1) u f x,y,t = u fr(Y)e 

ln this equation u'fr(y) denotes a reference 
meaourement of the fundamental component at x = x and 
t = tr. a<ar+iai) denotes the complex wavenumber rgiven 
by the sum of two components: the longitudinal 
wavenumber ar and the growing factor a i. Similarly the 
complex wave velocity can be written as C= Cr+iCi· The 
frequency of the disturbance, however is constrained to 
be a real number. Considering that the real circular 
frequency oscilation is given by w=ac=2~f and that the 
wave phase velocity Vc is defined by Vc = w/ar, one may 
obtain the real and imaginary components of the complex 
wavenumber. Applying equation (1) at two different 
stations x 1 and x2 , along the center line , one obtains: 

( 2) 

Since the periodic perturbation is sinusoidal the 
ratio between the RMS of u'f. Appreciating equation (2À 
one concludes that a negative value of ai correspond s 
to an increase of the fundamental component with the 
longitudinal coordinate x . 

The wavenumber ar is also an important parameter 
u'f 
the 

that may be extracted from the available 
distribution. Knowledge of this parameter, yields 
wave length and wave velocity Vc. Again, from 
Linear Theory [1) 

the 

(3) 

The normalized wave length À/H is obtained from 
À/H= 2~/Har where Har is the normalized wave number. 
The non dimensional wave velocity Vc/Ue written as a 
function of À/H ans StH is given by Vc/Ue = StHÀ/H . 

Description of the Experimental Investigation . An 
experimental study was performed to obtain the response 
of the near field of a turbulent plane air jet at 
various Strouhal Numbers (O.lS <StH=fH/Ue<0 . 60) for 
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Figure 1. Experimental apparatus and data acquisition system. 

various levels of acoustic perturbations (0.5% < u'fe/Ue< 
< 49%). 

The Reynolds Number RH = UeH/v , is based on the 
nozzle width and v is the air kinematic viscosity 
measured at atmospheric conditions . 

The investigation was conducted in an open circuit 
air wind tunnel, which 2-D nozzle exit having an aspect 
ratio B/H = 13 (B = 0.385m , H = 0.029m) is seen in the 
schematic Fig.l. As shown in this figure, upstream of 
the flow nozzle exit,the flow was articially excited by 
means of the audio amplifier loudspeaker system. 

Turbulence structure measurements were obtained by 
means of a single channel horizontal 4~m hot-wire 
Linearized Constant Temperature anemometer system, 
manufactured by DISA E1etronics. Information concerning 
the organized component of the overall turbulence signal 
(u 'f) was final1y obtained by means of fi1tering 
techniques performed by a Two Phase Vector Lock-in 
Analyser system (Princeton Applied Research Model 5204). 
Detai1s of the overa11 system and the turbulence 
technique used are available elsewhere [2,3]. 

Present Data. Analysis and Conclusions. The nomen 
clature for understanding all figures in this work is 
provided in tab1e 1. 

Fig.2 (a and b), plotted in a semi-log scale,shows 
the distribution of the fundamental component u ' f vs the 
norma1ized distance away from the nozzle exit in the 
region limited by x/H <2.0. Data were obtained for a fixed 
Strbuhal Number StH = 0.18 (RH = 22400) and f0r 
different forcing 1evels. 

Table 1. Symbol Nomenclature 

SYMBOL u ' fe/Ue SYMBOL u'fe/Ue SYMBOL u ' fe/Ue 
(%) (%) (%) ' 

o 0.5 • 4.0 o 20.0 
o 1.0 Â 5.0 • 26.0 
'\1 1.5 • 6.0 a 30 . 0 
L:. 2.0 T 7.2 • 36 . 0 
o 2 . 5 o 10.0 D 40.0 

• 3.0 a 15.0 • 44.0 
IZI 49 . 0 

While Fig.2a shows results corresponding to the 
"low" forcing 1evels u'fe/Ue (0.5; 1.0; 1.5; 2 . 0 and 
2. 5%), Fig . 2b refers to "moderate" levels of the forcing 
(3 . 0; 4 . 0; 5 .0 and 7 . 2%). 

Except for the "tail" of these plots (x/H>l.O) 
both figures display about the s arne trend. Notice that 
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al1 data present the sarne slope up to about x/H<0.3, 
which may suggest that the forcing mechanism is able 
to organize the coherent structures at the excitation 
frequency (70Hz). 

Accordingly to equation (2), constant slopes in 
this curves mean constant values of the wave growing 
factor a i, i.e., regardless of the perturbation level, 
a11 u'f di~tributions have about the sarne ai values. As 
c1ear1y shown , moderate values of the forcing leve1 
seems to effect the u'f distribution. Up to about 
u'fe/Ue = 2 .5% the measured u'f distributions incresse 
with the fo~cing leve1. However, for moderate forcing 
and for x/H> 1". ~ the leve1 of the forcing seems not to 
effect the u'f value. As this point, it is important to 
realize that equation (2) was invoked from the linear 
stability theory which should on1y hold for a weak leve1 
of the perturbation. 

Fig.3 (a and b) shows similar u'f distributions 
for much higher Strouhal Number (StH = 0.60) and higher 
forcing levels. Fig.3a resumes the data concerning 
forcing leve1s ranging from 0.5% to 15% and Fig.3b 
presents similar data forcing leve1s varying from 20% 
to 49%. For the maximum power de1ivered to the 
loudspeaker (100 watts), 7.2% was the maximum forcing 
1eve1 obtained f or StH = 0.18 while 49% corresponds to 
the maximum forcing reached for StH = 0.60. 

Comparison of Figs.2a and 3a is instructive to 
evidentiate the dramatic effect of the Strouhal Number. 
For instance , observe the remarkable difference in 
behavior between the u'f distributions corresponding 
the 0 . 5% forcing level. A1so impressive is the reverse 
trend existing between data taken for the sarne Strouha1 
Number (StH = 0.60) and corresponding to forcing leve1s 
set at 0.5% and 49%. Notice the s1ope of the u'f 
distributions in the region x/H<0.3 



103 

~ •• aJ .... 

102 oOC>Oooo 00 

~M666666 

6 ,ww"'"' "'"'"'"' 
SO Q~DD D D o o o a 
i' o 

'>r:P 
90° ~0000 o o o o o o 

•o' D cJ' 
o 

o 
o 

o 

100 
o 0 .5 1.0 

.Sl!!! ! ! ! ~ ! ! €?-=- ..... . 
... 
• 

o o o 
6 6 6 

"' "' "' D D D 

o o o 

StHa.18 1•1 

1.5 x/H 2.0 

t 
~ . 
• • 

Figure 2. u'f vs x/H measured at the 
shear layer region 

(U/Uc = 0.5) 

(a) 0.57. < u'fe/Ue < 2.57. 

(b) 3.07. < u'fe/Ue < 7.27. 

Fig.4 is an useful envelope-type plot. There are 
two Strouhal Numbers involved in this graphic: 0.15 CBH= 
= 29800) and 0.60 (RH = 6750). The normalized 
coordinate x/H ranges from zero to two. This figure is 
very useful as it gives, at once, a macroscopic view of 
all available data clearly defining the operable domain 
and allowing the development of a compact analysis. 

Fig.5 presents the behavior of the normalized wave 
length À/H vs u'fe/Ue, the amplitude of the forcing, in 
the region of the shear layer l.O <x/H <2.0, obtained 
from the phase angle ~ vs x/H. This angle which is the 
phase existing between the references sinusoidal signal 
fed into the LIA (from the signal generator) and the 
actual signal educed from the filtered instantaneous 
turbulence signal, is also provided by the LIA output. 
A large amount of data concerning the phase angle is 
availabl e e l sewher e [4]. ln Fig.5, the constant value of 
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Figure 3. u'f vs x/H measured at the 
shear layer region 

(U/Uc = 0.5) 

(a) 0.5 7. < u'fe/Ue < 157. 

(b) 207. < u 'fe/Ue < 497. 

the normalized wave length suggests that, in this region 
(l.O<x/H <2.0), the flow is being organized by the 
acoustic perturbation field that is the coherent 
structures at the forcing frequency are dominating the 
turbulent flow. Inspection of these results leads to the 
value À/H - 5.0 for StH = 0.18, regardless of the value 
u'fe/Ue (limited to the maximum leve! investigated 7.27.). 

ln the present work the excitation frequency was 
held constant at 70 Hz which means that if the wave 
length À remains constant the wave velocity Vc also 
remains constant (Vc = Àf), and this is what one have 
found for StH = 0.15 and 0.18. Once again,this indicates 
that the coherent structures at 70 Hz are dominant and 
there is no tendency of harmonic or subharmonic 
generation. 

Fig.6 ilustrates similar results as those shown 
in Fig.5 for much higher Strouhal Numbers (StH = 0.50 
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Figure 5. Distribution of À/H vs u'fe/Ue in the shear 
layer region (U/Uc = 0.5) and l.O<x/H <2.0. 

and StH = 0.60) and much higher forcing levels. The 
flat behavior is very similar except for the absolute 
value of À/H. Is · has experimentally been found that 
À/H - 1.0, for both Strouhal Numbers investigated. It 
might be interesting noticing that for this "high" 
leve! of the Strouhal Number À/H does not depend 
strongly on StH. While the À/H value decreased from 5.0 
to 3 .0 for a small change in StH (0.15 to 0.18), the 
distribution of \ /H vs u'fe/Ue remained almost 
unchanged ( À/H - 1.0) when the Strouhal Number varied 
from 0.50 to 0.60. 

Two important points regarding these data should 
be emphasized: i) there are large uncertainties 

associated with the technique used to estimate the À 
data, which are obtained from the spatial derivative 
of phase angle data. Not accounting for the low 
uncer tainties associated with measurements of the 
turbulence components by means of hot-wire 
thermoanemometry, and eventual departure from 
isothermal conditions, as report in (~, the uncertain 
ty interval associated with the phase angle technique 
is estimated to be on the arder of 307.; ii) it should 
be kept in mind that the calculated values of the wave 
length À was obtained from an approximated linearized 
spatial jet stability theory. Surprisingly, the 
obtained results for À do not seem to depend upon 
the leve! of the forcing (see Figs. 5 and 6). This data 
concerning high forcing levels might be of great 
importance in the developing stage of more general 
theories, and actually this is one of the major 
objectives of the present work, i.e ., to provide 
fundamental information for new advances in this 
advances in this complex field of study. 
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Figure 6. Distribution of À/H vs u'fe/Ue in the shear 
layer region (U/U0 = 0.5) and l.O<x/H<2.0. 
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RESUMO 

Faz-~e um ~tudo companativo da ~ub~tituição do Õieo comb~tlvei na gekação de 
vapo~ po~ cavaco~ de mad~a e bagaço de cana. O ~o do bagaço de cana ou de cavaco de 
mad~ ê vantajoM em ~eg-<.õ~ onde ~t~ en~gêtico~ ex~tem em gMnd~ quantidad~ . 
Cai.cuia-~e. o p~e.ço da tonelada de. vapM gekado pM ~t~ comb~tlvw e. ~cute.-l.>e., em 
~eic.ç.ão ao õteo comb~tlve.i. , qual. da~.> opçõ~ ê a ma-i.!.> vantajol.>a. Ap~~enta-l.>e um exem
plo pMa a útuação d~ ~ antruo~e.nte.. 

INTRODUÇÃO 

Atualmente o aproveitamento de resÍduos industri
ais como combustíveis, apresenta-se como uma opção sa
tisfat&ria na substituição parcial ou total de derivados 
de petr&leo. Esta alternativa pode dar bons resultados, 
uma vez que determinadas regiÕes podem suprir suas pr&
prias necessidades, bem como desenvolver uma tecnologia 
pr&pria para o aproveitamento do energético. 

Neste trabalho considera-se uma análise econômica 
e um estudo comparativo de substituição de combustÍveis 
na geração de vapor. Compara-se a combustão do bagaço de 
cana (como resíduo industrial - alternativa regional) , 
de cavacos de madeira (alternativa regional) e do &leo 
combustível. 

O cavaco de madeira pode ser considerado como uma 
opção regional de uso energético, e apresenta um custo 
operacional na produção de vapor menor que o do &leo com
bustível [1], além de apresentar em sua queima, carac
terísticas menos poluentes que o &leo combustível. Na 
combustão do &leo combustível tem-se o problema de li
beração de so2 nas fumaças, o que não ocorre na que i 'Tia da 
madeira [2], e do bagaço de cana . 

O bagaço de cana, existente em grande quantidade, 
era usado em usinas como sub-produto , sendo queimado sem 
preocupação com a eficiência de combustão e com o apro
veitamento do calor contido no vapor de processo [3] . 
Atualmente, tem valor reconhecido como energético e par
te é consumido nas pr&prias usinas de álcool e açúcar 
para gerar energia elêtrica, energia mecânica e vapor de 
processo em sistemas de cc-geração [3] , e o excedente é 
comercializado com outras empresas. O potencial energé
tico do bagaço de cana que é desperdiçado em todo o País 
pode, se aproveitado, contribuir na redução 'de consumo 
do &leo combustível [3] . 

Na substituição de um combustível deve-se, consi
derar a eficiência do combustível na combustão , o preço 
da kcal útil e a geração de gases de combustão. Do ponto 
de vista econômicodeve-~e além de sua eficiência térmi
ca, levar em conta o preço, a disponibilidade, a dete
rioração, as reservas, o transporte, o custo de armaze
nagem , a oferta e procura do combustível [1]. 

Neste trabalho mostra-se que é vantajoso o uso do 
bagaço como alternativa energética para a geração deva
por. 

SISTEMA DE QUEIMA 

As caracterís ticas de cada um dos três combustí
veis utilizados C&leo combustível [1], cavacos de madei
ra [1], e bagaço de cana) encontra-se na tabela 1, [3,4], 
abaixo. 
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Tabela 1. Características dos Combustíveis 

Temperatura de 
Um i Constituintes Chama 

Combustível PCI dade 
Excessc Tempe 

(kcal de ar ratura (%) c H o N s kg (%) (9C) 

{Íleo 
Combustível 9800 18-22 1850 - 85,5 ll ,c - - 4,0 

Cavacos de 
Madeira 4800 20 1625 5 56,0 7,0 37,') - -

Bagaço de 
Cana 4000 20 1560 5 47,5 6,5 46,()- -

A queima do &leo combustível é feita da forma con
vencional com nebulização a ar comprimido . 

A combustão dos cavacos de madeira é feita sobre 
grelha plana resfriada. Os cavacos são introduzidos na 
fornalha por meio de um espargidor pneumático. ~ impor
tante que se tenha uma distribuição uniforme do combus
tível sobre a superfÍcie da grelha [5] . A alimentação 
dos espargidores é feita a partir de um secador, por 
meio de um sistema de extração de roscas. 

A alimentação e o sistema de queima para o bagaço 
da cana picado é o mesmo utilizado para os cavacos de 
madeira. 

O espargidor permite que a queima do combustível 
(cavacos de madeira ou bagaço de cana picado) tenha inÍ
cio antes que o mesmo atinja a grelha, proporcionando 
uma melhor eficiência da queima e menor acúmulo de ma
terial sobre a grelha. 

GERADOR DE VAPOR (CALDEIRA) 

O estudo é feito considerando- se ca ldeiras flamo
tubulares, onde o fluxo de gás é interno aos tubos. ~\pesar 
da limitação de sua capacidade de produção (atê 20.000 
kg/h), este tipo de caldeira é usado em indÚstria, por 
vário~ motivos [6 , 7] : facilidad~ d~ tra;:tsporte e ins -
talaçao; totalmente montada na fabr~ca;factlmanutençao; 
facilidade de operação e alto rendimento. 

Para o estudo comparat ivo das três opçÕes, neces
sita-se conhecer o consumo de combustível para cada ca l
deira levando-se em conta sua eficiênc i a térmica. 

'A eficiência térmica, n, é a relação existen t e en
tre a quantidade de calor absorvida na geração devapor 
Qu' ; a qu~ntidade de calor liberada na queima do com -
busttvel, Qt' [7]: 



Qu 
(1) 11 = Q' 

t 

e 0 = rr, (h -hel , (2) u v v 

e Qt = mc(PCI), (3) 

onde mv e a massa de vapor gerado ' (kg/h); h e a ental 
pia do vapor, (kcal/kg); ht e a en t alpia da ~gua líqui
da ' (kcal/kg); m e a massa de combustível consumida' 
(kg/h) e PCI e poaer calorífico inferior do combustível 
(kcal/kg). 

Das eqs. (1), (2) e (3) obtem-se fina l mente a ex
pressão para o consumo de combustível em função da efi 
ciência da caldei r a: 

m 
c 

mv (hv - ht ) 

11 (PCI) 

PRE-AQUECIMENTO DO AR E SECAGEM DOS CAVACOS 

(4) 

Na caldeira a Óleo modificada para queimar cava
cos , os gases de combus t ão tem uma temperatura de saída 
em torno de 2509C . Isto significa que e l es tem uma ener
gia disponível de 620 kcal/kg, que pode ser utilizada pa
ra o pré-aquecimento do ar de combustão e para a secagem 
dos cavacos de madeira (1]. 

o pré-aquecedor de ar e do tipo recuperativo, on
de os gases circulam no interior dos tubos , em contra 
corrente, com o ar aquecido. Com isto permite-se uma 
e l evação de t emperatura de até 609C para o ar de combus
t ão , enquanto que as fumaças saem aproximadamente ã 
l709C (1] . 

No secador os cavacos são transpor t ados sobre uma 
correia de malha. As fumaças a travess am as corr eias per
pendicularmente de baixo para cima . Des t a forma, os ca
vacos atigem uma temperatura máxima de 909C e uma umida
de de 5%. 

A utilização do pré-aquecedor de ar ao invés da 
secagem di reta dos cavacos se deve ao fato de que a 2009C, 
t em- se o início da pirólise da madeira, e em consequên
cia a diminuição do seu poder calorÍf i co. Tal diminui -
ção se verifica devido ao despreendimento de voláteis da 
madeira [8]. 

O resfriamento dos gases de combus t ão se deve, em 
sua maior parte, ã vaporização da água da umidade e 
parte da água de constituição da madeira. 

Os valores citados acima, para o ar e os cavacos , 
são alcançados para um rendimento d ~ 50% em cada equi -
pamento. 

SECAGEM DO BAGAÇO DE CANA 

Os gases de combustão do bagaço apresentam uma 
temperatura de saída em torno de 2509C [9] e uma ener -
gi a disponível de 485,0 kcal/kg . 

O sistema de pré-aquecimento do ar não pode ser 
utili zado, uma vez que para um aumento de temperatura de 
609C, as fumaças ao deixarem o pré-aquecedor não teriam 
energia suficient e para produzir no secador , bagaço com 
5% de umidade. 

Para evitar o problema da alta t empera tura dos 
gases de combustão no secador , a solução encontrada foi 
a de injetar ar atmosférico, juntamente com as f umaças 
na en t rada do secador. O volume de ar adicionado deve 
ser suficiente para que se tenha bagaço com 5% de umi -
dade na saída do secador e que a temperatura das fuma
ças não seja i nferior a 609C para evitar a condensação 
do vapor d ' água. A pressão do ar atmosférico injetado 
deve ser a mesma das fumaças . 

INVESTIMENTOS 

o estudo e fei t o para regiÕes onde a madeira e o 
bagaço se encontram mais prÓximos do local de uso, em 
relação ao Óleo combustível. Tais regiÕes es tão de 100 
a 200 km de distância afastadas das refinarias ou depÓ
sitos de Óleo combus tível. 
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Considera-se uma caldeira flomotubular comumaca
pacidade de produçã2 de 15000 kg/h a uma pressão de tra
balho de 12 ,0kgf/cm . A água de alimentação está a tem
peratura de 259C [1]. 

A quantidade de calor necessária para produzir 
~000 kg/h de vapo:, ~ partir da q~eima de combustível, 
conforme Eq. (2), e : Q = 9,6 x 10 kcal/h e o consumo 
de combustível para ca~a tipo de caldeira a partir da 
Eq. <4l e: 

móleo = 1159,28 kg/h, 

mcavaco = 2547,77 kg/h . ' 
~agaço = 3380,28 kg/h, 

Os cálculos acima foram obtidos para caldeiras com 
eficiência térmica de 84,5% (Óleo combustível), 78,5% 
(cavacos de madeira) e 71,0% (bagaço de cana), [3, 10]. 

Nos investimentos considera-se o preço de cada ge
rador de vapor, juntamente com os equipamentos auxilia-
res. 

Na caldeira a Óleo, são considerados: o sistema de 
aquecimento, tanque principal, bombas, tubulaçÕes, a 
isolação térmica, etc. 

Na caldeira a cavacos de madeira leva-se em conta 
o recuperador, secador, transportador de cavacos e o ali
mentador do transportador, e um pequeno galpão. 

Para a caldeira a bagaço de cana considera-se um 
ventilador, uma enfardadeira, e uma empilhadeira além 
dos equipamentos da caldeira e cavacos de madeira. 

Para a amortização leva-se em consideração um pe-
rÍodo de dez anos. Calcula-se o custo de capital por 
tonelada de vapor : 

cus to de capital = vapor amortizado/ano 
vapor gerado/ano 

(5) 

admitindo-se que o regime de trabalho é de 340 dias por 
ano (8160 horas), correspondendo a produção 122400 to
ne ladas de vapor/ano, tabela 2. 

Tabela 2. Custo de Capital por Tonelada de Vapor 

Amortização Custo de 

Caldeira 
I nves timento 

(Investimento) 
Capital 

Cz$ 10 anos (Cz$/ton 

Cz$ de vapor) 

Cileo 
Combustível 3.750.000,00 375 . 000,00 3,06 

Cavacos de 
Madeira 4.450.000,00 445 . 000,00 3,64 

Bagaço de 
Cana 4.900.000,00 490 . 000,00 8,00 

o cus t o operacional e determinado por hora de tra
balho para cada tipo de combustível, da seguinte forma: 

Custo Operacional por= Custo Operacional (Cz$/h) 
Tonelada de Vapor Geração Horária de Vapor 

(Ton/h) 

(6) 

Nas tabelas 3 e 4, mostra-se o custo operacional 
para distâncias de 100 e 200km, respectivamente. 



Tabela 3. Custo Operacional (Transporte a lOOkm) 

Custo (Cz$/hora) 

~ 6leo Cavacos Bagaço 
D 

Preço do Combustível[ll] 1.866,00 1.037,00 128,45 

Transporte do Combus t Í v e 
[ 12 J 129,34 315,70 271,35 

Manuseio do 6leo Combus-
tivel 149,28 ----- ------

Cavacação e Manuseio dos 
Cavacos para Secagem ------ 7,28 ------

Manuseio para Enfardamen 
to, Picagem, Secagem E 

Empilhamento do Bagaço ------ ------ 19,91 

Energia Elétrica [ n] 2,80 18,90 97,96 

Operação da Caldeira 10,85 10,85 10,85 

Eventuais (10%) 215,83 140,00 52,85 

Total 2 .374,10 1.520,00 581,37 

Para obtenção dos dados do custo operacional ad
mite-se que: 

- no preço da lenha já esta incluído o custo de capi -
tal da implantação do reflorestamento; 

- o custo do operário para o trabalho do manuseio dos 
cavacos (4 operarios)e do bagaço (7 operários), re
fere-se a um salário mínimo com encargos sociais pa
ra um regime de trabalho de 8 horas/dia; 

- para a operação da caldeira considera-se um emprega
do com regime de trabalho de 8 horas/dia, com um sa
lário equivalente a dois salários mínimos mais encar
gos sociais; 

Tabela 4. Custo Operacional (Transporte a 2()0 km) 

Custo (Cz$/hora) 

~ s 6leo Cavacos Bagaço 

Preço do Combustível [nJ 1. 866,00 1.037,00 128,45 

Transporte do Combustível 

[12] 237,25 625,00 542,70 

Manuseio do 6leo Combus 
tível 149,28 ------ ------

Cavacação e Manuseio dos 
Cavacos para Secagem ------ 7,28 ------
Manuseio para Enfardamen 
to, Picagem, Secagem e 
Empilhamento do Bagaço ------ ..------ 19,91 

Energia Elétrica [ll] 2,80 18,90 97,96 

Operação da Caldeira 10,85 10,85 10,85 

Eventuais (lO%) 226,62 170,00 80,00 

Total 2. 492.80 1.869,03 879,87 
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O custo total da tonelada de vapor é, então o cus to 
de capital acrescido do custo operacional. Na tabela 5 
apresenta-se o custo total para uma si tuação em que o 
Óleo combust í ve l é transportado de uma distância de 
200 km, a madeira e o bagaço de cana de uma distância de 
100 km. 

Tabela 5. Custo Operacional e Total 

da Tonelada de Vapor 

Custos 

Caldeira 
Operacional Capital Total 

(Cz$/ton ) (Cz$/ton) (Cz$ I ton) 

a Óleo combustível 166,18 3,06 169,24 

cavacos de madeira 101,98 3,64 105,62 

bagaço de cana 38,76 8,00 46,76 

Calcula-se o perÍodo de pagamento, pela seguinte 
expressão, (1): 

~ cus to m instalação 
Per~odo de Pagamento,Pb =economia mensal , (6) 

onde a economia mensal é a diferença entre os custos men
sais de Óleo combus tível, e dos demais combustíveis . 

O custo mensal (preço + transporte) do combus -
tÍvel x 720 horas para cada combustível, conforme ta-
belas 3 e 4 é: 

Custo mensal Óleo Cz$ 1.514.340,00 

Custo mensal Cz$ 973.944,00 cavacos 

Custo normal b = Cz$ 287.856,00 agaço 

Desse modo, o perÍodo de pagamento, conforme 
(6) e os dados acima e da tabela 2, para os cavacos 
madeira é de 8,23 meses e para o bagaço de cana de 
meses. 

OBSERVAÇÕES FINAIS 

Eq. 
de 

4,0 

O estudo comparativo das três alternativas de com
bustíveis na gera'lão de vapor mostra que o bagaço de ca
na é a melhor opçao, para regiÕes onde esse energético 
existe em grande quantidade. 

Para evitar gastos adicionais de estocagem, auti
lização de bagaço será somente durante o perÍodo de sa
fra (6 meses aproximadamente) e fora deste perÍodo ira 
consumir cavacos de madeira. Esta opção evidencia o uso 
do bagaço de cana como um energético capaz de substitui 
a Óleo combustível. 

A economia será ainda maior se o bagaço puder ser 
utilizado o ano inteiro, mesmo que se tenha que reser -
var grandes áreas para o seu armazenamento. 
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RESUMO 
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INTRODUÇÃO 

Considerando um mesmo motor Diesel dois combus 
tíveis diferentes apresentam comportamentos dependen 
tes das temperaturas alcançadas na efetivação do ciclo 
-particularmente duran te a fase de combustão- de mar 
cada influência no atraso da inflamação; as prÓprias 
paredes metálicas que envolvem o fluido atuam como con 
dicionantes de maior ou menor velocidade de cumprimen 
to deste impor t an t e i n tervalo de tempo,preparatúrio pa 
ra a defi nitiva liberação de energia térmica , jâ que 
sâbre elas i ncide o jato de combustível. 

E neste período de atraso que se define o compor 
tamento dês t e, pois a sua evaporação e mistura com o 
ar a montante , compa t ibilizando o tempo com as suas 
propriedades fÍsicas - para a consecução de mistura ga 
sosa - e quÍmicas - responsáveis pela geração dos radi 
cais responsáveis pelo desenvolvimento da queima, uma 
vez ultrapassado o atraso de inflamação . Uma boa pulve 
rização, logicamente, favorece a fragmentação, facili 
tando o encontro com o ar. -

A elevação da pressão, acima da de compressão , 
corresponde ao aparecimento da chama na mistura e a ra 
pidez com que aumenta depende da quantidade de comb us 
tível que evapora e se mescla com o ar durante o estã 
gio de atraso . ~ sab ido que hã relacionamen t o en tre 
quantidade queimada e velocidade de aumento da p ressao 
com a extensão dêsse perÍodo. Para determinado volume 
injetado, como o atraso depende das propriedades do com 
bustível , pode ocorrer que apenas pequena fração dele 
seja lançada na câmara durante o tempo correspondente 
ã queima das pri meiras porçÕes de mistura a se queimar 
e, então, são pequenas a quantidade de energia libera 
da e o aumento da pressão decorrente; ao contrârio,sen 
do maior êsse período tanto mais combustível é i njeta 
do, evaporado e misturado ao ar , queimando em maior 
quan t idade que no caso precedente e, assim , provocando 
o aparecimento de grande gradie nte de pressão, tornan 
do a combustão anormal . Claro que a proporcionalidade 
entre o aumento do atraso e o da liberação de e nergia 
e do desenvolvimen to da pressão deve acontecer desde 
que o ângulo de injeção, em cada caso, seja regulado 
de forma que sempre o tempo de queima efetiva, após o 
perÍodo de atraso , corresponda ao mesmo_ângulo da mani 
vela garantindo , en tão , reação de comb ustão com alta 
eficiência em todos os regimes do motor; a ajustagem 
constante da injeção implicaria na queda do rendimento 
térmico pois com atrasos ampliados verificar-se-ia a 
complementação da inflamação apenas ao longo do curso 
de expansão. ~ste poderia , também , ser o caso das Últi 
mas porçÕes de mistura a queimar -cujo combustível pos 
sua atraso ace n tuado- termi nando , também, a reação d~ 
rante a descida do Embolo e , por isto mesmo dificultan 
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do a concretização do evento pela influência do abaixa 
mento da pressão na manutenção de velocidade de queima 
rápida. 

Quanto ao ajuste da injeçao, hã para cada regime 
um ângulo de avanço Ótimo vinculado ao instante da i n 
jeção e relativo ao ponto morto superior, corresponde n 
do à melhor eficiência da inflamação, vista pelo valor 
maior da pressão media . Avanço pequeno implica em pe 
ríodo de atraso aumentado e, pelas consideraçÕes ante 
r~ores, levando à excessiva razão de elevação da pres 
sao, mesmo que isto ocorra jâ na fase de expansão ; avan 
ço acentuado também provoca o aparecimento de grande 
atraso de combustão por influência do posicionamento 
do êmbolo, ainda em ascensão, sÔbre o erguimento da 
pressão, induzindo a efe tivação de grandes gr<'.dientes . 

Dessa forma, os motores com regulagem fixa de i n 
jeçao deverão tê-la com avanço tal que a fase de que i 
ma rápida, em seguida ao cumprimento do período de 
atraso, se verifique durante a descida do pistão empou 
cos graus da árvore e com taxa controlada de aumento 
da pressão, garantindo queima normal e de melhor rendi 
mento. 

Com relação ao efeito da velocidade de motor na 
combustão, há certa divergência no comportamento do Die 
sel frente ao Otto, na primeira fase da reação : neste 
Último, a velocidade de queima cresce com o aume nto da 
rotação, enquanto no outro o número de graus de giro 
da manivela cresce, condicionando assim maior demora 
da inflamação; nas duas etapas seguintes a evolução se 
desenvolve semelhantemente, aumentando a taxa de quei 
ma com a velocidade. 

Neste ponto deve ser notado que a qualidade de 
ignição do combustível é de importância fundamental na 
definição das velocidades limites do motor , o que si~ 
nifica a exigência de atraso de queima tão pequeno 
quanto possível, característica vinculada à estrutura 
quÍmica de suas moléculas 111, 121 . 
COMBUST1VEIS ALTERNATIVOS PARA MOTORES DIESEL 

O Brasil possui um excelente combustível a l terna 
tivo para o Diesel , os Óleos vegetais, nas formas " i n 
natura" e transesterificados- e, possivelmente , na ver 
são de hidrocarbonetos craqueados a partir dele ISI.-

O etanol não possui qualidade de ignição compa tí 
vel com o desenvolvimento de queima caracterís t ico do 
motor Diesel, quer pelo aspecto da temperatura maior 
de auto-inflamação, quer pelo longo perÍodo de retar 
de; êstes fatores induzem o aparecimento da detonação-:
Contudo, a elevação da temperatura do ar comprimido e 
do seu turbilhonamento, conseguidos através do aumento 



da razao de compressão, poderiam atenuar o efeito da 
queles fatores, à custa, evidentemente, de maiores es 
forças em toda a estrutura do motor e de um sério pro 
blema quanto ao diminuto espaço a ser ocupado por um 
número superior de moléculas do combustível substituto, 
cujo calor de combustão e da ordem de 27,2 x 103 kJ/kg, 
sendo de 43,9 kJ/kg o do Óleo Diesel; ademais, a ausên 
cia de viscosidade exigiria aditivos que possibilitas 
sem o seu escoamento pelos elementos do sistema de in 
jeção, evitando-lhe danos irreparáveis. 

A comutação parcial, sob a forma de emulsÕes po 
de constituir-se em possibilidade do aproveitamento do 
etanol no ciclo Diesel. Neste caso, o combustível com 
plementar deve apresentar todas as boas propriedades 
para a combustão: Índice de cetano, viscosidade e po 
der calorífico; o que é conseguido com os Óleos vege 
tais além, é claro, do prÓprio Óleo Diesel. -

ExperimentaçÕes conduzidas no sentido 
tuição de Óleo Diesel J3J mostram que até o 
é absolutamente viável, podendo também ser 
em teores pouco superiores a esse. Contudo, 
quisadores J4J desaconselham a substituição 
por Óleo vegetal face à intensa formação de 

da subs ti 
teor de s% 
utilizado 

outros pes 
integral 

depÓsitos. 

Baixa volatilidade é excessiva viscosidade difi 
cultam o aproveitamento dos Óleos vegetais "in naturan; 
somando-se ao imprescindÍvel, pré-aquecimento, a oxida 
ção por queima incompleta e outro fator negativo, pois 
facilita a formação de depósitos e lacas, complicando 
o débito de Óleo injetado e promovendo a queda das pro 
priedades do lubrificante. -

A utilização de Óleos vegetais transesterifica 
dos é justificavel, graças às características que pos 
sui, podendo ser empregado só, ou em misturas com o 
Óleo Diesel; de uma forma geral taisésteres assemelham 
-se a este, como pode ser visto pelos valores mostra 
dos na Tabela 1, JsJ. 

Tabela 1 - Propriedades de Óleos combustíveis 

ESTER DE SOJA ÕLEO DIESEL 
VISCOSIDADE 

3,3- 4,7 1,6 - 6,0 
(cSt) 

DENSIDADE ( 25° C) 
0,877 0,827 (g/cm 3

) 

PONTO DE FULGOR 180 - 200 60 (o C) 

PODER CALORÍFICO 
INFERIOR 37380 42800 
(kJ /kg) 

INDICE DE CETANO 46,7 45 

A reaçao de transesterificação torna a molécula 
do Óleo vegetal muito semelhante ã do Óleo Diesel, em 
bora contendo oxigénio. Quanto à compatibilidade com 
materiais plásticos e metálicos e com borrachas a atua 
ção do ester é comparável à do Óleo Diesel JsJ. -

~studos desen~olvidos objetiv~ndo a determinaxão 
da razao de liberaçao de calor na camara de combustao, 
a partir de modêlo termodinâmico, destacam conclusÕes 
importantes para o esclarecimento acerca da inflamação 
de combustíveis alternativos para motores Diesel, caso 
específico dos Óleos de soja e de babaçu, transesteri 
ficados J6J. Demonstrou-se que o éster etÍlico de Óleo 
de babaçu é superior quanto à eficiência de queima, co 
mo se infere do menor tempo para a sua · efetivação, sem 
terem sido, maiores as taxas de elevação de pressão du 
rante as experimentaçÕes; mesmo levando-se em conta ã 
diferença entre os calores de combustão e a não cor 
reção dos débitos da bomba injetora ao se efetuar a co 
mutação dos combustíveis. O atraso de ignição do éster 
de soja é menor que o do Óleo Diesel apresentando, con 
tudo, menor razão de liberação de calor e de elevaçãO 
de pressão (combustão menos áspera), o que implica em 
tempo maior para a conclusão da queima, principalmente 
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em cargas baixas. 

No atinente a efeitos secundários os ésteres de 
oleos vegetais provocam acentuada formação de depósi 
tos nos bicos injetores e nas canaletas dos anéis,e la 
cas nos êmbolos, promovendo alguma degradação do Óleo 
lubrificante J7J. O problema reside na diluição gra 
dual do lubrificante pelas frações não queimadas do 
combustível e no aumento contínuo de insolúveis , origi 
nados de 'resíduos pastosos, em ambos os casos ocorren 
do alteração na qualidade do lubrificante, como a de 
dispersância. 

A miscibilidade em etanol, anidro ou hidratado, 
e em Óleo Diesel é total, segundo um dos fabricantes 
nacionais; outro produtor, contudo, informar se ela da 
ordem de 50%. O éster que está sendo empregado nos en 
saias da EESC apresenta diluição plena. 

EXPERIMENTAÇÕES NA EESC-USP 

Além dos desenvolvimentos relacionados com asubs 
titui~ão de gasolina por etanol, o Laboratório de Ter 
modinamica vem trabalhando no sentido da comutação de 
combustíveis não convencionais de motores de ciclo Die 
sel, com referência especial ao de pré-câmara Kombi~ 
Diesel (Passat-Diesel) J8J. 

Num desses trabalhos foram utilizados dois des 
tes motores, e inúmeros ensaios completados, após a in 
serção do sistema de inflamação elétrica, objetivando 
a definição Õtima de posicionamento das velas, abertu 
ra dos eletrodos, pressão de injeção, dosagem de com 
bustível e localização da centelha no ciclo. Tais modi 
ficaçÕes foram precedidas de amplo estudo teórico sÕ 
bre a formação e queima das misturas, tendo como metã 
a adequação melhor possível do combustível injetado 
etanol- em ciclo Diesel, e deflagração de queima por 
centelha. 

Dos resultados obtidos conclui-se que o sistema 
elétrico ideal deveria propiciar o salto de mais que 
uma centelha para superar a qualidade da mistura não 
homogénea neste tipo de ciclo motor; dessa forma, os 
estreitos limites para o centelhamento seriam ampliados 
favorecendo, certamente, o desempenho. 

OBSERVAÇÕES FINAIS 

A abordagem de desenvolvimento, concernentes ã 
linha de combustíveis alternativos contínua, na EESC
-USP, através de conversÕes de motores do ciclo Diesel 
para o Otto, visando o uso do etanol e do biogás; no 
levantamento do desempenho de motores de ignição por 
compressão utilizando etanol com aditivo defragrador 
de combustão; presentemente, com o inÍcio de ensaios 
em motor de antecâmara de combustão, Passat-Diesel,uti 
lizando etanol e esteres de Õleos vegetais em misturas 
com o Õleo Diesel, inclusive com a variante de indução 
do combustível alternativo na linha de alta pressão da 
bomba injetora. 

A Figura 1, mostra as curvas obtidas emplena ca~ 
ga com Õleo Diesel e de soja transesterificado, tendo 
o mesmo avanço de injeção e os demais características 
técnicas do motor original. Por isto, e devido às dif~ 
rentes densidades, verifica-se aumento no consumo com 
éster. 

Estes e outros resultados em obtenção nos experi 
mentos processados na EESC-USP não apenas confirmam ã 
viabilidade de substituição do Õleo Diesel por ésteres 
de vegetais; como também a da comutação por emulsÕes 
entre eles e com o álcool etÍlico. As discrepâncias no 
confronto com o Óleo Diesel tendem a diminuir com os 
ajustes de débito, taxa de compressão e avanço da inj~ 
çao. 
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INTRODUÇÃO 

A importância da digestão anaeróbica dos resíduos 
orgânicos, tanto urbanos como rurais, reside no fato 
de ser relacionada a uma fonte de energia alternativa, 
renovável, em processo redutor de poluentes,sendo a ma 
téria orgânica degradada, a energia do substrato rec~ 
perada sob a forma de gás metano e o material fermen 
tado podendo ser aproveitado como adubo orgânico, isen 
to de bactérias patogênicas, ou como elemento para n~ 
trição animal, SASSON JlJ. 

Pela maior quantidade e pelos problemas de polui 
çao ambiental, a digestão anaeróbica dos resÍduos urbã 
nos tem recebido maior atenção por parte dos pesquisã 
dores em países com tecnologia mais desenvolvida.BOYLE 
J2J, calculou, em 1.980, que a energia contida nestes 
materiais, baseado numa produção per cápita de 4,33 lb/ 
/dia, nas áreas de maior densidade demográfica dos Es 
tados Unidos - estimada em 152 milhÕes de pessoas 
equivaleria a 1% de toda a consumida nesse ano. 

Para que essa recuperação, se torne economicamen 
te competitiva com outras formas de energia, e verifi 
cando-se em maior escala, há necessidade da determinã 
ção de parâmetros que ainda não estão muito esclarecT 
do, OSTROVSKI J3J, permitindo a exploração comercial 
por meio de em~resas privadas, comercialmente, BOYLE 
J2J , DANESE J4) . 

Dentre os fatores que podem tornar o processo 
mais eficiente, a temperatura tem uma importância bas 
tante acentuada, em função da sua influência na veloci 
dade das reações bioquÍmicas. A temperatura de opera 
ção dos biodigestores é uma diretriz usada pelos bacte 
riologistas para classificar os digestores como sendo 
mesofílicos ou termofílicos. O limite exato entre as 
faixas dos dois tipos é polêmico. HILL e SCROEFER J5J, 
em laboratório, analisaram a produção de gás, inician 
do o processo em 359C e aumentando gradativamente a 
temperatura, em incrementos diários, até 559C concluin 
do que o limite superior da faixa mesofÍlica é 429C 
quando o desenvolvimento das bactérias é inibido, ocor 
rendo uma descontinuidade na produção de gás . -

HIRATA J6J, cita a faixa mesofílica entre 25 e 
409C, com um valor ótimo em torno de 359C e a faixa 
termofÍlica entre 55 e 659C, com um valor Ótimo entre 
55 e 609C. 

A produção de metano a partir do esterco bovino, 
ou outros resíduos animais, em geral é efetuada,na fai 
xa mesofílica. Pouco trabalhos existem para determinar 
a temperatura termofÍlica Ótima citada por VAREL J7J . 
Em alguns digestores, condiçÕes termofílicas podem 
existir por um período de tempo pequeno, em regiÕes on 
de a temperatura ambiente é elevada, HILL &SCROEDERJ6T. 
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Neste contexto a energia consumida para manter os rea 
tores em temperaturas constantes dentro da faixa termo 
fÍlica é menor e, então, deve-se analisar este porme 
nor quando na instalação de unidades de produção de 
biogás. 

VAREL J7J, obteve, em laboratório, uma produção 
de 4,5 litros de gás por dia, por litro de reator, a 
partir de esterco bovino, em 3 dias de retenção e con 
cen tração de sÓlidos voláteis de 8% e temperatura de 
609C. Esta produção nunca tinha sido observada até en 
tão. HASHIMOTO J5J, mais tarde obteve uma produtividã 
de maior de 6,11 metros cubicos de gás por metro cúbT 
co de digestor por dia em 4 dias de retenção a 559C.Em 
Israel, o Kibbutz Industries Association (KIA) ,interes 
sou-se pela produção de biogás e desenvolveu investigã 
çÕes fundamentais sobre o processo, optando por operar 
na temperatura de 559C, onde a produção oscilava entre 
4 e 6,5 metros cubicos de gás por metro cúbico de di 
gestor por dia, SASSON JlJ. 

Pretende-se, com este trabalho,obte~· informações 
sobre o efeito da temperatura na produção do biogás e 
no tempo de retenção, visando fornecer subsídios a es 
tudos posteriores, para que os novos biodigestores te 
nham incorporado em seus sintemas unidades de fornecT 
mento de calor externo, mantendo a temperatura do subs 
trato constante, ponto termofílico Ótimo de tal formã 
que a maior produção de gás compense a energia gasta 
no aquecimento. 

MATERIAL E METODO 

O experimento, visando avaliar o efeito das tem 
peraturas mesofílica e termofílica na produção de gas, 
foi conduzido em digestores de vidro de 750 mi de volu 
me, à batelada, em condiçÕes anaeróbicas, onde a per 
feita vedação foi obtida usando rolhas de borracha e ã 
conexão com o gasômetro, também de vidro,com tubos fle 
xiveis, medindo-se o gás diariamente através do deslo 
camento de coluna de áp,ua, mantida a uma pressão máxi 
ma de 15 centímetros, na montagem especialmente prepa 
rada para os experimentos. Quando a pressão atingia va 
lores proximos a este máximo, colocava- se novamente 
água no elemento regulador de pressão. 

Uma amostra do material utilizado foi analisada 
no Laboratório de QuÍmica da IFQSC- USP, de terminando 
-se a umidade, sÓlidos totais e sólidos voláteis nos 
seguintes porcentuais: 85,4, 14,6 e 13,4 respectivame~ 
te. 

Para a manutenção dos reatores em 379C e 559C, 
eles foram imersos em banho de água, controlados para 
essas temperaturas através de variadores de resistên 
cia elétrica. Por precaução, foram instalados termôme 



tros em cada banho e diáriamente monitorados para de 
tectar eventuais problemas. 

Optou-se ~ela diluição de 1:1 pois segundo PRA 
KASAN et allii 18[ é a que apresenta melhor eficiência 
de produção de gás . A mistura foi feita com a diluição 
de 250 gramas de esterco em 250 ml de água. Isto cor 
rigiu a concentração de sólidos para 7,2% e, de acordo 
com MEYNEL, citado por PRAKASAN et allii [8[, ficando 
entre 7 a 8% de sÓlidos voláte i s, condição ideal para 
fermentação . Esta foi a mistura usada em t odos os rea 
tores, aos quais juntaram-se 100 ml de inoculo. -

Amostras semanais de gás foram analisadas no 
IFQSC-USP. 

RESULTADO E DISCUSSÃO 

Nos reatares mantidos em 559C, observou-se uma 
produção intensa de bolhas que arrastavam para a s uper 
fÍcie partículas solidas, ficando o substrato dividido 
em duas fases bem distintas: apenas lÍquido na parte 
inferior e sÕlidosna superior , ocupando totalmente o 
volume da câmara de fermentação. Isto provocou entupi 
menta no tubo de saída de gás e, por vêzes , a pressãO 
interna aumentava suficientemente para fazer sal t ar a 
rolha de vedação. Uma solução viável para evitar este 
inconveniente é inserir nos biodigestores, quando ope 
rados na faixa termofílica, um sistema de agitação in 
terna, cuja configuração geométrica , método de agita 
ção e número de vêzes que deve operar são parâmetros 
a serem definidos pela experimentação . No presente es 
tudo, após a formação das fases, a mis t~r.a era novameE: 
te diluÍda agitando- se manualmente o diges tor, proces 
so não conveniente já que a mistura não se homogeneiz~ 
v a . 

A Figura 1 mostra a produção acumulada em 30 dias 
de re t enção, com valores de 8.305 ml , para 379C, 7.815 
ml para 559C e 3.300 ml para os digestores mantidos na 
temperatura ambiente. Nota-se a menor produção total 
de gás em 559C. Isto se deve ao fato que o perÍodo de 
tempo econômico, onde a produção é máxima,acontece nos 
15 primeiros dias, tornando-se, a partir deste ponto, 
antieconômica a manutenção do substrato em fermentação 
nesta temperatura, como pode ser observado na Figura ~ 

Houve problema de aclimatação das bactérias quan 
do partindo de inoculo a 299C . Enquanto a produção foi 
crescente em 379C e na temperatura ambiente, à 559C a 
produção foi decrescente chegando a zero no sétimo di~ 
indicando paralização no desenvolvimento das bactérias. 
A partir desta data a produção voltou a crescer lenta 
mente, chegando a um valor Õtimo após oito dias do pon 
to i nicial. Isto mostra que as bactérias, mesmo sofren 
do um choque térmico, têm capacidade de se aclimatar 
às novas condiçÕes e, a seguir, desenvolverem-se geran 
do uma cultura em condiçÕes Õtimas de proceder à fer 
mentação. 

Os valores colocados nas Figuras 1 e 2, do gas 
produzido em 559C, foram obtidos repetindo o experimen 
to e utilizando como inoculo material já fermentado 
nesta temperatura; o estêrco fresco, depois de diluído, 
sofreu aquecimento até atingir 559C, quando se adicio 
nou inoculo. A Figura 2 mostra a produção diária dos 
três tratamentos, onde podem ser avaliados os tempos 
de retenção economicamente viáveis para a fermentação. 

A qualidade do gás, pelo resultado das análises , 
não foi afetada pela temperatura, oscilando em torno 
de 54% de metano. Nos primeiros dias, a qualidade do 
gás era pobre, fase considerada de maturação. 

A temperatura ambiente, com leituras às 7,00 ho 
ras e às 14,00 horas, apresentou um máximo de 259C e 
um mÍnimo de 149C no perÍodo dos ensaios . Essa difere~ 
ça máxima de 119C e a não constância da temperatura po 
de ter sido causa da baixa produção de gás, o que mos 
tra a sensibilidade das bactérias às variaçÕes de tem 
peratura e a consequente redução na produção de gás . -

Com o aumento da temperatura houve uma maior pro 
dução de gás . Porém, o manejo operacional nos rea t ares 
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a 559C apresentou um grau de dificuldade maior , o que 
sugere nova geometria nos digestores e/ou incorporação 
de sistema de agitação da mistura. 
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CONCLUSÕES 

Analisando os resultados obtidos na digestão ana 
erôbica do estêrco bovino, os autores destacam as se 
guintes conclusões: 

Entre os parâmetros que influenciam a fermenta 
ção a temperatura oferece condiçÕes potenciais 
para acelerar o processo de conversão anaerÕbi 
ca da matéria orgânica; 

- mesmo operando os biodigestores na faixa meso 
fílica é recomendável que haja fornecimento de 
calor externo para manter constante a tempera 
tura do substrato, criando um ambiente mais fa 
vorável ao desenvolvimento das bactérias; 

- houve maior dificuldade operacional em 559C,de 
vida ao arrasto de material sólido pelas bo 
lhas e consequente formação de fases;nesta te~ 
peratura é imprescindível o uso de agitadores; 

- o perÍodo de retenção Õtimo, a 559C, é de 15 
dias; a partir desta temperatura torna-se anti 
econômica a fermentação pois a produção cai a 
centuadamente; 

- não foi observada influência da temperatura na 
qualidade do gás; 

as bactérias fermentadoras do estêrco bovino 
têm capacidade de se ac limatar, sem ma iores di 



- ficuldades, ãs diferentes temperaturas do subs 
trato; as variaçÕes de temperatura não devem 
ser, porém, bruscas, devendo-se mantê-la cons 
tante durante um certo tempo, após cada incre 
mento. 
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ABSTRACT 

To evai.LULte .the .tempVU1..tull.e e66e.c..t -i.n .the pMduc 
tion and -i.n .the Jte.tert.t<.on .túne o6 .the 6eJtmenta.fun gM" 
601t dung o 6 ciLttte, we.Jte -i.yu,.tai.ed <!> eveltai. digu.toM 
w.Uh a woJtlúng volume o6 500 m.t. The JtUeaJtch tat6 ca.Jt 
Jt-i.e.d gu.t keep.i.ng .the Jteac.toa- a.t a co yu, .tan.t .tempelta.tWLe 
o6 37 C (muophilk) and 55 C (.theJtmophilk) and 6oJt 
o ne o 6 .the d.igu.toM YlO ex.te.Jtnai. hea.t tat6 pJtOv-i.de 
bung on.ty <!>ubje.c..ted .to .the .tempelta.tWLe va.Jt.<a..t.i.oYil> o6 
.the env-i.Jtonmen.t. The gM pMduc.üon metl.6WLemen..t6 we.Jte 
ma.de day.ty. 
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RESUMO 
O p!tuen;te .tJta.bal.ho tJta.ta da anãiMe e de.teJtm.Wac;ão ex.pe!Umen;tal. dOJ.> pa!tâme.tlto.õ 

de um c.omp!te6.6alt Jt.Ota,t[vo de du.toc.amen;to p0.6ilivo, paJtte de um motolt c' e Jte6Jt.i..ge.Jtac;ão 
em duenvolv.únen;to qu.e o peita .õegu.ndo o c<.c..to B!tayton .<.nve.Jt;Udo. Faltam med.<.do.õ pMâme
tlto.õ ta.<.-6 como potê.nc<.a.õ de eüo, teÕ!t.<.c.a e Jtea1., e6.(.c<.ê.nc<.a.õ mec.ãn.<.c.a, .<..õentlt.Õp-i.c.a e 
vo.ewrtê.ttúc.a , pa!ta d.<.6eJteYI:te6 c.ond.<.c;ÕM de Jtatac;ão e ope.Jtac;ão do c.omplte6.6alt . Uma arzâU 
.6e da 2C! .e.e..<. da teJtmod.<.nâm.<.c.a mo.õtltou. qu.e a ma-i.OJt paJtte do c.a1.alt ge.Jtado palt a.tJt.Uo ê 
.tlta.rt.6 áeJt..<.do ao õ.e.eo de lu.b!t.<.6.(.c.ac;ão e ao me..<.o amb.<.en;te. F.<.nalmen;te ê. 6e.Ua uma anâ.e..<.
.õe c.Jl...it.<.ca do duempenho do c.amp!te6.6alt e ana.e..<..óada.õ a.6 d.<.Jte.tJt.<.zu pa!ta a ot.ún.<.zac;ão do 
p!taje.to . 

INTRODUÇÃO 

Máquinas de refrigeração que operam com o ar corno 
fluido de trabalho tem a vantagem de apresentarem urna e 
ficiência mais elevada, em baixas temperaturas, do que 
as convencionais de compressão de vapor, pois eliminam 
um estágio de transferência de calor no evaporador. Es 
te normalmente conduz a formação de gelo, o que provoca 
um aumento da resistência térmica no evaporador . Assim , 
para urna mesma temperatura a ser mantida na câmara fri
gorifica, e para urna mesma transferência de calor, atem 
peratura do fluido de trabalho no evaporador deve ser 
mais baixa , resultando num menor coeficiente de desernpe 
nho do sistema . -

Máquinas que operam segundo o ciclo Brayton inver 
tido são potencialmente interessantes pelos elevados coe 
ficientes de desempenho que teoricamente podem ser obtT 
dos. São entretanto muito sensíveis às ine ficiências 
dos componentes, resultando numa eficiência real um pou 
co baixa . Estudos preliminares de simulação indicarnque 
valores de eficiências do compressor e do expansor de pe 
lo menos 85% são necessários para que se consiga urna e~ 
ficiência compatível com os valores normalmente apresen 
tados por outras máquinas comerciais. Estes valores po 
dem ser conseguidos mais facilmente com compressores e 
expansores de deslocamento positivo . Estes estão sendo 
desenvolvidos neste projeto, que objetiva a avaliação de 
desempenho, juntamente com a otirnização dos mesmos para 
operação acoplada no sistema de refrigeração . 

A Figura 1 apresenta num diagrama T-s(ternperatura 
entropia) a evolução do ciclo Brayton invertido. O ar 
é admitido a máquina no estado 1 e comprimido até o es
tado 2. Sofre então um resfriamento externo até aproxi 
madamente a temperatura ambiente , 3 . O ar é então expan 
dido pela máquina até o estado 4, de entrada· no ambien~ 
te refrigerado . Pode- se observar que para maior coefi
ciente de desempenho do sistema, os estados 2 ' e 4' de
vem estar o mais próximo possível de 2 e 4 respectiva
mente, o que caracterizaria processos isentrópicos. 

Urna máquina foi construída e avaliada conduzindo 
a algumas conclusões : 

- A pressão alcançada pelo compressor projetado e 
construido aumenta com a rotação do mesmo, atingindo urna 
taxa elevada acima de 1800 rprn e um máximo de 1,6 bar . 

- Urna variação negativa de entropia entre a saida 
e a entrada do compressor mostra que duas podem ser as 
causas desta aparente incongruência (segundo a 2~ lei 
da termodinâmica): transferência de calor entre o com
pressor e o expansor, e vazamento de ar do compressor. 

-Medidas de vazamento de ar do compressor , obti
das pela diferença entre a vazão entre a saida e a en
trada do mesmo , mostram que em rotaçÕes em torno de 2000 
rprn , valores muito pequenos podem ser encontrados , pro
vando que a transferência de calor entre os dois compo
nentes é um importante fator . 

267 

- Medidas da eficiência volumétrica do compressor 
indicam um máximo valor de cerca de 79% para urna ro t ação 
de 1500 rprn, ponto ótirno de operação para es t e compr es
sor projetado . 

- Medidas de desempenho realizadas mostram que o 
expansor começa a operar num nivel de pr essão acima de 
2 bar. Isto indica que os projetas não são adequados e 
que o sistema corno um todo não funcionará realme nte quan 
do compressor e expansor estiverem acoplados . Isto foi 
verificado experimentalmente. 

T 

4 

2'/ /. 
/I 
2 1 

I 
I 

Figura 1. Diagrama T- s do c i c l o 

s 

Tendo em vista um projeto ótirno do sistema de r e
frigeração foi decidido investigar com de t a l hes o fun
cionamento do compressor. A Figura 2 aprese nta um dia
grama de seção transversal do comp r essor . Este é cons
tituído de um cilindro central fixo , onde se si tua a vá l 
vu l a de escapamento, e por duas partes móveis que cornpl~ 
tarn o sistema de compressão. Envo l vendo estes cornponen 
tes pode- se observar a carcaça , onde se si t ua a válvula 
de admissão . A cada rotação o sistema executa duas com 
pressões , onde o volume inicial Ve corresponde a V'+V"-: 
= 327crn 3 e o volume final a Vs = 108crn 3

, obtidopelo de~ 
lizarnento das mesmas partes. A admissão do ar é fei t a 
por (A) e o escapamento por (B). 

O objetivo do prese nte projeto é determinar as c~ 
racterísticas de desempenho do compressor e uti l izá-las 
no projeto de um sistema otirnizado de refriBeração ope 
rando segundo o ciclo Brayton invertido . 
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Figura 2. Desenho esquemático da seção transversal do 
compressor 

ANÁLISE TEÓRICA DO SISTEMA 

A Figura 3 descreve o volume de controle em torno 
do compressor, utilizado para dedução das fórmulas para 
sua avaliação . A convenção utilizada segue (1). 

P , T, M 
e e e 

r----- --1----------------; 
o 

I 
I 
I 
I 
I 

Ove : I l i Wvc 
---~~~-- . ..1 

I 
I 
I 
I 
I 
o 
I 
o 
I 

'--------------L-- --------.J 

P5 • r,. M, 

Figura 3. Definição do volume de controle para o 
compressor 

Considerando um regime "quase permanente", adiabá
tico e desprezando as variaçÕes de energia cinética e po 
tencial, pode-se escrever para a potência do compressor 
cw >. v c 

wvc = m (he-hs) (1) 

Considerando o ar como um gás perfeito, pode-se es 
crever a potencial real (W ) fornecida ao sistema 

r 

w 
r 

m c (T - T ) 
p e s 

( 2) 

pode ser calculada conside 
reversível, ou seja isen= 

temperatura de saída do com
podendo-se escrever o segui~ 

A potência te~ri~a. (WT) 
rando o processo ad1abat1co 
trópico. Nestas condiçÕes a 
pressor é denotada por TST' 
te 

( ) k-1 
TST =Te :: k 

e [ k-1] 
WT = m cp Te 1 - ( : : ) k 

A potência de 
çao do torque (TOR) 
convenção da 1~ lei 

eixo (WE), pode ser 
e da rotação (RPM), 
da termodinâmica 

WE = - TOR.RPM 

(3) 

(4) 

escrita como fun 
utilizando-se a 

(5) 

A eficiência isentrópica do sistema (nT) pode ser 
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escrita como 

nT = WT/Wr (6) 

A eficiência mecânica CnM) pode ser escrita como 

nM = W/WE (7) 

A eficiência global (nG) pode ser expressa por 

nG nT.~ = WT/wE (8) 

Houve necessidade de se usar a 2~ lei de termodinâ 
mica para se analisar o processo de compressor. 

Definindo-se a irreversibilidade (Í) como 
rença entre a potência reversível, Wrev e a 
real Wvc (1), supondo-se um regime permanente e 
co. 

Í m T
0 

(ss-se) 

onde T0 é a temperatura ambiente, absoluta. 

a dife
potência 
adiabáti 

(9) 

A diferença de entropia pode ser expressa como 

s s se = cp.~(~:)- R ~n ( :: ) 

onde R é a constante do gás. 

( 1 O) 

Com estas expressões, o processo de compressão foi 
analisado. 

PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

Todas as incertezas referem-se ao nível de confia
bilidade de 95,4%, ou seja, 2 vezes o desvio padr~o, cal 
culados pela metodologia de Kline & Mcklintoch [2]. 

Medida de temperatura. Foram utilizados termopa -
res do tipo T, cobre-constantan , aferidos contra um ter
mômetro de platina padrão, com uma incerteza de ±0 ,1 °C. 

Quatro termopares foram utilizados: dois para a 
temperatura do ar nos despositivos de medida de vazão,um 
para a entrada e outro para a saída do compressor. Consi 
derou-se que devido a mistura do ar nos pontos de medi= 
da, os valores obtidos referiam-se com boa aproximação 
às temperaturas de mistura. Mais ainda, como o sistema o 
pera com cerca de soo a 1000 compressões por minuto, a 
tubulação de saída do compressor continha ar na tempera
tura de final do cic lo de compressão. Os pontos mortos 
de c iclo, portanto, pouco influenciam na medida da tempe 
ratura de saída, devido a inércia térmica do gás e do 
termopar. Considerog-se a incerteza global de medida de 
temperatura em ±0,2 C. 

Medida de vazão. Foram utilizados dois medidores 
de vazao do tipo bocal, construidos segundo as normas 
ASME, e projetados para uma faixa de 50 a SOO litros por 
minuto . Eles foram utilizados para a medida de vazão de 
entrada e de saída do compressor e portanto para medir 
o vazamento. A incerteza da medida foi estimada em ±2% . 

Medida de pressão. Foram medidas as pressões na 
entrada e na sa1da do compressor por intermédio de dois 
medidores diferenciais: uma coluna de mercúrio até um di 
ferencial de 0,1 kgf/cm2 (0,1 bar) e um medidor tipo 
Bourdon acima destes valores. Este foi aferido contra um 
padrão, com uma incerteza de ±0,05 kgf/cm2 (0,5 bar). 

Durante o processo de medida observou-se uma flu
tuação de ±0,05 kgf/cm2 (0,05 bar) devido as condições 
do regime não permanente vigentes. Foram feitas quatro 
medidas para cada ponto experimental, como o intuito de 
se reduzir a incerteza da medida. Levando-se em conside
ração a incerteza da aferição, considerou-se a incerte 



za de medida de pressao em ±0,07 kgf/cm2 (0,07 bar). 

Medida de rotação . Foi utilizada uma lâmpada es
troboscopica, previamente aferida contra duas máquinas 
síncronas de rotação constante, com a frequência da rede 
controlada. A incerteza foi estimada ±20 rpm. 

Medida de torque. Foi feita através da leitura da 
corrente de cada fase do motor elétrico acionador do com 
pressor. O torque foi medido, durante a aferição por in= 
termédio de um freio Prony,cuja força de equilíbrio foi 
medida com uma balança com resolução de 0,01 kg. A cor
rente elétrica representativa foi calculada pela média 
aritmética dos valores de cada fase, resultando numa in
certeza combinada de ±0,2 A. Estima-se a incerteza de me 
dida do torque em ±0 , 7 N.m para as rotações de SOO, 600: 
700 e 800 rpm com uma curva de calibração que indepen
de da rotação . 

Medida de vazamento. A incerteza foi estimada em 
±6,5% . 

Medida de potência real. A incerteza foi estimada 
em ±0,014 kw . 

Medida da potência de eixo . A incerteza foi esti
mada em ±0 , 073 kw . 

Medida de eficiência volumétrica. A incerteza foi 
estimada em ±4,5 pontos percentuais, cujos valores de e
ficiência volumétrica são expressos numa escala de O a 
100%. 

Medida da eficiência isentrópica. A incerteza foi 
estimada em ±8 , 7 pontos percentuais, como acima. 

Medida da eficiência mecânica . A incerteza foi es 
timada em ±4,1% pontos percentuais, como acima. 

Medida da eficiência global. A incerteza foi esti 
mada em ±4,0 pontos percentuais, como acima. 

Medida da irreversibilidade. A incerteza foi esti 
mada em ±8,0 W. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

A seguir são apresentados os resultados gerais ob-
tidos . 

Pressão. Com a pressão de entrada do compressor 
próxima da atmosfera, pode-se observar que o aumento de 
rotação do compressor provoca um aumento da pressão de 
saída. A relação entre as pressões de entrada e saída va 
riou de 1 a 2.Valores diferentes de pressão e vazão to= 
ram obtidos estrangulando-se uma válvula na saída do com 
pressor. 

Temperatura . Durante a tomada de medidas houve uma 
certa dificuldade na estabilização das condiçÕes de ope
ração do equipamento, devido a geração de calor provoca
da pelo grande atrito entre as partes da máquina. Para 
minimização dos efeitos de inércia térmica decidiu-se to 
mar as medidas quando a taxa de variação fosse pequena ~ 
O critério foi validado pela baixa incerteza de medida 
conseguida para os parâmetros principais. Para temperatu 
ras de entrada na faixa de 26 a 35 °C , foram obtidos va= 
lores de saída na faixa de 34 a 114 °C. 

Vazão . Valores máximos de vazão 0,0055 kg/s foram 
conseguidos . 

Notou-se desde o início da construção do compres -
sor, que valores diferentes de vazão de entrada e saída 
indicavam vazamentos que variavam com pressão e rotação. 
Em alguns casos de baixas relações de pressão foi obser
vado um fenômeno inverso, isto é, aumento de vazão. 

Considerou-se que, para efeito de cálculo, para u
ma vazão de entrada menor que a saída, o ar entrava no 
volume de controle nas mesmas condições ambientes de pre~ 
são e temperatura. Quando a vazão de saída era menor,co~ 
siderou-se para os mesmos fins que o ar deixava o volume 
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de controle nas condiçÕes de saída do compressor pois 
concluiu-se que o vazamento se verificava após a válvu
la de escapamento do compressor. 

Assim, considerou-se que a vazao de ar que atra
vessa a máquina é sempre a maior das duas medidas. O va 
zamento é portanto definido como a diferença entre as 
mesmas vazoes . 

A figura 4 apresenta a variação do vazamento com 
rotação e relação de pressões. Quando estes Últimos va
lores_são baixos, observa-se que o vazamento é negativo, 
isto e o ar entra na máquina. Quando a válvula de saída 
é totalmente estrangulada e a relação de pressões e ma
xima, o vazamento também é máximo (100%). 
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Figura 4. Variação do vazamento com a relação de 
pressoes a rotação constante 

Potência. Foram medidas a potência de eixo e a 
potênc1a entregue ao ar, denominada de potência real . Es 
ta Última é definida como a potência entregue ao ar. -

Observa-se que devido ao atrito, a potência de ei 
xo é bem maior do que a potência entregue ao ar. Na reã 
lidade pode-se demonstrar experimentalmente que um au= 
mento da folga entre os componentes resulta em menor po 
tência de eixo necessária . Entretanto, a relação máximã 
de pressões também é reduzida, exigindo elevadas rota
çÕes para se alcançar um dado valor. A escolha do pont~ 
ótimo de operação é o problema crítico de projeto econo 
mico. 

Eficiência volumétrica. Foram obtidos valores da 
eficiência volumetrica como função da relação de pres
sões variando de cerca de 64% a 30% . Pode-se notar que 
a rotação praticamente não influi nesta relação e que 
maiores valores de eficiência volumétrica são consegui 
dos para menores relações de pressão. Compressores co
merciais apresentam valores de eficiência na faixa de 
75 a 85%, comparados com o valor máximo de 647. encontra 
do. 

Eficiências isentrópica, mecan1ca e global. Den
tro das incertezas exper1mentais nao foi poss1vel dife
renciar curvas para diferentes rotaçÕes. Valores maio
res de relação de pressões resultam em maiores valores 
de eficiência isentrópica (82% máximo) compatíveis com 
os encontrados para compressores comerciais . 

Deve-se entretanto dizer que a definição de efic i 
ência isentrópica admite que a transferência de calor 
seja desprezível. Assim, esta análise compara resulta -
dos reais obtidos com os termos calculados a partir de 
hipóteses de isentropicidade, sendo difícil avaliar o 
calor transferido neste processo real. Rigorosamente,por 
tanto, os valores apresentados de eficiência isentrópi~ 
ca correspondem a valores aparentes deste parâmetro. E~ 
te trabalho demonstra adiante, que a transferência de 
calor do compressor é realmente desprezível. 

A figura 5 apresenta valores medidos de eficiên
cia isentrópica e de eficiência mecânica. Pode- se tam-



bém observar que a rotação não influi nestes parâmetros. 
A eficiência mecânica passa por um valor máximo pa 

ra uma relação de pressões em torno de 1,4- 1,5, corres 
pondente a uma eficiência isentrópica de cerca de 70% e 
eficiência volumétrica em torno de 40%. Isto mostra que 
o compressor apresenta um atrito grande entre as partes, 
o que resulta em baixas eficiência mecânicas. 
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Figura S. Curvas de variação de eficiência isentrópica 
e eficiência mecânica com relação de pressões 

O ponto étimo de operação é mostrado na figura 6 a 
través de valores da eficiência global, cujo valor máxi~ 
mo obtido se situa em torno de 25%, bem abaixo do valor 
de 85% necessário para viabilização econômica da máquina 
num motor de refrigeração que utiliza o ciclo Bayton in
vertido. 
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Figura 6. Eficiência global do compressor 

Urna análise da 2~ lei termodinâmica conduziu a con 
clusões importantes sobre a natureza dos processos térmT 

cos do compressor . Corno o atrito é grande (indicado pe
la baixa eficiência mecânica) e a temperatura da carca
ça do compressor é elevada, supôs-se a princípw que oca 
lor fosse transferido da mesma para o ar em seu interior. 

Considerando-se o processo de compressão adiabáti 
co , calculou-se sua irreversibilidade a medida que o ar 
passa pelo compressor . 

Observou-se que para urna relação de pressão cor
respondente ao valor máximo da efic iência global, a ir
reversibilidade é apenas 14,5% do calor dissipado por a 
trito, calculado corno a diferença entre a potência de 
eixo e a potência real. 

Chega-se portanto a conclusão que a maior parte 
do calor dissipado por atrito é transferido para o Óleo 
e para a carcaça do motor. 
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CONCLUSÕES 

Neste trabalho foram apresentados os resultadosde 
testes para avaliação de um compressor rotativo do tipo 
deslocamento positivo. 

e conhecido o fato que para aumentar a pressão má 
xirna alcançada , um ajuste maior entre as partes pode ser 
feito, resultando entretanto num maior atrito e numa 
maior potência de eixo. Por outro lado para se alcançar 
valores aceitáveis de eficiência, e ao mesmo tempo valo 
res mais elevados de pressão, rotações mais elevadas de 
vem ser especificadas. -

A geometria do sistema influencia o desempenho do 
compressor, estando relacionada a um valor máximo de 
eficiência global a uma determinada relação de pressões. 
Assim, um esforço de otimização deve levar em considera 
ção estes aspectos. -

Finalmente uma análise de irreversibilidade mos
trou que grande parte do calor gerado por atrito é trans 
ferido ao Óleo lubrificante e ao meio ambiente. Isto 
também é mostrado pelo fato de que a eficiência isentró 
pica tem valores elevados, compatíveis com os dos com~ 
pressores convencionais . 
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INTRODUCTION 

Heat pumps are devices capable of delivering more 
energy as heat than they in fact consume as input work. 
This results in a systern that is more therrnodinarnically 
attractive than any other conventional heating systern . 
One cornrnon characteristic to alrnost all recently 
developed heat purnps is that they are of the vapour 
cornpression type. Basic cornponents of this cycle consist 
of two heat exchangers (condenser and evaporator), a 
flow rnetering device (expansion valve) and the compressor, 
driven by a prime-mover. By far, the electric motor has 
~een the rnost popular prime-mover, eventhough heat 
engines, like the internal cornbustion engines, have 
attracted considerable attention, due to the possibility 
of local recovery of the waste heat. The present paper 
reviews recent progress in the area of prirne-rnovers for 
heat pumps. Electric rnotors are cornpared to several 
alternatives, including the Diesel, gas-fired and 
Stirling engines. Less conventional systerns are also 
discussed . 

Experimental results are presented for a Diesel 
engine driven heat pump, with exhaust and cooling water 
heat recovery . Energy conversion ratios (total heat 
output divided by the fuel energy value supplied to the 
engine) exceeding 2 .5 were encountered. 

PRIME-MOVERS 

Electric Motors. The widespread use of electric 
rnotors in heat pumps, if for no other reason, is due to 
a natural legacy frorn refrigeration rnachines. ln their 
favour it could be rnentioned that they are reliable, 
have a low capital cost, are relatively quiet, require 
minimal rnaintenance and, during operation, are easy to 
start and stop [1]. However, several negative points 
arise frorn their use as heat pump drives. They are 
essentially fixed-speed rnachines . Variables speed is 
expensive and can only be achieved with the detrirnent of 
efficiency and load factor. If electricity is generated 
by fossil fuel or nuclear power stations, with an 
approxirnate therrnal efficiency of 30%, electric heat 
pumps becorne inneficient frorn the prirnary energy point 
of view . This situation changes, of course, should 
electricity be generated by hydroelectric power stations. 
McMullan and Morgan [2] discuss the rnain characteristics 
of electric rnotors for heat purnps. 

Internal Cornbustion Engines. They have been 
considered the closest alternative to electric rnotors as 
heat purnp drives. Typical fuels have been natural gas 
and diesel oil . Their principal advantage is that com
pressor speed can be varied. Recent papers [ 3] have shown 
that compressor speed rnodulation is one of the rnost effe~ 
tive ways of rnaking the heat purnp rnat ching the heat load. 

271 

If ernployed as a compressor drive only IC engines 
show little irnprovernent over electric rnotors, as far as 
prirnary energy conservation is concerned. As Reay and 
MacMichael [1] point out, the therrnal efficiency of 
internal cornbustion engines are, at present, close to 
30%. This rneans that only 30% of the prirnary fuel 
consurned is actually used to drive the compressor. This 
is approxirnately the sarne efficiency found in electricity 
generating therrnal power stations. Considering the high 
efficiency of electric rnotors, both types of drives 
present, at the end, similar prirnary energy efficiE'ncies. 
The major difference is that, for IC engines , the 
rernaining 70% of energy is rejected on location, which 
rnakes it quite suitable for recovery. With recovery 
heat can be produced at a rate even greater than that 
of the prirnary energy consurned as fuel . 

ln areas where natural gas is available at 
reasonable prices , the use of gas-fired engines for heat 
pump drives rnay be a good alternative . Gas er.gines are 
now cornrnercially available by several major engine 
rnanufacturers such as Ford Europe [4] and Jeubacher 
Werke [5], Austria. There has been no specific project 
of gas fired engines yet. Usually they are derived 
frorn petrol [4] or diesel [5] engine blocks . 

Concerning the advantages of gas engine drives, 
Sollner [5] points out that they present no increased 
srnoke ernissions, when cornpared to Diesel engines, yet 
noise levels are lower. Running close to the Otto 
cycle, they present a higher exhaust ternperature which, 
toge ther with a lower exhaust sulphur content , rnakes 
thern suitable for an efficient exhaust heat recovery. 

One of the first reported applications of gas 
engine driven heat purnps comes frorn U.K. , back in 1954, 
with the developrnent of an experimental 3 MW plant [6]. 
No major problern on the gas-fired engines or their heat 
recovery ancillaries was reported. However, an over
prediction of the total hea t load rneant that the plant 
was largely oversized for the duty, leading to the 
discontinuation of the project. 

Nowadays the gas engine driven heat purnp is 
finding increasing acceptance in industry, as rnentioned 
by North [7] and Reay and Eustace [8]. ln particular, 
large energy savings resulting frorn their use in the 
rnalting industry [9,10] have been reported. 

Experimental tests with an air-to-air gas driven 
heat purnp for space heating have been perforrned by 
Critoph [11]. Variable compressor speed produced a 
fairly constant heat output ternperature throughout the 
outside arnbient ternperature range . The engine was kept 
operating at full throttle to maximize its efficiency . 

Patani and Bonne [12], frorn a cornputer sirnulated 
analysis on a 3 ton gas engine driven heat purnp, have 
drawn the following conclusions: 
i) overall efficiency is not irnproved by "close sizing" 

of the engine - on the contrary, this cornprornises the 



system performance under heavy unexpected loads, 

ii) parasitic electric power consumption is 5 to 10 
times greater than conventional gas boiler heating 
systems thus affecting primary energy efficiency, 

iii) compressor speed modulation maximizes efficiency, 

iv) engine cooling and exhaust heat recovery make a 
significant contribution to Lhe overall capacity. 

The Diesel engine, despite being noisier and more 
polluting, and having a lower exhaust temperature, is 
sometimes preferred to the gas-fired engine. The choice 
can be made simply on the grounds of local fuel 
availability, or because the vast number of Diesel 
engines available for similar duties . FlAT [13), for 
instance, offers a heat-pump plant, driven by a four
-cylinder Diesel engine, which can be applied for 
generating heat as well as being used for refrigeration. 

Bauer [14) reports on the design of small Diesel 
engine heat pumps, for single and two-family houses in 
West Germany. High service life, safe operation and low 
running costs were claimed to be obtained. Savings of 
about 50% in energy consumption, when compared to 
traditional gas boiler systems, were found . 

A few experimental Diesel engine driven heat pumps 
are reported in the literature, by Maxwell and Didion 
[15] and Rummel [16]. The latter experimented with a 
dual prime-mover heat pump. A Diesel engine and an 
electric motor were coupled together to drive a water
-to-water heat pump, for residential use. Later in this 
paper results are shown for an experimental Diesel 
engine driven water-to-water heat pump. 

Stirling Engines. Other types of compressor 
drives have also been tested. One prime-mover that is 
becoming increasingly popular is the Stirling engine. 
Cartwright and Fleming [17), for instance, performed a 
computer simulated analysis of a total energy domestic 
heat pump, driven by a Stirling engine. The system was 
sized for a typical ambient temperature. For extreme 
conditions compressor speed modulation was employed, to 
match the heat load. Figure 1 shows the systemschematic 
diagram . The Stirling engine (SE) drives the compressor 
(CP) and both cold (CAF) and warm (WAF) air fans . The 
circulation air stream is warmed successively by the 
condenser (CD), the cooling water (CWX) and flue gas 
(FGX) heat exchangers. The Stirling engine system also 
comprised the hot water tank (HWT) and the furnace (FR). 
Cold air acted as the heat source for the evaporator(EV). 
Computed results showed that, at outside temperatures 
near 0°C, the heat recovered from the cooling water and 
flue gas accounted for nearly half of the total heat 
output requirement. 

t 

~ t 
Figure 1. D1agram ot a ~t1rl1ng e ng1ne driven 

he at pump [17] 

272 

The development of a prototype gas-fired 
Stirling engine heat pump was reported by Dutram and 
Sarkes [18) . From initial results, a performance 
superior to other heating systems was expected. And 
this included the economical aspects of the project . 
Maxwell and Didion [15] compared the Stirling engine to 
a Diesel engine as a heat pump drive and concluded that 
the Stirling system was characterized by greater thermal 
performance, in both heat recovery and primary energy 
conservation standpoints. 

A number of other experiments with Stirling engine 
driven heat pumps are found in the literature, by 
Richards and Auxer [19), Hermans and Asselman [20) and 
lshizaki et al [21] . 

Non-Conventional Prime-Movers. Experiments with 
heat pumps driven by non-conventional prime-movers are 
also reported. They include steam turbines [22), solar 
powered engines [23], geothermal powered cycles [24), 
power cycles with organic fluids [25] and power cycles 
sharing the sarne heat pump refrigerant [26,27]. 

EXPERIMENTAL ANALYSlS OF A DIESEL ENGlNE DRlVEN HEAT PUMP 

An experimental Diesel engine driven water- to
-water heat pump was constructed to assess the two main 
advantages of internal combustion engines over electric 
motors as compressor drives. They · are: i) variable 
speed is possible and, ii) waste heat can be recovered . 

Experimental Apparatus. The plant was erected 
using commercially available equipment with, wherever 
possible, a minimum of modifications. lnstrumentation 
was positioned in significant points of the system so 
as to give maximum information about the functioning of 
the various components . 

Heat was extracted from water (heat source) at 
ambient temperature by the evaporator and delivered to 
water at the condenser. Heat from the engine exhaust 
and cooling systems was recovered, at a power less than 
that of the condenser, but at greater temperature. 
Therefore three distincts streams of heated water were 
available. The system was of medium size with a total 
output ranging from 7 . 5 to 13 . 5 kW . 

Results. Plant and component performance was 
determined over a range of compressor speeds(400 to 
600 rpm), evaporating (O to 15°C) and condensing (20 to 
50°C) temperatures, totalling a number of 26 runs. 

The heating coefficient of performance ranged 
between 2.7 and 7.3, while the ratio of the total heat 
output to the heating value of fuel supplied to the 
engine was found to be between 1.3 and 2.6 . 

Probably the most important aspect of the "engine/ 
/heat pump" combination as a total energy system is the 
energy conversion ratio, ECR, defined as the total heat 
output divided by the higher heating value of the fuel. 
Figure 2 illustrates the variation of ECR with the 
evaporating and condensing temperatures which, are, 
after all, the temperature levels at which heat is 
extracted and rejected. ln the present analysis the 
energy conversion ratio varied from 1 . 3 to 2 . 6, showing 
that primary energy was consumed in a efficient way to 
produce low grade heat. Results demonstrare that Diesel 
engine driven heat pumps perform far better, in terms of 
ECR, than electrically driven heat pumps. Particularly 
if one considers the efficiencies involved in producing 
electricity from thermal power stations. 

A typical flow diagram is shown in Figure 3, the 
case representing the lowest energy conversion ratio 
obtained for the system . 

ln the present series of experiments heat was 
produced "in parallel", i.e . , three different streams 
of hot water were available from the condenser, exaust 
and cooling systems. ln a more common arrangement heat 
is recovered "in series". ln this arrangement hot 
water, leaving the condenser, recovers heat from the 
engine cooling water, by means of a heat exchanger, and 
then, at an elevated temperature, passes trough a flue 
gas recuperator. Probably the most important aspect to 
be considered is that the "series arangement" enables 



heat to be recovered from the engine cooling and flue 
gas exchangers at lower temperature differences. This 
is certainly a great advantage over the parallel system, 
from the energy availability point of view. 
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UJ 
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EVAPORATING 
15 
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Figure 2. Variation of the energy conversion ratio 
of an engine driven heat pump 
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Figure 3. Energy flow diagram 

CONCLUDING REMARKS 

The question of which drive is more appropriate 
for a heat pump is still open . Advanced experimental 
heat engines apart, the choice lies between the electric 
motor and I.C. engines (gas or Diesel). A definite 
answer will largely depend on the application of each 
case and the forms of energy that are locally available. 
ln Europe, for example , gas or Diesel engine heat pumps 
have been largely accepted. ln countries like Brazil, 
with a large hydropower potential, there is still an 
immense scope for development of electric heat pumps. 
However, with increasing natural gas reserves, gas 
fired heat pumps may find specific applications , mainly 
in industry, where they might prove fairly attractive . 
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CONCEITOS TEÓRICOS BÁSICOS 

A estrutura primitiva da teoria termodinâmica de
senvolvida por Serrin postula a existência de um univer
so termodinâmico lJ, cujos elementos são sistemas físi
cos 6. Um sistema pertencente a este universo possui um 
conjunto de processos termodinâmicos 1P (6) que podem a.!_ 
terar seu estado inicial. Um subconjunto de 1P(6) de par
ticular interesse nesta teoria é constituído pelos pro
cessos cíclicos 1P c(6), os quais não se pode distinguir 
os estados final e inicial do sistema. 

O conceito de temperatura empírica, a qual no pre
sente contexto é uma grandeza primitiva, é introduzido 
supondo a existência de uma linha topológica orientada4 
denominada variedade de níveis térmicos. Sendo N1 e Nz 
níveis térmicos pertencentes a v, se Nz > N1, diz-se que 
N2 é mais "quente" que N1, ou N1 é mais "frio" que Nz .t}
ma escala empírica de temperatura T é um mapeamento inj~ 
tivo de v nos reais, ou seja: 

T V-+ R 
N ---+ T(N) 

( 1) 

Pode~se também definir o trabalho W(P) e o calor 
Q(P) trocados por um sistema físico 6 durante um proce~ 
so P, ou seja : 

W : 1P (6) -+ R 
P- W(P) 

Q: 1P(6)---+R 
p Q(P) 

(2) 

(3) 

Entretanto com os conceitos apresentados acimafal 
ta uma informação qualitativa da troca de calor realiza 
da pelo sistema durante o processo ou seja, em que nf.: 
veis térmicos tal troca foi efetuada . A função de acurou 
lação Q(P,N) dá precisamente esta informação. Q(P,N) m~ 
de o calor trocado por níveis térmicos inferiores ou i
guais a N por um sistema físico 6 durante um processo P. 

Q(.,.) : 1P (6) x V--+ R 
(P,N) Q(P,N) 

(4) 

Sendo N. e N respectivamente os níveis térmicos 
inferior e su~erio~ tais que abaixo de Ni e acima de Ns 
nao há troca de calor, tem-se que: 

Q(P,N) 

Q(P,N) 

O , para N < Ni 

Q(P) , para N 1:: Ns 

(5) 

(6) 

O espaço de es tados ~ do sistema físico é defini
do como um conjunto cujos e l ementos são estados do sis
tema. Neste trabalho ~ será um aberto simplesmente cone 
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xo do Rn. Um estado termodinâmico X , X € ~. aqui sera 
descrito por um número finito de variáveis: 

(7) 

Um processo termodinâmico P, P € 1P(6), sempre admi 
te representatividade em~ - Entretanto é importante salT 
entar que para processos não homogêneos, ~ não terá di= 
mensão finita. 

LEIS DA TERMODINÂMICA 

Enunciamos agora por intermédio com conceitos já 
apresentados as leis da Termodinâmica . 

Nesta estrutura, ao contrário da Termodinâmica clãs 
sica, não se assume à priori a interconvertibilidade de 
calor ~m trabalho. Entretanto pode-se mostrar que para 
a classe do fluidos simples, a ser abordada unicamente 
neste trabalho, a 1~ lei se comporta tal como na teoria 
clássica (ver [1], [3]). Portanto enunciamos a seguir a 
forma forte da 1~ lei. 

1~ Lei. (forma forte). Seja P € 1P c (6) então : 

W(P) = Q(P) (8) 

A 2~ lei sem restrição é agora enunciada . 

2~ Lei. Seja P € Fc(6). Se W(P) <: O, então existe 
N

0
, N0~tal que: 

(9) 

Em [2] Serrin mostra que esta forma da 2~ lei con
tém os princípios clássicos de Kelvin-Planck e Clausius , 
uma vez que em (9) não é feita nenhuma hipótese especial 
sobre o processo em questão. Em particular o processo po 
de envolver geração viscosa irreversível de calor, varia 
çÕes espaciais de temperatura, concentração de tensões 
etc ... 

CICLOS Ti!RMICOS 

Nest e trabalho temos um particular intereresse em 
estudar os ciclos térmicos com os conceitos introduzidos 
anteriormente . Nos restringiremos a dois ciclos aborda
dos com frequência pela Termodinâmica Clássica: O ciclo 
de Carnot e o ciclo de Rankine. 

Ciclo de Carnot. Definimos um ciclo de Carnot po
sitivo P em ~ como sendo o ciclo no qual 

( 1 O) 

T = T+ em r+ ( 11) 



T = T- em I- ( 1 2) 

aonde: I+ e I- são respectivamente os intervalos de tem 
po associados a absorção e rejeição de calor , T+ e T-va 
lores de temperatura empírica constantes sendo que 

+ T > T (13) 

Ciclo de Rankine . Definimos um c i clo de Rankine 
positivo P em ~ como sendo o cic l o no qual 

p E: 1P (.6) (14) 
c 

p 
+ + 

p em I 

p p em I 

onde p+ e p- são respectivamente os valores das 
sões cons tantes sendo que: 

p+ > p 

FLUIDOS DE TRABALHO 

(15) 

(16) 

pres-

( 17) 

A classe de sistemas a ser utilizada como fluido 
de t rabalho dos ciclos térmicos ci t ados é a de fluidos 
simoles, em particular um gás ideal. 

Fluido Simples. Um f luido simples é qualquer sis
tema macroscop i camente homogêneo e isotrópico, cujas pro 
priedades termodinâmicas não são praticamente afetadas 
por efeitos de tensão super ficia l, força de campo (elé
trica , magnética e gravitac iona l), cisalhamento, e seu 
estado termodinâmi co é descrito por duas variáveis. Nas 
ap l icações este será enquadrado na categoria desistemas 
ideais satisfazendo as seguintes propriedades: 

i) Espaço de estados é um aberto simplesmente conexo 
do plano: 

~ C R2 (18) 

ii) Proces so P pode ser represen t ado pelo mapeamento: 

(T, v) : I -+ ~ 
---+-(T(t), v( t) ) (19) 

onde I é um intervalo de tempo e v o volume específico 
do sistema. 

i i i) Sendo r um caminho parametrizado por t no es paçode 
estados ~ e rN o subconjunto de r que con t ém ní
veis t érmicos N' tal que N' ~ N, valem as r e l ações 

W(P) = f w 
r 

Q(P) = J q 
r 

Q(P ,N ) = J q 

r N 

(20) 

(21) 

(22) 

onde w e q são respectivamente as l- formas dif erenciais 
de trabalho e calor dadas por 

w p ( T,v) dv (23) 

q CV( T,v) dT + V(T,v) dv (24) 

Sendo Cv o calor espec ífico a volume constante o V o ca
lor latente. 

Por intermédio de um teorema que r e laciona os coe
ficientes das l- formas dif erenciais de calor e t rabalho, 
podemos obter as seguintes r e lações para um fluido sim-
ples. (Ver [3]). ' 

V = T ~~ (25) 
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a c 
v 

av o 

Gás Ideal. Um gás ideal é um fluido simples 
satisfaz a equação de estado. 

P (T,v) = RT 
v 

(26) 

que 

(27) 

Sendo que podemos mostrar que existe T chamada de escala 
de temperatura absoluta (Ver (1]), [3)}. 

T : v---+ R+ 
N -T(N) 

e R é uma constante positiva. 

(28) 

Para um gás ideal valem as condições . (ve r (3]). 

i)wzRT dv 
v 

ii) C)T,v) C (T) 
v 

iii) Cp(T) ~ Cv(T) + R 

CP é chamado de calor específico a pressão constante 

iv) q = C (T) dT + RT dv 
v v 

v) Espaço de Estados dado por : 

~ = T > O v > o 

T 

v 

Figura 1. Espaço de estados de um gás ideal 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

vi) Equação da adiabática passando por (T
0

, v0)d~ da por: 

v v 
o exp (- R 

JT Cv(T') 

T ---rr-
o 

e para Cv(T) = Cv = constant e . 

R R 
c Tv v = T v Cv 

o o 

APL I CAÇOES 

dT') (34) 

(35) 

O ciclo de Carnot para um Gás Ideal. Para um gás 
ideal temos o segu1nte esboço do ciclo de Carnot em ~. 

T f (A) (8) 

-------- i\\;ol • ~1c1 
I i III 
I I I I 
I I I I 

I : l : 
l l : ~ 

VA VD Vs Vc V 

Figura 2 . Ciclo de Carnot no espaço de estados de um gas 
ideal 



onde: 

- as curvas que ligam A-B e C-D sao isotérmicas 
- as curvas que ligam B-C e A-D sao adiabáticas 

De (32) temos que as l-formas diferenciais de ca
lor absorvido e rejeitado q+ e q- são dadas por: 

+ RT+ 
dv para o caminho associado ai+(36) q ' 

A-B v 
-RT dv para o caminho C-D associado ai - (37) q v ' 

Sendo as funções de acumulação de calor absorvido 
e rejeitado q+(P,T) e q-(P,T) dadas por: 

(38) 

(39) 

E a função de acumulação Q(P,T) dada por 

(40) 

Então de (36),(37),(38),(39) e (40) e sabendo que: 

(4 1) 

Obtemos que: 

[' . para T < T+ 

= RT+ ln(:~) para T i:: T+ 

(42) 

-[:,~· 
T < T -para 

C c )· T i:: T -ln - para 
VD 

(43) 

-o , para T < T 

Q(P,T) -RT- ln ( vvcD ) (44) 

R(T+- T-) ln ( vvAB. ) , para T i:: T+ 

.. ,., r·~.Q-- i 

T+ T 

Figura 3 . Comportamento da função de acumulação decalor 
absorvido no ciclo de Carnot para um gás ideal 

.~,., l_g~~.T_)_ i 

T 
... 

T 

Figura 4. Comportamento da função de acumulação de calor 
rejeitado no ciclo de Carnot para um gás ideal 

Q(P,T) 
Q(P) -----

T 

Figura S. Comportamento da função de acumu l ação no ciclo 
de Carnot para um gás ideal 
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Sendo 

Q+(P) Q+(P,T) para T i:: T+ 

Q(P) Q(P,T) para T <: T+ 

Portanto 

Q(P) R(T+-T-) ln {::) 

Q+ (P) RT+ ln (::) 
Aplicando a 1~ lei na forma forte vem que: 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

A eficiência de um ciclo termodinâmico com W(P) > O 
é definida por 

(50) 

Logo de (48), (49) e (50), concordando com o resul 
tado clássico, obtemos que: 

E fc(P) (51) 

O ciclo de Rankine para um Gás Ideal. Para um gas 
ideal temos o segu1nte esboço do ciclo de Rankine em E. 

T 
( 8) 

v 

Figura 6. Ciclo de Rankine no espaço de estados de um gás 
ideal 

onde: 

- as curvas que ligam A-B e C-D sao isobáricas 
- as curvas que ligam B-C e A-D sao adiabáticas 

Diferenciando (27), sabendo que p = p + em I+ e 
p = p em I-, e aplicando (31) e (32), temos que as 
l-formas diferenciais de calor absorvido e rejeitado são 
dadas por: 



q+= Cp(T)dT , para o caminho A-B associado a I+(52) 

q = CP (T) dT , para o caminho C-D associado a I- (53) 

Portanto vem que 

o para T < TA 

T 
+ J. Cp(T)dT , 

Q (P , T) =I TA 
para TA :> T < TB 

TB 

.r Cp(T)dT , para T ~ TB 
TA 

o 

T 

para T < T 
D 

-J Cp(T)dT , para TA :> T < TC 
TD 

(54) 

Q(P,T) = I T T (55) 

f Cp(T) dT- JC Cp(T)dT , para 

TA TD TC :ii T < TB 

TB T 
f Cp(T)dT- JC Cp(T)dT , para T i:: 1J3 

TA TD 

Observando que as integrais anteriores são funçÕes 
monótonas crescentes de T, logo as funçÕes de acumulação 
q+(P,T) e Q(P,T) tem o seguinte comportamento: 

Q'" ( P,T) 
Q'"( PJ ------------ , ----------~------------------

TA Ts T 

Figura 7. Comportamento da funç ão de acumulação de calor 
absorvido no cic lo de Rankine para um gás ide~ 

Q ( P, TI 
Q(P) -------- -------------------------- -,-----

To TA Te 
T8 T 

Figura 8. Comportamento da função de acumulação no ciclo 
de Rankine para um gás ideal 

Portanto 

T 
Q+(P) =f. B Cp(T) dT 

TA 

T 
W(P)= Q(P)= JB Cp(T)dT 

TA 

T JC Cp(T)dT 
TD 

(56) 

(57) 
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E fc(P)= 1 -

T i c cP(T)dT 
TD 
T 
~B Cp(T)dT 

A 

(58) 

, Para o caso particular de CP(T) =CP= contanteob 
ter1amos : 

o . para T < TD 

-Cp(T-T0 ) , para T0 :ii T < TA 
Q(P,T)= -Cp(TA-TD) ,para TA:ii T < TC 

Q (PJ 

Cp(T-TA-(TC-TD)) , para TC :ii T < TB 

Cp(TB-TA-(TC-TD)) , para T ~ TB 

Q ( P. T) 
--------- ---- -,--------------- - - -

1 
I 

T8 T 

(59) 

Figura 9. Comportamento da função de acumulação no ciclo 
de Rankine para um gás ideal com CP cons t ante 

Neste caso a eficiência seria dada por 

T -T 
E fc(P)= 1 -~ 

T -T 
B A 
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