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Resumo. Neste trabalho é apresentado um método semi-anaĺıtico para solução de proble-
mas de transferência de calor bidimensional, em regime não-estacionário em planos mul-
ticompostos. Esse método consiste na aplicação do método nodal combinado com a técnica
da transformada de Laplace, o que permite encontrar expressões na forma anaĺıtica para
as temperaturas médias transformadas e para a temperatura transformada na fronteira.
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1. INTRODUÇÃO

A transferência de calor através de superf́ıcies consistindo de várias camadas com pro-
priedades f́ısicas diferentes ocorre em muitas situações práticas. Um exemplo de aplicação
bastante conhecido é em paredes de edificações, que usualmente são constitúıdas por ca-
madas de diferentes materiais. Vários métodos têm sido utilizados para a análise de
tais problemas: a técnica da expansão ortogonal e função de Green (Feijoo & Ramkr-
ishna, 1979; Ozisik, 1980; Hou et al., 1993); a técnica da solução adjunta (Antonopoulos
& Vrachopoulos, 1997); a técnica da transformada integral clássica (Mikhailov et al., 1983;
Ozisik, 1980); a técnica da transformada de Laplace (Carslaw & Jaeger, 1959; Ozisik, 1980;
Zedan & Mujahid, 1993). Uma revisão bibliográfica mais detalhada sobre esses e outros
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métodos usados para solucionar esse tipo de problema pode ser encontrada em Beyer
(1998).

Recentemente, foi desenvolvido por Beyer (1998) um método semi-anaĺıtico que uti-
liza a técnica da transformada de Laplace com inversão numérica para calcular o fluxo de
calor transiente uni e bidimensional em paredes externas de edificações. No problema bidi-
mensional, foi feita a integração transversa da equação do calor em apenas uma variável,
obtendo uma equação diferencial unidimensional dependente do tempo. Para aproximar
a temperatura na fronteira na outra variável, Beyer usou técnicas de interpolação polino-
mial.

Com o objetivo de eliminar a necessidade de interpolação polinomial, neste trabalho
é feita a integração transversa da equação da transferência de calor bidimensional, tran-
siente, tanto na variável x como na variável y. Desse modo, são geradas duas equações
diferenciais acopladas, unidimensionais, dependentes do tempo para temperaturas médias,
que são conhecidas como equações nodais, e aqui resolvidas com a aplicação da transfor-
mada de Laplace.

Esse procedimento, além de eliminar a necessidade de interpolação polinomial, per-
mite encontrar expressões em forma anaĺıtica das temperaturas médias transformadas nas
duas direções, da temperatura transformada na fronteira e conseqüentemente, os respec-
tivos fluxos de calor.

2. DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

Considere um meio composto consistindo de n camadas paralelas em contato como
ilustrado na Fig. 1. Assume-se que não há resistência de contato nas interfaces e que nos
contornos externos o calor é transferido por convecção. Sejam h1, hn+1, hn+2 e hn+3 os
coeficientes de transferência de calor nas fronteiras x = x1, x = xn+1, y = y1 e y = y2,
respectivamente. Cada camada é homogênea, isotrópica e tem propriedades f́ısicas (ρi,
cpi e ki) constantes em cada meio e diferentes em camadas adjacentes. Inicialmente,
cada camada está à temperatura Ti(x, y, 0) = Fi(x, y) em xi < x < xi+1, y1 < y < y2,
i = 1, 2, . . . , n. Para um tempo t > 0, os contornos estão sujeitos às temperaturas: Ta(t)
à esquerda; Tb à direita; Tc em y = y1 e Td(t) em y = y2. As temperaturas Ta(t) e Td(t)
são variáveis com o tempo, Tb e Tc são constantes. Não há geração de calor no meio. A
formulação matemática desse problema de condução de calor governado pela distribuição
de temperatura Ti(x, y, t), i = 1, 2, . . . , n, para t > 0 é dada por:

∂2Ti(x, y, t)
∂x2 +

∂2Ti(x, y, t)
∂y2 =

1
αi

∂Ti(x, y, t)
∂t

(1)

em xi < x < xi+1, i = 1, 2, . . . , n, y1 < y < y2, e para t > 0. Onde αi = ki
ρici

é a
difusividade térmica.

Essa equação está sujeita às condições de contorno em x, para t > 0

−k1
∂T1

∂x

∣∣∣∣∣
x=x1

= h1[Ta(t)− T1(x1, y, t)]

kn
∂Tn
∂x

∣∣∣∣∣
x=xn+1

= hn+1[Tb − Tn(xn+1, y, t)]


y1 ≤ y ≤ y2, (1a)

2



6
y

-x
x1 x2 x3 xi xi+1 xn xn+1

y2

y1

T1 T2 . . . Ti . . . Tn

Ta(t) Tb

Tc

Td(t)

h1 hn+1

hn+2

hn+3

Figura 1: Meio multicamadas

às condições de contorno em y para t > 0

−ki
∂Ti
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

= hn+2[Tc − Ti(x, y1, t)]

ki
∂Ti
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

= hn+3[Td(t)− Ti(x, y2, t)]


xi ≤ x ≤ xi+1,
i = 1, . . . , n (1b)

e às condições de interface em x = xi+1, i = 1, 2, . . . , (n− 1) e para t > 0

Ti(xi+1, y, t) = Ti+1(xi+1, y, t)

ki
∂Ti
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

= ki+1
∂Ti+1

∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

 y1 ≤ y ≤ y2, (1c)

e a condição inicial

Ti(x, y, 0) = Fi(x, y), em y1 < y < y2, xi < x < xi+1, i = 1, 2, . . . , n. (1d)

As condições de interface Eq. (1c) mostram a continuidade da temperatura e do fluxo
de calor nas interfaces x = xi+1, i = 1, 2, . . . , (n− 1). Esse problema tem 4n condições de
contorno.

3. EQUAÇÕES NODAIS

Integrando a Eq. (1) em y, entre os limites y1 e y2, e dividindo por (y2 − y1), resulta
a seguinte equação diferencial parcial em x e t

∂2τi(x, t)
∂x2 =

1
αi

∂τi(x, t)
∂t

+ Si(x, t) (2)
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sendo

τi(x, t) =
1

y2 − y1

∫ y2

y1

Ti(x, y, t) dy (3)

e

Si(x, t) =
1

y2 − y1

∂Ti
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

− ∂Ti
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

 . (4)

Observa-se que τi(x, t) é a temperatura média na direção y em cada meio i. Nota-se
também que os termos que compõe Si(x, t), Eq. (4), representam os fluxos de calor nos
contornos y = y1 e y = y2.

As condições de contorno em x, para t > 0, ficam:

−k1
∂τ1

∂x

∣∣∣∣∣
x=x1

= h1[Ta(t)− τ1(x1, t)],

kn
∂τn
∂x

∣∣∣∣∣
x=xn+1

= hn+1 [Tb − τn(xn+1, t)]

(2a)

e as condições de contorno em y permanecem as mesmas, não sendo necessário repet́ı-las
aqui. As condições de interface para i = 1, 2, . . . , (n− 1) são:

τi(xi+1, t) = τi+1(xi+1, t),

ki
∂τi
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

= ki+1
∂τi+1

∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

,
(2b)

e, finalmente, a condição inicial em xi < x < xi+1, i = 1, 2, . . . , n, torna-se:

τi(x, 0) = Gi(x), sendo Gi(x) =
1

y2 − y1

∫ y2

y1

Fi(x, y) dy. (2c)

Agora procedendo de forma análoga à anterior, ou seja, integrando a Eq. (1) em
x, entre os limites xi e xi+1, e dividindo por (xi+1 − xi), obtem-se a seguinte equação
diferencial parcial nas variáveis y e t,

∂2ηi(y, t)
∂y2 =

1
αi

∂ηi(y, t)
∂t

+ Ui(y, t) (5)

sendo,

ηi(y, t) =
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi
Ti(x, y, t) dx (6)

e

Ui(y, t) =
1

xi+1 − xi

∂Ti
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi

− ∂Ti
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

 . (7)
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Similar ao caso anterior ηi(y, t) é a temperatura média na direção x em cada meio i e
os termos que compõe Ui(y, t) representam os fluxos de calor nos contornos x e interfaces.

As condições de contorno em y são agora dadas por:

−ki
∂ηi
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

= hn+2[Tc − ηi(y1, t)],

ki
∂ηi
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

= hn+3[Td(t)− ηi(y2, t)].

(5b)

As condições de interface para i = 1, 2, . . . , (n − 1) e as condições de controno em x
permanecem as mesmas. A condição inicial, em y1 < y < y2 e para i = 1, 2, . . . , n são:

ηi(y, 0) = Hi(y), sendo Hi(y) =
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi
Fi(x, y) dx. (5c)

As equações diferenciais unidimensionais, Eq. (2) e Eq. (5), geradas com a integração
transversa da equação original, são conhecidas como equações nodais.

4. APLICAÇÃO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Os dois problemas obtidos com as integrações transversas (em relação à variável x e y)
são descritos por um sistema de equações diferenciais unidimensionais, Eq. (2) e Eq. (5)
e estão sujeitos às condições de contorno, acima especificadas. A técnica da transformada
de Laplace é adotada com o objetivo de resolver essas equações, no domı́nio s, para as
temperaturas médias τ i(x, s) e ηi(y, s).

A transformada de Laplace da Eq. (2) é

d2τ i(x, s)
dx2 − s

αi
τ i(x, s) = −Gi(x)

αi
+ Si(x, s) (8)

onde τ i(x, s) é a transformada de Laplace de τi(x, t), τi(x, 0) = Gi(x) conforme a condição
inicial, e

Si(x, s) =
1

y2 − y1

∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

− ∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

 . (9)

A solução da Eq. (8), pode ser escrita como:

τ i(x, s) = Ai(s)e−Rix +Bi(s)eRix −
e−Rix

2Ri

∫ x

xi
eRiξ

[
−Gi(ξ)
αi

+ Si(ξ, s)
]
dξ

+
eRix

2Ri

∫ x

xi
e−Riξ

[
−Gi(ξ)
αi

+ Si(ξ, s)
]
dξ,

(10)

onde e−Rix e eRix são funções linearmente independentes e Ri =
√

s
αi

.
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A transformada de Laplace das condições de contorno em x são:

−k1
dτ 1

dx

∣∣∣∣∣
x=x1

+ h1τ 1(x1, s) = h1T a(s),

kn
dτn
dx

∣∣∣∣∣
x=xn+1

+ hn+1τn(xn+1, s) = hn+1
Tb
s
.

(8a)

A transformada de Laplace da condição de contorno em y = y1 e y = y2 é:

−ki
∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

+ hn+2T i(x, y1, s) = hn+2
Tc
s
, i = 1, . . . , n

ki
∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

+ hn+3T i(x, y2, s) = hn+3T d(s), i = 1, . . . , n

(8b)

e as condições de interface transformadas para i = 1, 2, . . . , (n− 1) são:

τ i(xi+1, s) = τ i+1(xi+1, s),

ki
dτ i
dx

∣∣∣∣∣
x=xi+1

= ki+1
dτ i+1

dx

∣∣∣∣∣
x=xi+1

.
(8c)

Agora, seguindo o mesmo racioćınio para a equação de ηi(y, t), a transformada de
Laplace da Eq. (5) é:

d2ηi(y, s)
dy2 − s

αi
ηi(y, s) = −Hi(y)

αi
+ U i(y, s), (11)

onde ηi(y, s) é a transformada de Laplace de ηi(y, t), ηi(y, 0) = Hi(y) conforme a condição
inicial e,

U i(y, s) =
1

xi+1 − xi

∂T i
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi

− ∂T i
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

 . (12)

A solução da Eq. (11) pode ser escrita como:

ηi(y, s) = Ci(s)e−Riy +Di(s)eRiy −
e−Riy

2Ri

∫ y

yi
eRiξ

[
−Hi(ξ)
αi

+ U i(ξ, s)
]
dξ

+
eRiy

2Ri

∫ y

yi
e−Riξ

[
−Hi(ξ)
αi

+ U i(ξ, s)
]
dξ,

(13)

onde e−Riy e eRiy são funções linearmente independentes.
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A transformada de Laplace das condições de contorno em x são:

−k1
∂T 1

∂x

∣∣∣∣∣
x=x1

+ h1T 1(x1, y, s) = h1T a(s),

kn
∂T n
∂x

∣∣∣∣∣
x=xn+1

+ hn+1T n(xn+1, y, s) = hn+1
Tb
s
.

(11a)

A transformada de Laplace das condições de contorno em y são:

−ki
dηi
dy

∣∣∣∣∣
y=y1

+ hn+2ηi(y1, s) = hn+2
Tc
s
, i = 1, . . . , n

ki
dηi
dy

∣∣∣∣∣
y=y2

+ hn+3ηi(y2, s)] = hn+3T d(s). i = 1, . . . , n

(11b)

E finalmente, as condições de interface transformadas para i = 1, 2, . . . , (n− 1) são:

T i(xi+1, y, s) = T i+1(xi+1, y, s),

ki
∂T i
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

= ki+1
∂T i+1

∂x

∣∣∣∣∣
xi+1

.
(11c)

Os 4n coeficientes desconhecidos, a saber, Ai, Bi, Ci e Di, (Eq. (10) e Eq. (13)), são
determinados com o uso das condições de contorno dadas acima, e para os dois termos,
Si(x, s) e U i(y, s) também desconhecidos, é proposta a expansão descrita a seguir.

5. SOLUÇÃO NODAL

A solução do problema homogêneo associado ao problema (8) fornece a base {e−Rix,
eRix}. Dessa forma, os fluxos de calor nos contornos y1 e y2 podem ser escritos em termos
dos elementos da base como:

∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y1

= ai(s)e−Rix + bi(s)eRix (14)

e

∂T i
∂y

∣∣∣∣∣
y=y2

= ci(s)e−Rix + di(s)eRix. (15)

De forma análoga, a solução do problema homogêneo associado ao problema (11)
fornece a base {e−Riy, eRiy}. Sendo assim, pode-se escrever:

∂T i
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi

= ui(s)e−Riy + vi(s)eRiy (16)
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e

∂T i
∂x

∣∣∣∣∣
x=xi+1

= zi(s)e−Riy + wi(s)eRiy. (17)

Substituindo-se as Eqs. (14) e (15) na Eq. (10), e as Eqs. (16) e (17) na Eq. (13)
tem-se as temperaturas transformadas, τ i(x, s) e ηi(y, s),

τ i(x, s) = Ai(s)e−Rix +Bi(s)eRix + Ii(x)−Q1i(x)(ai(s)− ci(s))
−Q2i(x)(bi(s)− di(s)),

(18)

onde:

Ii(x) =
e−Rix

2Ri

∫ x

xi
eRiξ

Gi(ξ)
αi

dξ − eRix

2Ri

∫ x

xi
e−Riξ

Gi(ξ)
αi

dξ,

Q1i(x) =
e−Rix

2Ri(y2 − y1)
(x− xi) +

(
−eRi(x−2xi) + e−Rix

)
4R2

i (y2 − y1)
,

Q2i(x) = − eRix

2Ri(y2 − y1)
(x− xi) +

(
eRix − e−Ri(x−2xi)

)
4R2

i (y2 − y1)

(19)

e

ηi(y, s) = Ci(s)e−Riy +Di(s)eRiy + Ji(y)− P1i(y)(ui(s)− zi(s))
−P2i(y)(vi(s)− wi(s)),

(20)

onde:

Ji(y) =
e−Riy

2Ri

∫ y

yi
eRiξ

Hi(ξ)
αi

dξ − eRiy

2Ri

∫ y

yi
e−Riξ

Hi(ξ)
αi

dξ,

P1i(y) =
e−Riy

2Ri(xi+1 − xi)
(y − yi) +

(
e−Riy − eRi(y−2yi)

)
4R2

i (xi+1 − xi)
,

P2i(y) =

(
eRiy − e−Ri(y−2yi)

)
4R2

i (xi+1 − xi)
− eRiy

2Ri(xi+1 − xi)
(y − yi).

(21)

Nessas equações Ri está relacionado com as propriedades f́ısicas de cada meio.
A determinação das temperaturas médias transformadas reduz-se ao cálculo dos

coeficientes Ai(s), Bi(s), Ci(s), Di(s), ai(s), bi(s), ci(s), di(s), ui(s), vi(s), zi(s) e
wi(s), i = 1, 2, . . . , n (12n coeficientes). Esses coeficientes são obtidos resolvendo-se um
sistema de equações. Para começar a construção desse sistema fazendo uso das condições
de contorno, é necessário conhecer a temperatura transformada na fronteira e interfaces.
Essas são também expandidas com os elementos das respectivas bases como segue:

T i(x, y1, s) = a′i(s)e
−Rix + b′i(s)e

Rix, (22)

T i(x, y2, s) = c′i(s)e
−Rix + d′i(s)e

Rix (23)

e

T i(xi, y, s) = u′i(s)e
−Riy + v′i(s)e

Riy, (24)

T i(xi+1, y, s) = z′i(s)e
−Riy + w′i(s)e

Riy. (25)
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Agora o número de coeficientes desconhecidos é 20n. Não é dif́ıcil notar que somente
com a aplicação das condições de contorno não seria posśıvel determinar todas as cons-
tantes de forma única, pois o número de equações do sistema resultante é menor do que
o número de coeficientes a calcular. De fato, substituindo τ i, Eq. (18), e ηi, Eq. (20) nas
condições de contorno e de interfaces dos respectivos problemas são obtidas somente 8n
equações para o sistema. Havendo 20n coeficientes a determinar, 12n (20n−8n) equações
auxiliares deverão ser determinadas para completar o sistema. Uma vez conhecidos esses
coeficientes pode-se obter τ i(x, s) e ηi(y, s) utilizando-se as Eqs. (18) e (20) .

Com o objetivo de conseguir as 12n equações auxiliares, aplica-se a transformada de
Laplace nas Eqs. (3) e (6), resultando em:

τ i(x, s) =
1

y2 − y1

∫ y2

y1

T i(x, y, s) dy (26)

e

ηi(y, s) =
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi
T i(x, y, s) dx . (27)

A temperatura média transformada deve satisfazer, para i = 1, 2, . . . , (n− 1),

τ i(xi+1, s) = τ̃ i(xi+1, s),

τ i+1(xi+1, s) = τ̃ i+1(xi+1, s)
(28)

isto é, τ̃ i(x, s) satisfaz a condição de continuidade da temperatura e do fluxo de calor nas
interfaces. A notação τ̃ i representa τ i, Eq. (26), aplicado nos pontos xi, i = 1, . . . , n− 1,
quando usadas as expansões propostas (Eqs. (24) e (25)).

E ainda deve obedecer às seguintes igualdades:

τ 1(x1, s) = τ̃ 1(x1, s),

τn(xn+1, s) = τ̃n(xn+1, s).
(29)

Por outro lado, a temperatura média transformada η̃i(y, s) deve satisfazer, para
i = 1, 2, . . . , n ,

ηi(y, s) = η̃i(y, s), em y1

ηi(y, s) = η̃i(y, s), em y2.
(30)

Analogamente, η̃i denota ηi, Eq. (27), quando y = y1 ou y = y2, sendo usadas as
Eqs. (22) e (23).

Com isso, são incorporadas 4n equações adicionais ao sistema; assim tem-se 8n +
4n = 12n equações. As 8n (20n − 12n) equações restantes são obtidas diferenciando-se
duas vezes cada uma das equações acima descritas, fornecendo as 8n novas equações.
Portanto, o sistema formado pelas equações citadas contêm as 20n equações necessárias
para determinar os valores numéricos dos coeficientes.

A seguir é descrita a matriz dos coeficientes associada ao sistema resultante, para o
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caso de um meio composto de duas camadas, isto é, n = 2(
B11 B12

B21 B22

)
, (31)

sendo os blocos de ordem 20 × 20, B11 e B22 são matrizes esparsas, (B12)i,j ≡ 0 exceto
para i > j e (B21)i,j ≡ 0, exceto para i < j, com i, j = 1, . . . , 20. Para n > 2 não há
maiores dificuldades na obtenção da matriz dos coeficientes.

Finalmente, as expressões para temperaturas médias, no domı́nio do tempo, são
encontradas aplicando-se o método de inversão numérica da quadratura de Gauss nas
soluções transformadas obtidas.

6. CONCLUSÃO

O método semi-anaĺıtico descrito permite o cálculo da transferência de calor bidi-
mensional em meios multicompostos. Nesse método a equação da difusão bidimensional é
integrada transversalmente nas duas variáveis espaciais gerando dois problemas unidimen-
sionais. Por meio desse procedimento expressões em forma anaĺıtica para as temperaturas
médias transformadas são encontradas sem que qualquer interpolação polinomial seja feita
ao longo de seu desenvolvimento.

As soluções linearmente independentes das equações diferenciais unidimensionais ho-
mogêneas são usadas para expandir as temperaturas e os fluxos de calor transformados
na fronteira. Os coeficientes desconhecidos, usados nessa expansão, são determinados
resolvendo-se um sistema formado por equações, resultantes da aplicação das condições
de contorno, por equações auxiliares e pela diferenciação dessas. A introdução de equações
auxiliares faz-se necessário, pois somente com a aplicação das condições de contorno é for-
mado um sistema com maior número de incógnitas do que de equações. A independência
linear das soluções garante a unicidade da solução do sistema.

A idéia do método nodal combinado com a transformada de Laplace, discutidos nesse
trabalho, foi aplicada por Zabadal et al.(1995) na resolução em forma anaĺıtica, da equação
integro-diferencial de ordenadas discretas multidimensional que descreve problema de
transferência radiativa em domı́nio retangular. Os resultados encontrados demonstra-
ram a eficiência desse método tanto no que diz respeito ao aspecto computacional como
na precisão de resultados. Tendo sido demonstrado que em problemas unidimensionais a
aproximação S2 da equação de transferência radiativa é a equação da difusão, e no método
nodal o problema bidimensional é transformado em problemas unidimensionais, espera-se
aqui a obtenção de resultados numéricos precisos para o problema em questão.
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SOLUTION OF THE TRANSIENT HEAT CONDUCTION EQUATION IN
MULTICOMPONENT PLATES

Abstract. In this work a semi-analytic method is presented for the solution of a two-
dimensional transient heat conduction problems in a multicomponent plates. That method
consists of the application of the nodal method combined with the Laplace transform
technique, which allows to find expressions for the average temperatures and for the tem-
perature in the boundary.

Keywords: semi-analytic, transient conduction, plates multicomponent
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