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Resumo. Neste trabalho é apresentado um método semi-analitico para solu¢ao de proble-
mas de transferéncia de calor bidimensional, em regime nao-estaciondrio em planos mul-
ticompostos. Fsse método consiste na aplicacao do método nodal combinado com a técnica
da transformada de Laplace, o que permite encontrar expressoes na forma analitica para
as temperaturas médias transformadas e para a temperatura transformada na fronteira.
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1. INTRODUCAO

A transferéncia de calor através de superficies consistindo de varias camadas com pro-
priedades fisicas diferentes ocorre em muitas situagoes praticas. Um exemplo de aplicagao
bastante conhecido é em paredes de edificacoes, que usualmente sao constituidas por ca-
madas de diferentes materiais. Varios métodos tém sido utilizados para a analise de
tais problemas: a técnica da expansao ortogonal e fungao de Green (Feijoo & Ramkr-
ishna, 1979; Ozisik, 1980; Hou et al., 1993); a técnica da solugao adjunta (Antonopoulos
& Vrachopoulos, 1997); a técnica da transformada integral classica (Mikhailov et al., 1983;
Ozisik, 1980); a técnica da transformada de Laplace (Carslaw & Jaeger, 1959; Ozisik, 1980;
Zedan & Mujahid, 1993). Uma revis@o bibliogréafica mais detalhada sobre esses e outros



métodos usados para solucionar esse tipo de problema pode ser encontrada em Beyer
(1998).

Recentemente, foi desenvolvido por Beyer (1998) um método semi-analitico que uti-
liza a técnica da transformada de Laplace com inversao numérica para calcular o fluxo de
calor transiente uni e bidimensional em paredes externas de edificagoes. No problema bidi-
mensional, foi feita a integracao transversa da equacao do calor em apenas uma variavel,
obtendo uma equacao diferencial unidimensional dependente do tempo. Para aproximar
a temperatura na fronteira na outra variavel, Beyer usou técnicas de interpolagao polino-
mial.

Com o objetivo de eliminar a necessidade de interpolacao polinomial, neste trabalho
é feita a integracao transversa da equacao da transferéncia de calor bidimensional, tran-
siente, tanto na variavel x como na variavel y. Desse modo, sao geradas duas equacoes
diferenciais acopladas, unidimensionais, dependentes do tempo para temperaturas médias,
que sao conhecidas como equagoes nodais, e aqui resolvidas com a aplicagao da transfor-
mada de Laplace.

Esse procedimento, além de eliminar a necessidade de interpolagao polinomial, per-
mite encontrar expressoes em forma analitica das temperaturas médias transformadas nas
duas direcoes, da temperatura transformada na fronteira e conseqiientemente, os respec-
tivos fluxos de calor.

2. DESCRICAO DO PROBLEMA

Considere um meio composto consistindo de n camadas paralelas em contato como
ilustrado na Fig. 1. Assume-se que nao ha resisténcia de contato nas interfaces e que nos
contornos externos o calor é transferido por conveccao. Sejam hy, hpi1, hnio € hyyg 08
coeficientes de transferéncia de calor nas fronteiras © = =1, ¢ = 2,11, Yy = 11 € Y = Vo,
respectivamente. Cada camada é homogénea, isotrépica e tem propriedades fisicas (p;,
¢p; € k;) constantes em cada meio e diferentes em camadas adjacentes. Inicialmente,
cada camada estd a temperatura T;(z,y,0) = Fi(z,y) em x; < < i1, y1 < Yy < Yo,
i=1,2,...,n. Para um tempo ¢t > 0, os contornos estao sujeitos as temperaturas: T,(t)
a esquerda; Ty, a direita; T, em y = y; e Ty(t) em y = yo. As temperaturas T,(t) e Ty(t)
sao variaveis com o tempo, T}, e T, sao constantes. Nao hé geracao de calor no meio. A
formulacao matematica desse problema de conducao de calor governado pela distribuicao
de temperatura T;(x,y,t), i =1,2,...,n, parat > 0 é dada por:

2 27, :
FLiz.yt)  FTiw.yt) 1 0L(z,y,t) (1)

0x? oy? Q; ot
em z; < xr < Tipq, ¢ = 1,2,...,n, y1 <y < 1y, e parat > 0. Onde a; = pké* é a
difusividade térmica.
Essa equacao esta sujeita as condigoes de contorno em z, para t > 0
0Ty
—k1— = h|T,(t) — T (x1,y,t
. . 1[Tu(t) (71,9, )]
v <y <y, (1a)
o7,
ky—— = hpt1|Ty — T (Tpyt1, y, t
Oz . +1[Th (Tnt1,9,1)]
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Figura 1: Meio multicamadas

as condigcoes de contorno em y para t > 0

oT;
_kzﬁ—y = hn+2[Tc _T'i(xvylat)]
y=u T S T < i, (1b)
T, 1=1,...,n
kza— = hni3[Tu(t) — Ti(z, Yo, 1)]
Y ly=ys
e as condigoes de interface em z = x;.1,i=1,2,...,(n—1) e parat >0
Ti(vit1,y,t) = Tip1(wip1, 9, 1)
T O, Y1 <Y <y (1c)
‘Ox | T 0r |
T=Ti41 T=Ti41
e a condicao inicial
E(m’yaO):E($7y>’ em Yy <Yy <Y T <IT<Tipl, Z.:]-727-"7n' (1d)
As condigoes de interface Eq. (1c¢) mostram a continuidade da temperatura e do fluxo
de calor nas interfaces r = ;41,7 =1,2,...,(n—1). Esse problema tem 4n condigoes de
contorno.

3. EQUACOES NODAIS

Integrando a Eq. (1) em y, entre os limites y; e 4o, e dividindo por (yo — 1), resulta
a seguinte equacao diferencial parcial em x e t

827i(x, t) . ian(x, t)

or2 oy ot + Si(w, 1) (2)



sendo

1 Y2
Ti(x,t) = / Ti(x,y,t) d 3
()yQ_ylyl(y)y (3)
e
1 T, T,
Sz(x,t) = a ! — a ! . (4)
v2 = | Oy y=y1 %y y=y2

Observa-se que 7;(x,t) é a temperatura média na diregdo y em cada meio i. Nota-se
também que os termos que compoe S;(z,t), Eq. (4), representam os fluxos de calor nos
contornos y = y; € y = Yo.

As condigoes de contorno em x, para t > 0, ficam:

or
_kla_,; . - hl[Ta<t> - Tl(xlat)])
(2a)
0T,
kn% _— = hn-i-l [Tb - Tn(xn-i-lv t)]

e as condicoes de contorno em y permanecem as mesmas, nao sendo necessario repeti-las
aqui. As condigbes de interface parai=1,2,...,(n — 1) sao:

Ti(Tip1,t) = Tip1(Tig1, 1),

k aTi - k a7—2'—‘,-1 (2b)
N
T=Tj+1 T=Ti4+1
e, finalmente, a condigao inicial em x; < x < x;41, ¢ = 1,2,...,n, torna-se:
1 Y2
7,(x,0) = Gi(z), sendo Gi(z) = / Fi(z,y) dy. (2¢)
Y2 — Y1 Jn

Agora procedendo de forma andloga a anterior, ou seja, integrando a Eq. (1) em
x, entre os limites z; e x;41, e dividindo por (x;1; — x;), obtem-se a seguinte equagao
diferencial parcial nas variaveis y e t,

Pily,t) 1 oy, 1)

0F o or U (5)
sendo,
1 Tit1
ni(y,t) = m/z Ti(x,y,t) dx (6)
e
Ui(y.1) lel_ z; (?97; - %f HJ : (7)




Similar ao caso anterior 7;(y,t) é a temperatura média na dire¢ao = em cada meio i e
os termos que compoe U;(y, t) representam os fluxos de calor nos contornos x e interfaces.
As condigoes de contorno em y sao agora dadas por:

o
—kia— = hnpo[Te — ni(y1, 1)),
Yly=y
(5b)
;i
kia— = hpya[Ta(t) — ni(y2, )]
Y ly=y,
As condigoes de interface para i = 1,2,...,(n — 1) e as condigoes de controno em z
permanecem as mesmas. A condigao inicial, em y; <y < yp e parai = 1,2,...,n sdo:
1 Tit+1
n:(y,0) = H;(y), sendo H;(y) = —/ Fi(x,y) dx. (5¢)
Tiy1 — Tg Jxy

As equagoes diferenciais unidimensionais, Eq. (2) e Eq. (5), geradas com a integragao
transversa da equagao original, sao conhecidas como equagoes nodais.

4. APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Os dois problemas obtidos com as integragoes transversas (em relacao a variavel = e y)
sao descritos por um sistema de equagoes diferenciais unidimensionais, Eq. (2) e Eq. (5)
e estao sujeitos as condigoes de contorno, acima especificadas. A técnica da transformada
de Laplace é adotada com o objetivo de resolver essas equacoes, no dominio s, para as
temperaturas médias 7;(x, s) e 7,(y, $).
A transformada de Laplace da Eq. (2) é
d*7i(x,s) s Gi(z) =

Tz aﬂ(z, s) = — o + Si(z, s) (8)

onde 7;(z, s) é a transformada de Laplace de 7;(z, t), 7;(x,0) = G;(z) conforme a condigao
inicial, e

oT;
Ay

T,
dy

Si(z,s) =

) ] )

A solugao da Eq. (8), pode ser escrita como:

Y2 — U1 —

Ti(x,5) = Ai(s)e % + B;(s) Rx— eng )+Si(§,s)ldf

vom [ | =S 5>+Sz<£,s>]d5,

Riz ¢ efit s30 funcoes linearmente independentes e R; = Ve -
1

onde e %% ¢



A transformada de Laplace das condigoes de contorno em x sao:

T _
—]ﬁ% - + hl?l('xla 5) - tha(3)7
(8a)
d7, T
knd_ + hn—f—l?n(l‘n-i-la 3) - hn+1_b-
x| s
T=Tn+1
A transformada de Laplace da condi¢ao de contorno em y =y, e y = ys é:
oT; — T, ,
—]{52— —|—hn+2Ti(l',y1,S) :hn+2—, 1 = 1,...,’)’L
oy |, _ S
y=y1
(8b)
oT; — - :
ki— + hpsTi(x,y2,8) = hpasTa(s), i=1,....n
y |,
Y=y2
e as condigoes de interface transformadas para i =1,2,...,(n — 1) sao:
Ti(Tiv1, 8) = Tis1(@is1, 8),
h d7; o dTis1 (8¢)
de_‘_Hlda: -
T=Ti41 T=Ti41

Agora, seguindo o mesmo raciocinio para a equacao de 7;(y,t), a transformada de
Laplace da Eq. (5) é:

&y, s) s Hi(y) | +
i\g,%) 5 — _ Uiy, s), 11
e aim(y, s) o (y, 5) (11)

onde 7;(y, s) é a transformada de Laplace de n;(y, t), n:(y,0) = H;(y) conforme a condigao
inicial e,

— 1

oT;
Ui (yv S) =

ox

B oT;
ox

Tiy1 — X4 _

i

] . (12)

A solugao da Eq. (11) pode ser escrita como:

—Riy  y H,L
W) = Cls)eo + Dy — o2 [Mene | 27 e
ety ry _Rit —H; (5) —
- i€ | S . d
3R /yie l o TS )| dt,
onde e e effi¥ sao funcdes linearmente independentes.



A transformada de Laplace das condigoes de contorno em x sao:

oT — _
—ki——| T y,s) = Ta(s),
z =1
(11a)
oT,, — T;
kna— + hn+1Tn(xn+17 Y, 8) = hn+1_b-
x| _ S
T=Tn+1
A transformada de Laplace das condig¢oes de contorno em y sao:
d_i — Tc .
—kl dn +hn+2ni<y173) = hn+2—, 1 = 1,...,7’1,
vl S
y=y1
(11b)
dnm; _ = .
ki g + Py 3T (Y2, 8)] = hnysTa(s). i=1,...,n
Yl,=
y=y2
E finalmente, as condigoes de interface transformadas para i = 1,2,...,(n — 1) sao:
Ti(zis1,y,8) = Tis1(Tit1, 9, 9),
y oT; OT 1 (11c)
"Ox | oy |
T=Ti41 Ti41

Os 4n coeficientes desconhecidos, a saber, A;, B;,C; e D;, (Eq. (10) e Eq. (13)), s@o
determinados com o uso das condicoes de contorno dadas acima, e para os dois termos,
Si(z,s) e U;(y, s) também desconhecidos, é proposta a expansao descrita a seguir.

5. SOLUCAO NODAL

A solugao do problema homogéneo associado ao problema (8) fornece a base {e~t®,
efi®}. Dessa forma, os fluxos de calor nos contornos ; e y» podem ser escritos em termos

dos elementos da base como:

T . N
= a;(s)e” " + b;(s)e'* 14
5| =) (5 (14)
e
T _R, R
=c;(s)e” ™" +d;(s)eM*. 15
o (5 (15)

De forma anéloga, a solugao do problema homogéneo associado ao problema (11)
fornece a base {e %, efti¥}. Sendo assim, pode-se escrever:

oT;

Ox

= u;(s)e Y 4 v(s)eY (16)

T=XT;



oT;
o = zi(s)e Y 4 w;(s)eftY.

T=Ti41

Substituindo-se as Eqs. (14) e (15) na Eq. (10), e as Egs. (16) e (17) na Eq.
tem-se as temperaturas transformadas, 7;(x, s) e 7;(y, s),

Ti(x,s) = Ai(s)e ™% 4 By(s)elti® + Ii(x) — Qui(x)(a;i(s) — ci(s))

—Q2i(x)(bi(s) — di(s)),
onde:
—R;x R;x
' e v RZ{GZ‘(S) e * _RigGi(g)
i) = ——(x —z;) + )
Qule) 2R;(y2 — ?/1)( ) 4Rz2(y2 — 1)
€Rim eRix _ efRi(CC72CC¢))
()= ——(r —x;) +
Qui() 2R;(y2 — yl)( ) ARG (12 — 1)
e

Ti(y.s) = Ci(s)e™ ™ + Di(s)e™¥ + Ji(y) — Pr(y)(ui(s) — z(s))

—Poi(y)(vi(s) — wi(s)),
onde:
Ry y H;(€) eftiv ry Hi(§)
(y> 2R; i ‘ Q; f 2R; Jy, ‘ Q; 5
lz(y) - 2Ri<xi+1 _ xz) (y B yl) T 4R22($z+1 - (L’z) ’
(eRiy _ Q*Ri(y*Zyi)) eltiy
PQi(y) = (y_yi)'

4R12<xi+1 — .CL'Z) - 2Ri<l’i+1 — .1'1)

Nessas equagoes R; esta relacionado com as propriedades fisicas de cada meio.

(19)

A determinacao das temperaturas médias transformadas reduz-se ao calculo dos
coeficientes A;(s), Bi(s), Ci(s), Di(s), ai(s), bi(s), ci(s), di(s), ui(s), vi(s), z(s) e
wi(s), 1 =1,2,...,n (12n coeficientes). Esses coeficientes sdo obtidos resolvendo-se um
sistema de equagoes. Para comecar a construcao desse sistema fazendo uso das condigoes
de contorno, é necessario conhecer a temperatura transformada na fronteira e interfaces.

Essas sao também expandidas com os elementos das respectivas bases como segue:

Tilw,y1,5) = ais)e 5 + b (s)e™,

Sl

i(2,y2,8) = ci(s)e™" + dis)e™

Ti(wi,y, s) = uj(s)e” ™ + vj(s)e"™,

Ti(wir1,y, 8) = zi(s)e™™ +wi(s)e™.

(22)

(23)



Agora o nimero de coeficientes desconhecidos é 20n. Nao ¢é dificil notar que somente
com a aplicacao das condigoes de contorno nao seria possivel determinar todas as cons-
tantes de forma tnica, pois o numero de equagoes do sistema resultante é menor do que
o numero de coeficientes a calcular. De fato, substituindo 7;, Eq. (18), e 77;, Eq. (20) nas
condicoes de contorno e de interfaces dos respectivos problemas sao obtidas somente 8n
equagoes para o sistema. Havendo 20n coeficientes a determinar, 12n (20n — 8n) equacoes
auxiliares deverao ser determinadas para completar o sistema. Uma vez conhecidos esses
coeficientes pode-se obter 7;(z, s) e 7j;(y, s) utilizando-se as Eqgs. (18) e (20) .

Com o objetivo de conseguir as 12n equagoes auxiliares, aplica-se a transformada de
Laplace nas Egs. (3) e (6), resultando em:

1 Y2 __

Til@,5) = —— [ Tilw,u,5) dy (26)

Y2 — U Jn
e

_ 1 b

My, s) = —/ Ti(x,y,s) dv . (27)
Lit+1 — T Jx

A temperatura média transformada deve satisfazer, parai=1,2,... (n — 1),

Ti(Tit1,8) = %i($i+1a s),
(28)

Tiv1(Tiv1,5) = %’H(%’H, s)

isto ¢, 7;(, s) satisfaz a condicao de continuidade da temperatura e do fluxo de calor nas
interfaces. A notacdo 7; representa 7;, Eq. (26), aplicado nos pontos z;, i = 1,...,n — 1,
quando usadas as expansoes propostas (Egs. (24) e (25)).

E ainda deve obedecer as seguintes igualdades:

Tl(.%l, S) = %1(251, S),
(29)

?n(l‘n-‘rl? S) = %n(l‘n-i-la S)-

Por outro lado, a temperatura média transformada 7,(y,s) deve satisfazer, para
i=1,2,...,n,

ﬁi(ya 3) :ﬁz(ya 8)7 em i
(30)

ﬁi(yﬂg) :%z(ya 8)7 em  yo.

Analogamente, 7; denota 7;, Eq. (27), quando y = 3 ou y = ¥, sendo usadas as
Egs. (22) e (23).

Com isso, sao incorporadas 4n equacgoes adicionais ao sistema; assim tem-se 8n +
4n = 12n equagbes. As 8n (20n — 12n) equagdes restantes sao obtidas diferenciando-se
duas vezes cada uma das equacoes acima descritas, fornecendo as 8n novas equagoes.
Portanto, o sistema formado pelas equagoes citadas contém as 20n equagoes necessarias
para determinar os valores numéricos dos coeficientes.

A seguir é descrita a matriz dos coeficientes associada ao sistema resultante, para o



caso de um meio composto de duas camadas, isto é, n = 2

By B
; 31
( By Ba (31)
sendo os blocos de ordem 20 x 20, By; e By s@o matrizes esparsas, (Biz);; = 0 exceto
para i > j e (Ba1);; = 0, exceto para i < j, com ¢,j = 1,...,20. Para n > 2 nao ha

maiores dificuldades na obtengao da matriz dos coeficientes.

Finalmente, as expressoes para temperaturas médias, no dominio do tempo, sao
encontradas aplicando-se o método de inversao numérica da quadratura de Gauss nas
solucoes transformadas obtidas.

6. CONCLUSAO

O método semi-analitico descrito permite o calculo da transferéncia de calor bidi-
mensional em meios multicompostos. Nesse método a equacao da difusao bidimensional é
integrada transversalmente nas duas variaveis espaciais gerando dois problemas unidimen-
sionais. Por meio desse procedimento expressoes em forma analitica para as temperaturas
médias transformadas sao encontradas sem que qualquer interpolagao polinomial seja feita
ao longo de seu desenvolvimento.

As solugoes linearmente independentes das equagoes diferenciais unidimensionais ho-
mogéneas sao usadas para expandir as temperaturas e os fluxos de calor transformados
na fronteira. Os coeficientes desconhecidos, usados nessa expansao, sao determinados
resolvendo-se um sistema formado por equacoes, resultantes da aplicagao das condig¢oes
de contorno, por equacoes auxiliares e pela diferenciacao dessas. A introducao de equagoes
auxiliares faz-se necessario, pois somente com a aplicagao das condigoes de contorno é for-
mado um sistema com maior nimero de incognitas do que de equagoes. A independéncia
linear das solugoes garante a unicidade da solucao do sistema.

A idéia do método nodal combinado com a transformada de Laplace, discutidos nesse
trabalho, foi aplicada por Zabadal et al.(1995) na resolugao em forma analitica, da equagao
integro-diferencial de ordenadas discretas multidimensional que descreve problema de
transferéncia radiativa em dominio retangular. Os resultados encontrados demonstra-
ram a eficiéncia desse método tanto no que diz respeito ao aspecto computacional como
na precisao de resultados. Tendo sido demonstrado que em problemas unidimensionais a
aproximacao Sy da equacao de transferéncia radiativa é a equacao da difusao, e no método
nodal o problema bidimensional é transformado em problemas unidimensionais, espera-se
aqui a obtencao de resultados numéricos precisos para o problema em questao.
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SOLUTION OF THE TRANSIENT HEAT CONDUCTION EQUATION IN
MULTICOMPONENT PLATES

Abstract. In this work a semi-analytic method is presented for the solution of a two-
dimensional transient heat conduction problems in a multicomponent plates. That method
consists of the application of the nodal method combined with the Laplace transform
technique, which allows to find expressions for the average temperatures and for the tem-
perature in the boundary.

Keywords: semi-analytic, transient conduction, plates multicomponent
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