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Resumo. Tem sido observada uma demanda crescente pelo desenvolvimento de novos
materiais e consequentemente a caracterizacao térmica destes. Neste trabalho € apresentada
a solucdo de um problema inverso com o método de Levenberg-Marquardt(LM), e com o
método de recozimento simulado (SA — simulated annealing), para a estimativa simultanea da
condutividade térmica e do calor especifico de novos materiais poliméricos. Sao utilizados
dados experimentais reais obtidos com a amostra de um polimero que contém lignina, um
subproduto do bagaco de cana, em sua composi G&o.

Palavras — chave : Problemas inversos, Caracterizagdo Térmica, Levenberg-Marquardt,
Recozimento Smulado.

1. INTRODUCAO

A solucéo de problemas inversos em transferéncia de calor por conducdo possui diversas
aplicacBes de interesse em engenharia. O problema classico nesta area € aguele onde séo
estimadas condi¢des de contorno, ou sgja, sdo obtidas estimativas, tanto para o fluxo de calor
guanto para a prépria temperatura. Este problema vem sendo tratado ja ha trinta anos, mas
ainda tem atraido a atencéo de muitos pesquisadores (Al-Khalidy, 1998, Ji e Jang, 1998,
Frankel e Keyhani, 1997, Zongrui e Zhongwu, 1994, Vogel et a., 1993). O problema inver-
so de estimativa de condi¢des de contorno € conhecido pela sigla IHCP (Inverse Heat
Conduction Problem), ou ent&o IBHCP (Inverse Boundary Heat Conduction Problem).

A estimativa de condicGes iniciais (Muniz et a., 1999, Silva Neto e Ozisik, 1994), e de
fontes térmicas com dependéncia no espago e no tempo (Silva Neto e Su, 1999, Su e Silva
Neto, 1999, Silva Neto e Ozisik, 1993, 1994a, Orlande e Ozisik, 1993, Al-Najem, 1993,
Borukhov e Kolesnikov, 1988) tem também sido investigada intensamente. O primeiro é o
conhecido backward heat transfer problem e o segundo € o IHGP (Inverse Heat Generation
Problem).

Y Autor para correspondéncia.



Complementando a classe de problemas inversos em conducdo de calor encontra-se entéo
a estimativa de propriedades térmicas. Artyukhin(1982) estimou a dependéncia da
condutividade térmica com a temperatura considerando uma expansdo em splines cubicos.
Ved et a.(1992) estimou esta dependéncia da condutividade térmica para materiais ceramicos.
Jurkowski et al.(1997) estimaram a condutividade térmica de termoplasticos com base na
comparacdo entre temperaturas medidas e calculadas no processo de resfriamento do
polimero.

Vozé& e Sramkova(1997) e Griesinger et al.(1997) usaram métodos baseados em um
aquecimento em degrau (step heating) para a estimativa da difusividade térmica. Shai et al.
(1993) desenvolveram um método baseado na sobreposicéo de fontes térmicas que leva a
determinacéo da difusividade térmica usando apenas medidas de tempo.

Diversos trabalhos tém sido realizados visando a determinacéo simultanea de duas ou
mais propriedades térmicas usando medidas transientes de temperatura. Flach e Ozisik (1989),
Artyukhin e Nenarokomov (1988) e Artyukhin(1993) estimaram simultaneamente a
condutividade térmica e o calor especifico. Guimaraes et al.(1995) estimaram a condutividade
e a difusividade térmica, e Lima e Silva et al.(1998) estimaram estas propriedades de
materiais ndo-metalicos usando apenas um sensor de temperatura. Beck e Al-Argji (1974)
estimaram a condutividade térmica, o calor especifico, a difusividade e a condutancia de
contato térmico com resultados obtidos de um Unico experimento.

Carvaho et a.(1996) determinaram experimentalmente a condutividade térmica de
polimeros usando o método do fio quente. Usando os mesmos dados experimentals destes
pesquisadores em uma abordagem de problemas inversos Silva Neto e Carvalho(1999)
estimaram simultaneamente a condutividade térmica e o calor especifico de um novo
polimero que contém lignina, um subproduto do bagaco de cana, em sua composi¢ao
(Carvaho e Silva Neto, 1999). Estes autores usaram o método de Levenberg-Marquardt, que
€ equivalente ao uso do funcional de Tikhonov com o termo de regularizagdo quadratico
(Silva Neto e Moura Neto, 1999). O espaco de solucéo do problema inverso ndo é convexo e
apresenta muitos minimos locais. Métodos tradicionais de programacdo matemética baseados
no clculo de gradientes da funcdo a ser minimizada, como o de Levenberg-Marquardit,
garantem apenas a convergéncia para o minimo local mais proximo da estimativainicial.

Buscou-se entdo um algoritmo de otimizacdo global denominado recozimento simulado
(ssmulated annealing) que é um método estocastico baseado em idéias da mecanica estatistica
e haanalogia com o processo de recozimento de um material (Bueno e Soeiro, 1998).

Neste trabalho sdo apresentados de forma sucinta o método de Levenberg-Marquardt e o
método de recozimento simulado e a aplicacdo destes na estimativa da condutividade térmica
e do calor especifico de um material polimérico a partir de dados experimentais obtidos com o
método do fio quente.

2. FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA DIRETO

Considere a situagdo representada na Fig. 1 onde uma resisténcia elétrica linear € inserida
no centro de uma amostra para a qual se desgja determinar as propriedades térmicas.

A modelagem matematica do problema de transferéncia de calor por conducéo em uma
amostra cilindrica de raio R, com uma fonte linear de calor no centro, trocando calor com o
ambiente que a envolve, natemperatura Tam,, € dada por

a E( aT%g(t)é(r) pc, aT(r Y emoOs<r<R paat>0 (1a)
ror

—ka__h(r T.4) emr =R, parat>0 (1b)



T, 0=Tan paat=0 (1c)

onde k é a condutividade térmica, g(t) é a densidade volumétrica de poténcia, p é a massa
especifica, ¢ , € o calor especifico, h € o coeficiente de troca térmica por convecgéo e o(r) €
o delta de Dirac indicando que afonte térmica estd posicionadaem r =0.

Observe que esta implicita nesta formulagdo a hipétese de que a amostra € longa o
bastante de forma que a transferéncia de calor é considerada unidimensional, na direcéo
radial.
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Quando a geometria, as propriedades materiais, as condigdes de contorno, a condic¢do
inicial e o termo fonte sdo conhecidos, o problema (1) pode ser resolvido fornecendo o
conhecimento da distribuicdo da temperatura T(r,t) para qualquer posi¢éo, r, e tempo t. Este
problema é denominado ent&o de problemadireto.

Quando alguma das caracteristicas descritas no parégrafo anterior, ou uma combinagdo
das mesmas, é desconhecida, mas informagdes adicionais como por exemplo a distribuicdo
transiente de temperaturas em algum ponto do meio, estdo disponiveis, pode-se tentar estimar
as grandezas desconhecidas. Este problema € denominado entéo de problemainverso.

Nos algoritmos considerados neste trabalho para a solucéo do problemainverso é usada a
solucdo do problema direto empregando as estimativas para as incognitas obtidas a cada
iteracdo do procedimento iterativo. Para a solucéo do problema direto (1) foi usada, portanto,
uma aproximacao por diferencas finitas.

3. FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA INVERSO

Neste trabalho é considerado o problemainverso de estimativa do vetor de incognitas
Z={kc} @)

usando o conhecimento da distribuicéo transiente de temperatura em algum ponto do meio.

Beck(1988) classifica os problemas inversos em dois grupos. (i) estimativa de parametros
e (ii) estimativa de funcdes. O problemainverso aqui considerado consiste, portanto, em uma
estimativade parametros.  Conforme apresentado na Tabela 1, Silva Neto e Moura
Neto(1999) optaram por uma classificagéo que leva em consideracdo os objetos mateméticos
envolvidos. Neste caso 0 problema sob andlise é um problema inverso do Tipo Il, uma vez
gue o modelo é dado por uma equacéo diferencial parcia e as grandezas a serem
determinadas sdo de dimenso finita.

Devido a0 provavel excesso de dados experimentais com relacdo ao numero de
incognitas, o problema inverso aqui tratado é resolvido como um problema de otimizacdo de
dimensao finita, onde & minimizado o funciona dado pela soma dos residuos quadrados,
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onde M é o nimero de sensores de temperatura utilizados, L € o nimero de medidas
experimentais efetuadas por cada sensor e T; e Y; representam em uma notagdo compacta,
respectivamente, a temperatura calculada e a temperatura medida para um mesmo sensor,
no mesmo instante de tempo, comi=1,2, .., 1 ondel =M x L, e deve ser observado
andaqueF =T;-Y,;.

Tabela 1 — Classificacdo de Problemas Inversos

Dimens8o da grandeza a ser estimada
Dimens&o do modelo Finita (constante) Infinita (funcdo)
Finita® Tipo | no se aplica
Infinita Tipo Il Tipo Il

1 Por exemplo: sistema de equacdes algébricas.
2 Por exemplo: equacéo diferencial parcial ou equagéo integro-diferencial.

4., SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Silva Neto e Carvalho (1999) usaram o método de Levenberg-Marquardt (LM) para
resolver o problema inverso descrito na se¢do anterior. Foi observado que este método €
extremamente eficiente do ponto de vista computacional, mas apesar do uso do fator de
amortecimento (parametro de regularizacdo) existe uma ampla regido de estimativas iniciais
para a qua aconvergéncia do método é extremamente dificultada. Além disso, foi observada
a possibilidade de ocorréncia de minimos locais. Por este motivo buscou-se um agoritmo de
otimizagdo global, 0 método do recozimento simulado (SA — simulated annealing). Porém,
este método apesar de garantir a convergéncia para 0 minimo globa a partir de qualquer
estimativa inicial, apresenta um baixo desempenho computacional. Delineou-se entéo uma
estratégia em que os dois métodos, LM e SA, sdo combinados de forma a aproveitar as
melhores caracteristicas de cada um deles.

4.1 Método de L evenberg-M ar quar dt

Este método é equivalente a0 uso do funcional de Tikhonov com o termo de
regularizacdo quadrético (Silva Neto e Moura Neto, 1999), ou sgja, a partir da Eq. (3) escreve-
se

QZ)=F"F +alZ| @

onde a é o parametro de regularizacéo.
O ponto de minimo satisfaz a equagao de ponto critico, i.e. aQ/ 0Z =0.Pararesolver este

sistema de equagdes € feita uma expansdo de Taylor levando entdo a uma formulacéo
equivalente aguela obtida com o método de Levenberg-Marquardt (Silva Neto e Carvaho,
1999)

(073 +ar)nZ=-37F (5)

onde I éamatrizidentidade, o7 € a correcdo do vetor de incognitas, e J é a matriz
Jacobiana com os elementos
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onde N € o nimero total de incognitas. No problema inverso considerado neste trabalho tem-

se N=2.
A EQ.(5) é escritanaformaa ser usada em um procedimento iterativo,

AZ"=-(3"JI"+a"I)I" F" @)

onde n representa o contador de iteragdes e uma nova estimativa para o vetor de incognitas é
calculada usando

ZM=Z" +AZ" n=0,1,2, .. 6)
onde Z°éumaestimativainicia.

O procedimento iterativo descrito pelas Egs. (7) e (8) é interrompido quando um critério
de convergéncia definido a priori é satisfeito, como por exemplo

nz!/z;

<€ .s=1,2, .., N 9

onde € é um nimero pequeno, e. g. 10 .

4.2 Método do Recozimento Simulado

O método do recozimento simulado (SA) se baseia em principios da mecanica estatistica.
Consideremos os aomos de um metal em estado de fusdo a uma elevada temperatura de
equilibrio. A probabilidade de existéncia de uma configuragcdo apds uma variacdo de energia
(AE) do sistema, numa certa temperatura de equilibrio T, € dada pela expressdo

P(AE) = exp (- AE/kgT) (10)

onde kg € a constante de Boltzmann. Uma questédo fundamental na mecanica estatistica é
determinar o0 que acontece com o sistema no limite inferior de temperatura. Se, por exemplo,
os materiais permanecem fluidos ou sdlidos e, no caso de se solidificarem, se formam um
solido cristalino ou ndo. Isto esta relacionado com o nivel de energia interna do material. No
entanto, baixa temperatura ndo significa que baixos niveis de energia serdo obtidos. Se a
temperatura inferior de um metal fundido for obtida através de cuidadoso recozimento, ou
sgja de lento resfriamento, obtém-se um cristal puro com um nivel baixo de energia e
conseguientemente baixo nivel de tensdes internas. Caso isso ndo tenha ocorrido (resfriamento
mais rapido), o cristal obtido tera um nivel mais alto de energia (material temperado) o que
produzira propriedades mecénicas diferentes no material. Esta € a idéia que esta por trés da
proposta de Kirkpatrick et a. (1983) em utilizar a ssimulagdo do processo de recozimento de
um material em otimizagdo. A fungao objetivo Q de um problema de otimizacdo (funcéo a ser
minimizada) sera associada ao nivel de energia de um sistema qualquer. Paraum valor alto do
parémetro T, que € correspondente a temperatura no recozimento real, diversas variactes
randémicas das varidveis do problema (variavels de projeto) sdo consideradas e o valor da
funcéo objetivo relacionada a cada variagcdo € calculado. Se uma variagdo resulta num valor
mais baixo dafuncéo objetivo, € imediatamente aceita. Se isto ndo ocorrer, ou sgja, o valor da
funcéo objetivo aumentar, entdo a probabilidade que esta configuragdo seja aceita é dada pela



Eqg. (10). Nesta expressdo a constante de Boltzmann kg torna-se um fator de escala que
normamente é iguaado a unidade. Note-se que esta probabilidade é maior a altas
temperaturas, ou sgja, no estagio inicial da simulacdo onde a aceitacéo de niveis mais atos de
energia pode facilitar a obtencdo de uma configuracdo final com um nivel mais baixo de
energia. Este € o mecanismo que possibilita a fuga dos minimos locais. Um nimero finito de
variagdes randomicas sdo consideradas numa determinada temperatura, constituindo um ciclo
de avaliagdes no processo de otimizacdo. A temperatura € entdo diminuida de acordo com um
esguema de "resfriamento” preestabelecido até o vaor final especificado, conforme a
expressao abaixo.

T =, T (11)

onde o indice n representa as diversas “"temperaturas’ do processo e r; € a taxa de
"resfriamento” que estabelece 0 esquema de recozimento desgado. Em cada temperatura o
procedimento descrito acima é repetido. O fluxograma do algoritmo basico do recozimento
simulado, apresentado na Figura 2, foi elaborado por Corana et a.(1987) e implementado por
Goffe et a.(1992).
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Figura 2 - Fluxograma do método do Recozimento Simulado
4.3 Combinacdo dos métodosLM e SA

Os métodos baseados em programacdo matemética normamente apresentam uma boa
taxa de convergéncia. Tém a desvantagem de convergirem para 0 minimo mais proximo do
ponto de partida. S&0 por isso denominados de métodos de otimizacéo local. JA os métodos
estocasticos tém a vantagem de independerem do ponto de partida para convergirem para o
minimo global. No entanto, isto normamente € obtido a custa de um enorme esforco
computacional. No presente trabalho procurou-se aproveitar as vantagens do dois métodos de
modo a se ter convergéncia para o minimo globa com um menor esforgo computacional.

Observando-se o comportamento do método verifica-se que apos alguns poucos ciclos o
melhor ponto obtido j& esta préximo do minimo global. Pode-se , assim, abreviar 0 processo,
utilizando o recozimento simulado (SA) por apenas alguns ciclos e, entdo, completar com o
Levenberg-Marquardt (LM) até a convergéncia. Caso ndo convirja, prossegue-se com o SA
até um ponto suficientemente proximo para o LM funcionar. Este procedimento produziu
resultados satisfatorios como sera mostrado no item a seguir.



5. RESULTADOS

Um volume significativo de dados experimentais ja foi obtido com o méodo do fio
guente para novos materiais poliméricos e compésitos. Usando a metodologia de problemas
inversos descrita neste trabalho foram obtidas as seguintes estimativas para uma amostra de
material polimérico com 25 % em massa de lignina, k = 0,07319 +0,00006 W / m °C e ¢, =
1563 + 3 J/ kg °C, onde os intervalos de confianca foram calculados considerando 99% de
probabilidade que o valor exato esteja entre estes limites.

Inicialmente, utilizou-se apenas 0 método LM. Para diversos pares de estimativainicia o

resultado acima foi obtido. Como exemplo, considere-se o par de estimativas Z° = (k°cp°) =
(0,05;1000). Os valores obtidos em cada iteragéo bem como o valor da funcéo objetivo Q séo
mostrados na Tabela 2.

Tabela2: Caso1 Z°=(0,05;1000) — LM

Iteracdo k (W/m °C) c (Jkg°C) Q (°C?)
0 0,05 1000,0 4285.75
1 0,06584 1361.6 262,53
2 0,07245 1537,7 26314
3 0,07319 1563,0 0,1179
4 0,07319 1563,0 0,1179

Se partirmos agorado ponto Z° = (0,005;3500) verifica-se que hé convergéncia para um
outro ponto, provavelmente um minimo local, como mostrado na Tabela 3.

Tabela3: Caso2 Z° =(0,005;3500) — LM

Iteracdo k (W/m °C) c (Jkg °C) Q (°c)
0 0,0050 3500,0 4212458
1 0,0106 5602,83 5461,03
2 0,0224 6838,62 264,75
3 0,0418 4629,64 1753
4 0,0418 4629,64 1753

O caso acima foi resolvido utilizando o recozimento simulado (SA). Os parametros
utilizados para a solucéo foram: To= 5.0, r;= 0,75, N = 200 (nimero de avaliagdes de Q em
cada ciclo) e € = 1.0E-03 (tolerancia de convergéncia da funcéo objetivo, baseado nos valores
de 4 ciclos sucessivos). Foram necessarias 7000 avaliagcOes de Q para a convergéncia. O
resultado estd mostrado na Tabela 4.

Tabelad: Caso2 Z° =(0,005;3500) — (SA)

Ciclo k (W/m °C) c (Jkg°C) Q (°C?

0 0,0050 3500.0 4212458
1(T=05) 0,0509 34921 6,415
2(T=0,375) 0,0539 3160.3 4,441
3(T=0,281) 0,0576 27523 2,625
5(T=1,582) 0,0708 17056 0,164
35(T=2,825E-4) 0,0732 1563.3 0,118

Testou-se 0 uso do méodo LM apbs cada ciclo do Recozimento Simulado. Houve
convergéncia apos o quinto ciclo, como mostra a Tabela 5. O esforco computacional foi
reduzido para cerca de 1000 avaliagOes da fungao objetivo.



Tabela5: Caso2 Z° =(0,005;3500) — LM apds o quinto ciclo do SA

Iteracdo k (W/m °C) c (Jkg°C) Q(°C?
0 0,0708 1705,6 0,164
1 0,0731 1561,7 0,132
2 0,0732 1563,0 0,118

6. CONCLUSOES

No presente trabal ho utilizou-se um método estocéstico de otimizagdo global denominado
Recozimento Simulado no problema inverso de estimativa de propriedades térmicas de
materiais poliméricos a partir de resultados experimentais. O método mostrou-se bastante
robusto, determinando sempre o minimo global, independente da estimativa inicial. A
desvantagem demonstrada pelo método € o excessivo esfor¢o computacional requerido paraa
sua convergéncia. Procurou-se reduzir este esforco através da combinagdo do (SA) com um
método de otimizagdo local como o Levenberg-Marquardt. Os resultados obtidos mostraram
gue a metodol ogia desenvolvida é bastante confiavel, garantindo a obtencéo do minimo global
no problema inverso estudado com uma consideravel economia de esfor¢co computacional. A
aplicacdo desta metodol ogia em outros tipos de problemas inversos € uma natural continuagdo
do presente trabal ho.
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THERMAL PROPERTIES ESTIMATION OF POLYMERIC MATERIALSWITH THE
SIMULATED ANNEALING METHOD

Abstract. An ever-growing demand has been observed for the development and thermal
characterization of new materials. In this work we present the solution on an inverse problem
with the Levenberg-Marquardt (LM) method and the Simulated Annealing (SA) method for
the simultaneous estimation of the thermal conductivity and specific heat o new polymeric
materials. Real experimental data obtained with a sample of a polymeric material with lignin,
a by-product of the sugar cane bagasse, are used.

Key-words. Inverse Problems, Thermal characterization, Levenberg-Marquardt, Simulated
Annealing.



