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Resumo. Neste trabalho é apresentada uma nova técnica de analise numérica para o
escoamento ndo confinado em meio poroso em regime permanente. O método proposto é
baseado na transformacéao do problema com fronteira livre em um problema de otimizacao
de forma. A técnica da programacdo matematica junto com a discretizacédo via elementos de
contorno é usada para a resolucdo do problema de otimizacdo. O método mostra-se facil de
ser aplicado, permite considerar problemas bidimensionais e tridimensionais, necessita de
razoaveis recursos computacionais para problemas reais e possui boa precisio numérica,
entre outras vantagens. Mostram-se 0s resultados numéricos para um problema-teste do
escoamento bi-dimensional ndo confinado numa barragem.

Palavras-chave: Problemas com fronteira livre, Otimizacao de forma, Programacao mate-
matica, Método dos elementos de contorno.

1. INTRODUCAO

O fendmeno de escoamento ndo confinado em regime permanente em meio Poroso
pertence a classe dos problemas de valor de contorno com fronteira livre. O problema &
definido no dominio, onde uma parte do contorno, afronteiralivre, ndo é conhecidaa priori e
deve ser determinada como parte da solucéo. Entre os atuais métodos de resolucdo para este
tipo de problema podem-se mencionar trés principais. métodos analiticos, Polubarinova
Kochina (1962), métodos iterativos, Liggett (1977) e métodos de transformacdo, Kinderleher
et al (1980).

A idéia principa do método proposto neste trabalho baseia-se na transformacéo do
problema com fronteira livre em problema de otimizacdo de forma de tipo "minimos
quadrados’. Aplicando-se o método dos elementos de contorno, consideramos o problema de
otimizagdo discretizado como um problema de programacdo matematica ndo-linear. Em
comparacao com outros métodos de discretizacéo, para o problema de otimizagdo de forma, o



método dos elementos de contorno permite reduzir consideravelmente o nUmero de variavels
e de restri¢cdes do problema, alem de evitar as dificuldades de geracéo de malha.

A ligacéo entre os problemas com fronteiralivre e os problemas de otimizacdo de forma
€ evidente: ambos envolvem dominios desconhecidos como parte da solucéo. Existem duas
maneiras principais para reformular o problema com fronteira livre como um problema da
otimizagdo de forma. Uma delas envolve como funcional-objetivo o funcional de energia
total do sistema em consideracdo. A segunda alternativa € conhecida como de tipo "minimos
quadrados®. O funcional-objetivo contém uma das condi¢bes da fronteira livre, quando a
equacdo que define o estado do sistema junto com outras condigbes de contorno viram
restricbes do problema de otimizagdo. Em ambas formulagdes procura-se 0 minimo do
funcional-objetivo com relagdo aformadafronteiralivre.

Na maioria dos casos, na resolucdo numérica dos problemas de otimizagdo de forma séo
usados os métodos que envolvem o sistema de otimalidade. O estado do sistema €
considerado como uma funcdo da variavel do projeto (que representa a forma do dominio).
Uma vez que a derivada desta funcéo é encontrada, o gradiente do funcional-objetivo com
relacdo a forma do dominio, pode ser calculado. Isto permite obter certas condicfes de
otimalidade para a solucdo Otima, chamadas de sistema de otimalidade. A forma étima do
dominio e o correspondente estado do sistema sdo encontrados ao mesmo tempo resolvendo-
se este sistema. Uma das realizacfes desta técnica oferece um processo iterativo da resolucéo
das condic¢des de otimalidade, separando a busca da forma do dominio e o célculo do estado
do sistema. O procedimento que envolve em cada iteracdo o calculo da derivada do estado
para dada forma do dominio € conhecido como andlise da sensibilidade de forma, Haslinger
et al (1992).

A técnica de otimizac8o via andlise de sensibilidade junto com o método dos elementos
de contorno € aplicada para simulagcdo do escoamento em meio poroso nos trabalhos de Nagji
et al (1998,1999). O problema de otimizacdo consiste na minimizacdo, com relacdo as
coordenadas dos nés da fronteira livre, de uma funcdo-objetivo que contém o quadrado do
fluxo nesta fronteira. A resrticdes do problema surgem das limitagdes geométricas. Porém, a
informagdo analitica sobre a funcéo-objetivo ndo esta disponivel, e 0 nimero dos sistemas a
serem resolvidas para avaiagdo da sensibilidades do fluxo com relagdo as coordenadas dos
nos dafronteiralivre, € grande, Ngji et al (1998).

O método exposto em nosso trabalho permite evitar estas dificuldades, visto que ndo se
basia na andlise de sensibilidade mas na técnica da programacdo matematica. O estado do
sistema é considerado com uma variavel independente da variavel do projeto. Discretizando
se chega a um problema de programacdo matematica: achar o minimo da funcéo-objetivo com
relacdo a variavel de projeto, sujeito as restricdes de igualdade e/ou de desigualdade. As
restricdes representam a discretizagdo da equacdo do estado e definem a ligagdo entre a
variavel de projeto e avaridvel de estado. A técnica de programagdo matematica é usada com
freguiéncia para os problemas classicos de otimizagdo, Defourny (1988).

2. ESCOAMENTO NAO CONFINADO E PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Considera-se um problema bidimensional de escoamento ndo confinado do fluido numa
barragem de secdo transversal ABCD que separa dois reservatorios de niveis h; e hy, (Fig.1).
Procura-se a posicdo da superficie fredtica (fronteira livre I')) e, dependendo disto, da
superficie de percolagdo (I'y) junto com as caracteristicas do escoamento (campo u do
potencial de velocidade) dentro daarea Q com fronteiral'=I\ O 'O I O 10 . S80 feitas



Fig.1

as seguintes consideracOes. fluido ideal, regime permanente, material da barragem
homogéneo com coeficiente de permeabilidade k =1, sendo o fundo ', da barragem
impermeével e avaporizagcdo através da superficie fredtica ignorada; a formulacéo matematica
do problema é dada por:
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onde g=du/dn é o fluxo normal do potencial. No contorno I') , parte desconhecida do
contorno Iy , na funcdo u sdo impostas duas condi¢cdes de Cauchy, entdo, € 'y uma fronteira
livre. O problema admite uma Gnica solucdo I, tal que uOHY(Q) N C°(Q) e Iy éuma
curva suave, Kinderleher et al (1980). Uma das formulagdes equivaentes a (P) pode ser dada
em termos do problema de otimizacdo de forma para o sistema governado pela equacdo de
Laplace. Sgga @ ={(x,y) =0} um conjunto de todas as formas permissiveis da fronteiraly,

formado pela curvas suaves. Entéo, o problema de otimizagcdo consiste em achar ¢ 1 ® e u
tais que:

Cimin (a)7,
onde g=0u/dn e u(x,y) é solugio do problema :
S | OAu=0 emQ,
(FR°) O H u=h nafl, O
E O u=h, na'l,
O u=y nal,0T,,
E H g=0 naTl,.



Outra possivel formulacdo equivalente a (P) usa a condi¢cdo sobre valor do potencial na
fronteiralivre como critério de otimalidade. Procuramos por ¢[@ e u, tais que:

Cin(u = y)7,
ronde u(x,y) € solugéo do problema:
s OAu=0 em Q,
(F) O B u=h na I, (2
0 0O u=h, na T,
= O u=y nal,,
E H q=0 na ,OT,.

Observa-se que estas duas formulacOes interpretam a fronteira livre 'y como uma
fronteira 6tima. A definicéo da fronteira 6tima envolve os valores do fluxo (problema (B°) ) e

do potencia (problema (B’) ) sd no contorno. Porém, para ach&la ndo é necessério resolver o

problema completo em todo Q. Por outro lado, depois de achar Iy , pode-se reconstruir u(X,y)
em Q resolvendo-se (1) ou (2) neste dominio. Por esta raz&o vamos nos concentrar adiante, na
busca da posicéo dafronteiralivre.

Para problemas governados pela equacéo de Laplace, no caso 2D os valores do fluxo e do
potencial verificam no contorno I' do dominio Q a equacdo integral, Brebbia et al (1984):

05u() + [ 0" (£, X)u(x)dr = fu" (€, X)a(x)dr 3)

onde x = (x,y)II , u*(&,x) é a solucdo fundamental da equacdo de Laplace, g*(&,x) sua
derivadae &l é o ponto de colocacéo.

Desta maneira, para definir a posicdo da fronteira livre do problema (B°) (ou (F))
temos que resolver:

OminF(u,q),
[] 0@

%onde g e u verificam no I a equagao:
O
205U(E) + [ 0 (€, X)u00dr = [u’ (¢, X)ax)dr

(P°)

Onde F(u,q)=(q)7 (problema(R})) ou F(u,q) = (u-y)Z (problema(R,)) e os valores
definidos na fronteira correspondem aos valores de contorno dos problemas (1) ou (2)
respectivamente.

Como os agoritmos numéricos de otimizago sfo iterativos, considerar o problema (P')
para encontrar a posi¢ao dafronteiralivre Iy e logo apds resolver (1) ou (2) para obter u(x, y)
em Q € uma maneira mais econdmica e eficaz do que resolver (1) ou (2) em cada iteracéo, o
que seria necessario fazer para obter a solugéo do (P) usando-se formulagdes (B°) ou (P) .



3. DISCRETIZACAO E PROBLEMA DE PROGRAMACAO MATEMATICA

A formulagdo (P') permite a discretizacdo via método dos elementos de contorno.
E
Introduzindo-se E nés geométricos, divide-se o contorno I' em E elementos I = z r..Consi-
=1

derando-se 0 potencial e o fluxo com aproximacfes funcionais constantes sobre cada
elemento I, , j = 1,...,E obtém-se a forma discretizada da equagéo integral .

E E
0,5u, +Z§‘rj g dr, @1] = Zﬁ“ u;dr @]j, i=1..,E,
1= 1=

onde U; =u(&;), w=u(.x), ¢ =0d(.x), &0 eux)=u;, ax)=q, x0Or,
j=1,...,E, Usando as notagdesH; :Ej‘r_ q; dr; %)ara i#zj, H;=05eG; = ﬁr ui*drj @ pode-se
escrever a equacao discretizada naformamatricial:

[H]u=[G]q.

Sglam (X, y,) ascoordenadas nodais, i =1,...,E € Xg,y =X, Ve = V1.
Para os coeficientes das matrizes G e H temos as seguintes férmulas explicitas:

Oi,j=1.,E, i#]j:

Gij ) _20.5(4)'( (af + a;‘; )0.5 In((xc -a.y, —b, )2 + (yc —a, Yy~ by )2 )’ 4

2 wk (ay(axyk +bx - XC)_ax(ayyk +by - yc»

A3 (. -2y -b,) +(v. —a,y, -b, f ©
Oi,j=1..,E, i=j:

G, =2(a? +a2 Ji-Infa +a2)'*} ©)

H, =m, @)

onde &, =08 -x) b =08(.+x). a=08ly.-y,) b, =08y +y,),
X, =05(X +X%,,), Y. =05(Y, +¥i..), € Yk, 6k S0 as abscissas e 0s pesos da quadratura de
Gauss.

Sejam n, m, |, r e k os nimeros dos elementos de contorno colocados respectivamente
nas partes 'y, Ty, 1, o, M2 do contorno I. Para facilitar a apresentacéo, supomos que as
coordenadas x dos nos da fronteira livre sdo dadas e fixas e a parte da percolacéo s €
vertical. Introduzimos também as seguintes notagdes: L =I, R=L +r, K=R+ k,N =K + n,
entdo N+ m=E.



Para problema discreto relacionado ao (P°), vamos considerar como varidveis
independentes o valor do fluxo nos elementos do contorno IM';: X;...X, 0 valor do potencial
nos elementos da parte impermeavel g: Xi+1...Xg, 0 valor do fluxo nos elementos dos
contornos Iy, Mg € My XRe1.-. Xk, Xk+1...XN, Xn+1...XE respectivamente, as y-coordenadas dos
nOs geomeétricos (se n=2), na parte da percolagdo I g: Xg+1...Xg+n-1 € @ y-coordenadas dos nos
geomeétricos do contorno livre I'x: Xgn...Xgrn+m1-

Sejam:

X = (X; oo Xesnemes)s
U = (U, X e X gy Ugg ot U g U U g U e ),
Q = (XX, Oy Ors X ragee- X s X s X s X yazo X e ),

onde os valores do potencial nas partes I'; e ') séo definidos pelas condicbes de contorno do
problema (1):

U, =05(Xe, = Xeiig), 1=2,..,m+n-2,
Uk =05(Xey —hy), Ug =05(h — Xg,mina)

e demais valores do u e g sdo dados do problema (1).
Se existem 0s pontos geomeétricos na parte da percolacéo 'y (ou sga, Nn=2), temos as
restrigdes lineares para as coordenadas destes pontos: X - Xi+1<0,i = E+ 1,..., E+ n-1.

E
A funcio-objetivo discretizada F(X)= Z X2 .0s coeficientes das matrizes H e G,
i=N+1
segundo (4) - (7), sdo fungdes de X, precisamente, das coordenadas y dos nGs geométricos da
fronteiralivre e da parte da percolacéo:

H (X) = H (X E+1"'XE+n+m—1)’ G(X) = G(X E+1"'XE+n+m—1)'

Discretizando desta maneira (P°), obtemos um problema de programagio matemética
nao-linear:

OminF(X)
|:| X
OH(X)U -G(X)Q=0,
() gHOU-GIXIQ
OX, —X,,<0, 1=E+1.,E+n-1
HLOW < X, <UPP, i=E+1E+n,..E+n+m-L

O problema tém E + m+ n - 1 variavels, funcéo-objetivo quadrética, E restri¢cbes ndo-
lineares de igualdade, n -1 restrigoes lineares de desigualdade e m + 1 restrigoes de tipo "box",
onde LOW e UPP definem os limites para as coordenadas dos nés do contorno livre.

Discretizando da mesma maneira (P,) , obtemos o problema (PY) . Neste caso os vetores
U, Q e F tornam-se:

U=g..u, X .. XgUgyU Uy Uy Xga-Xe),
Q= (Xpo: X g Ory Xgag - X s Xy Xy s Onag- e )



e afuncéo-objetivo fica

onde hy,, = O,5(X

E+n+i

4. TESTESNUMERICOS

Como um exemplo-teste considera-se o problema da infiltragdo em barragem retangular.
Neste caso a posi¢ao da fronteira livre pode ser procurada na forma analitica, Polubarinova-

Kochina (1962):

F(x)

=2

E

i=N+

- XE+n+i—1)’ i =0,...,m-1,

(Xi _hi)z’

hE = O'S(hl + XE+n+m—1)'

X ] H
x =1 —I K(Sinx)sinxdx ,0< x <m/2,
o\/(l—asinz)()(l—ﬁsinz)()
K (cos® x)sinydy 0<y <2

T

Aqui k(X) € aintegral eliptica completa de primeiro tipo; a, 8 [J(0,1) sdo 0s parametros

—asin®x)(L- Bsin’x)

gue definem o problema, ou sgja, estéo relacionados com osvalores do hy, hy el:

/2

h, = J' K(a + (B ‘G)Sian)dX,
b B-a+@-p)sniy)
K(a +(1- B)sin’x)dy

/2

| = .
! J1-a—(B-a)sin’y

TABELA 1: HISTORIA DASITERACOES

" :\/E! Ja

/2

K (asin ?x)sin xdx

~asin’x)(B -asin’x)

TESTE-1 TESTE-2

ITER (q)é IGUALDADES (u - y)ﬁA IGUALDADES
1 3.37194E-01 5.03771E-01 1.48585E-00 1.02268E-00
2 1.02268E-00 6.33027E-02 1.10771E-00 6.46476E-01
3 1.71622E-02 2.19568E-02 9.98802E-01 5.63024E-01
4 2.28813E-03 6.84466E-03 4.15933E-02 5.35975E-01
5 4.12717E-04 2.28845E-03 3.37926E-02 4.78287E-02
6 2.44679E-04 6.74048E-04 2.96099E-02 4.35380E-02
7 1.56776E-04 2.03719E-04 1.62319E-02 4.12751E-02
8 9.55952E-05 6.18224E-05 9.03622E-03 3.27559E-02
9 1.03441E-05 1.88899E-05 1.61429E-03 2.61451E-02
10 7.08184E-07 6.59762E-06 1.36841E-03 1.09630E-02
11 3.23122E-08 2.01167E-06 1.36036E-03 1.00562E-02
12 2.03752E-10 6.10359E-07 5.39097E-04 1.00261E-02
13 3.74040E-12 1.83436E-07 1.75161E-04 5.80856E-03
14 9.23356E-14 3.98771E-10 7.85880E-05 1.43914E-03
15 * * 4.86981E-05 3.20677E-04




K (cos ? x)sin x cos x)dx
J-@-a)sn2x)1-(L- B)sin’x)

/2
Paraoponto S temos. hgy = I
0

Considerando-se a = 0.3 e B = 0.9 e usando-se a integracdo numérica, achamos 0s
pardmetros fisicos do problema: h, =6.3014, h, =1.2359, | =6.1592. As coordenadas dos
pontos da fronteira livre escolhidos como os nds geométricos a serem procurados foram
calculadas aproximadamente pela formulas (8), (9) e sGo mostrados na Tabela 2, colunas 2 e
3. Paraa altura de ressurgéncia entdo, achamos: h, = 1.2868.

A discretizagdo inclui 22 elementos de contorno (I = 4,r =4, k=2,n=3, m=9), Fig 2.
Procuramos por y-coordenadas dos nove nds geométricos da fronteira livre B-S e dois na parte
da percolagdo ST, as demais coordenados dos nds geométricos sdo fixos. A posicéo inicial da
fronteiralivre é definida pelalinha B-Sna Fig 2. Para o exemplo considerado, afronteiralivre
€ uma curva suave estritamente decrescente, Kinderlehrer et al (1980), assim para as
restrigdes de tipo "box" podemos definir: UPP =h,LOW =h, .

TABELA 2: COORDENADASE VALORES CALCULADOS

NO X y TESTE-1 TESTE-2
(ANALITICO)
y q y u

14 | 6.1592 2.5227 25132 | 1.79516E-07 | 2.5052 2.6590
15 | 5.9969 2.8000 27951 | 1.13290E-07 | 2.8007 2.9584
16 | 5.7453 3.1096 3.1103 | 559923E-08 | 3.1140 3.2460
17 | 5.4906 3.3735 3.3773 | 3.84825E-08 | 3.3796 3.6033
18 | 4.9928 3.8145 3.8533 | 8.15999E-08 | 3.8226 4.3345
19 | 3.4922 4.8432 48560 | 1.38587E-07 | 4.8664 5.2314
20 | 2.0780 5.5762 5.5976 | 3.44851E-08 | 5.5978 5.8287
21 | 0.8861 6.0554 6.0570 | 5.42339E-08 | 6.0574 6.1337
22 | 0.5051 6.1790 6.2080 | 1.12533E-07 | 6.2093 6.2549

Foram testadas ambas as formulagdes, (P°)- TESTE 1, e (P’) - TESTE 2. Os problemas
de programacao matematica tem 32 variaveis, 22 restricoes-igualdades ndo lineares, 9 detipo
"box"e 2 desigualdades lineares. Para resolvé-los usamos o algoritmo de ponto interior de
Herskovits, que se mostra bem eficiente para os problemas ndo lineares. A descricdo do
algoritmo, demonstracdo da convergéncia e andlise da sensibilidade com relagdo aos
parametros, sdo dados em Herskovits (1998). Foi adotado o critério de parada de agoritmo
com precisdo de 10E-6. Com diferentes dados iniciais, o algoritmo precisava no maximo de
15 iteragOes para conseguir a convergéncia (veja a historia das iteragdes na Tabela 1).

As coordenadas dos pontos geométricos de contorno livre e os valores do fluxo (para o
TESTE 1) e do potencial (parao TESTE 2) calculadas para os correspondentes elementos de
contorno sdo dados na Tabela 2. Nas Fig. 3 e Fig. 4 sdo mostradas a posi¢ao da fronteiralivre
calculada com base na solucéo analitica (linha continua), pontos dafronteiralivre (14-22) eda
parte da percolagéo (12-13) calculados e valores do contorno achados (do fluxo nas partes
A-B, D-T e T-S e do potencia na parte A-D) para TESTE 1 e TESTE 2, respectivamente. A
vazdo Q média calculada fica 3.0446 para o TESTE 1 e 3.0310 para o TESTE 2. Pela



formula de Dupuit temos o valor de referéncia Q = 3.0995. O campo da velocidade do
escoamento, calculado usando-se 0 método dos elementos finitos, esta apresentado na Fig. 5
(valor absoluto da velocidade).
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Testes realizados levam a observacdo de que o refinamento da malha da fronteiralivre ndo
influi tanto na precisdo da solucdo numérica quanto o refinamento da malha nas partes A-B e
ST proximo aos pontos B e S do contorno livre. Por esta mesma razéo nos colocamos trés
elementos (11, 12 e 13) na parte da percolacdo. A comparacdo dos resultados numéricos com

os analiticos mostra boa aproximagdo da solugdo obtida, para a adotada discretizagdo com
elementos constantes.
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5. CONCLUSOES

A técnica para simulagdo numeérica do escoamento em meio poroso proposto neste artigo
reline trés aspectos principais. reformulacdo do problema como um problema de otimizacéo



de forma, discretizagdo via método dos elementos de contorno e resolucéo do problema
discreto usando-se método da programagdo matemética.

A proposta técnica se mostra simples de ser aplicada, permite considerar problemas em
2D e 3D, necessita razoaveis recursos computacionais para problemas reais e possui boa
precisdo numeérica, entre outras vantagens, e pode ser adaptada e utilizada para problemas
com fronteira livre e mével (de tipo Stefan com uma ou mdltiplas fases) em diferentes areas

de aplicacoes.
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MATHEMATICAL PROGRAMMING APPROACH FOR
SIMULATION OF THE FLOW THROUGH POROUS MEDIA

Abstract. In this paper an innovative simple technique for numerical simulation of unconfined

flow through porous media is presented. The proposed approach treats the origina free
boundary problem as a shape optimization problem. A boundary elements discretization
combined to nonlinear mathematical programming techniques is used to solve the
optimization problem. This simple, accurate and computational efficient technique can be
easily applied to 2D rea size problems and extended to 3D problems. Numerical results for an
illustrative 2D test problem of an earth dam are discussed.

Kew words: Free boundary problems, Shape optimization, Mathematical Programming,
Boundary elements method.



